Rovinné tlohy

Q: oblast v R? s Lipschitzovskou hranici I, téz regularni oblast.
Priklady oblasti, které nejsou regularni:

O O O

Oznaceni:
C(Q)7 PC(Q)> L2(Q)'
H*(R) je prostor funkdci, jejichz derivace do Fadu k jsou v

L>(9).

-
V = grad = (%, %) ,n="(n,n)" =(n,m)" je
jednotkovy vektor vnéjsi normaly.

- U V&I dv- 04 Ty — Q4 gy Ou
Derivace ve sméru vnéjsi normaly: 5o = n-Vu = n,5- + nygy-
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Greenova formule

ov
Qu(())—XkdX—/uvnde /V8_><kdx

Klasicka formulace alohy

V.- (pVu)+qu=~f vQ

kde

=V (pVu) = —(55,5,) " PG, 50T =
Kol —

= _a%(PgX) ay (pa_ —(pux)x — (puy)y-

Okrajové podminky:

Dirichletova: u= g na I';

Newtonova (Neumanova pro o = 0): —p% =au—Lfnal,
rlﬂr2:®, rlurgzr.

Podminky: hladkost funkci podle potfeby,

p(x,y) > po >0, q(x,y) > 0.
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Podminky pro jednoznacnost reseni:

p1(r1) > 0 nebo
q(x,y) > qo > 0na Qo € Q, 12(Q) > 0 nebo
a(x,y) > ag>0naly Cly, ui(Mp) >0

Nesplnéni téchto podminek vede na dlohu

0
V- (pVu) +qu=1f vQ —p5 =B,

ktera je fesitelna, pokud plati (odvozeni pomoci Greenovy

formule)
/fdxdy—i—/ﬁds:o.
Q r
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Slaba formulace alohy

v = v(x, y) — testovaci funkce, v = 0 na .

Rovnici vynasobime testovaci funkci v a integrujeme pres €.
Za pouziti Greenovy formule a okrajovych podminek
dostaneme

/[qu~Vv+quv]dxdy+/04uvds: /fvdxdy+/ﬁvds
Q M2 Q I
Mizeme psat
a(u,v) = /[qu - Vv + quv]dxdy + / auv ds
Q

P

L(v) :/fv dxdy+/6v ds,
Q Fs
tedy
a(u,v) = L(v) Vv.
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Triangulace

Predpokladejme, ze Q je polygon (hranice je tvorena
aseckami).

Provedeme triangulaci oblasti 2 pomoci trojahelnikové sité T
tvorené prvky (elementy) e, pro néz plati, ze jsou bud
disjunktni, nebo maji spole¢nou stranu nebo vrchol, pficemz
hrani¢ni body 'y, ', jsou soucasti triangulace.

Pro kazdy vrchol triangulace (uzel) definujeme bazovou funkci
w jako po Castech linearni spojitou s hodnotou 1 v daném
vrcholu, v ostatnich vrcholech O.

Obecnou oblast aproximujeme polygonem.
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Metoda konecnych prvki

Pro kazdy uzel triangulace (vrchol) P; je definovana jedna
bazova funkce w; nenulova na polygonu E; tvoreném
sousednimi uzly.

E R

Priblizné feseni rovnice U je pak U = U;w;, kde U; je

hodnota U v uzlu P;.
Pro w; mame rovnici

/[pVU VW,+qUW,]dxdy+/aUW, ds = / fw; dxdy+/ﬁw, ds,
Py E; Py
kde VU a Vw; jsou konstantni funkce na kazdém elementu,

[, je pranik 'y s hranici E;.
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Porovnani s diferenéni metodou

Porovname MKP a diferenéni metodu pro Laplaceovu rovnici
—Au = 0 a pravidelnou triangulaci na Ctverci s nulovymi
Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

Pro tuto situaci je vhodné pouzit dvojité indexovani:

Pi; = (xi,¥), xi = xo + ih, y; = yo + jh.

%

Elementy sousedici s P;; ozna¢me pro jednoduchost ey, ..., €.
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Diferencni metoda pro Laplaceovu rovnici:

Aux, ) = (55 + T 06, 35) = slulx + h,y;)+

u(x; — h,y;) + u(x;,y; + h) + u(xi, y; — h) — du(x, ;)] + O(h?)
Nahrada Laplaceovy rovnice:

#[4Uij = Uirrj — Uiy — Upja — Ujoa] = 0.

MKP

Rovnice pro w; :

na e;: w(x,y) = %[X;‘f‘_}’j"‘h—X—y]

na e w(x,y) = ply+h—y]
na es: w(x,y) = +[x + h+x]
na e;: w(x,y) = ¢[xi+y+ h+x+y]
na es: w(x,y) = £[y; + h+y]
na e: w(x,y) = +[x + h—x]
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Domaci akol:
Dokonéit odvozeni ekvivalence MKP s diferen¢ni metodou:
e urcit VU
@ urcit VW,',J'
e spocitat [ [VU-Vwdxdy (p=1,g=f=a=0£=0)
E;
e Jak vypada matice soustavy? (blokova struktura)
Pristi tyden budeme pracovat v Matlabu s programem
pdetool, ktery je soucasti knihovny (toolboxu) pro parcialni
diferencialni rovnice. Vyzkousejte, prosim, jeho funkénost,
pfipadné toolbox nainstalujte.
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