Rovinné tlohy

Klasicka formulace alohy

V- (pVu)+qu=~f vQ
kde
=V (pVu) = = 5:(p52) — 5, (P52) = —(pu)x — (puy)y.

Okrajové podminky:
Dirichletova: u= g na I’y

Newtonova (Neumgnova pro o = 0): —p% =au—pFnal,
MNlh=0,T,ul,=T.
Podminky: hladkost funkci podle potreby,

P(X>Y) Z Po > Ov Q(Xa)/) Z 0.
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Slaba formulace alohy

v = v(x, y) — testovaci funkce, v = 0 na .

Rovnici vynasobime testovaci funkci v a integrujeme pres €.
Za pouziti Greenovy formule a okrajovych podminek
dostaneme

/[qu~Vv+quv]dxdy+/04uvds: /fvdxdy+/ﬁvds
Q M2 Q I
Mizeme psat
a(u,v) = /[qu - Vv + quv]dxdy + / auv ds
Q

P

L(v) :/fv dxdy+/6v ds,
Q Fs
tedy
a(u,v) = L(v) Vv.
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Metoda konecnych prvki

Oblast triangulujeme a pro kazdy uzel triangulace (vrchol) P;
je definovana jedna bazova funkce w; nenulova na polygonu E;
tvoreném sousednimi uzly.

E R

Priblizné feseni rovnice U je pak U = U;w;, kde U; je

hodnota U v uzlu P;.
Pro w; mame rovnici

/[pVU VW,+qUW,]dxdy+/aUW, ds = / fw; dxdy+/ﬁw, ds,
P E; Py

kde VU a Vw; jsou konstantni funkce na kazdém elementu,
[, je pranik 'y s hranici E;.
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Pojmy a ozanceni:

Trojahelniky triangulace: elementy (prvky), znacime je e, resp.
e;, pocet elementii oznacime N,, h maximalni délka strany
elementd.

Vrcholy trojahelniki: uzly, znacime je P, resp. P; = (x;, y;),
volime je tak aby 'y N T, byly uzly. Pocet viech uzlti oznacime
Ny, poet uzlii na 'y oznacime Ny, pocet zbyvajicich uzld Np.
Kvili snadnéjsimu zapisu mizeme uvazovat, ze uzly mimo I’y
maji indexy 1,..., Ny uzly na Iy maji indexy No +1,..., Ny.
Strany na I, oznacime S, resp. S;, jejich pocet Ns.

Pro kazdy element e zname jeho vrcholy Pf, P§, Ps.
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Napriklad vrcholy elementu es jsou uzly P,, P a P;.

Dale oznaéme /¢(g) a /°(g) numerickou aproximaci integralu
z funkce g pres dany element e nebo danou stranu S. Pak

Ne NS
a(u,v) = ap(u,v) = Z I(pVu-Vv+ quv)+ Z I®(auv),
i=1 j=1

L(v) & Ly(v) = Z I9(f) + 3 19(5v)
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Hodnta priblizného feseni U v bodé P; je U; (neznamé
hodnoty). Mtizeme psét

U= ZUW,+ Z

i=Np+1

a vahova funkce V je rovna

No
V =Y Viw, pro V; = V(P)).

Polozime i=1

= ' V; {Z an(w;, w;)U; — [Lh(W;) — Z an(w;, Wi)g('Dj)] } =

i=1 j=1 j=No+1
No No
— \/,.[Zk,-juj F;| = VT[KU —TF].
i=1 j=1
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Protoze vektor V je libovolny, musi platit
KU =F.

K — matice tuhosti,
F — vektor zatizeni.
Vlastnosti matice K
Q K je symetricka: ap(w;, w;) = ap(w;, w;).
Q K je ridka: ap(w;, wj) = 0, pokud uzly P; a P; nejsou
vrcholy téhoz trojahelnika.

© K je pozitivné definitni
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Integrovani pres trojihelnik

Py Py = (z1,41)

Py = (22,92)
Py = (x3,y3)
v2 vi =P — Py = (21— 3,91 — ¥3)
vy = Py — P3 = (z2 — 23,92 — ¥3)
Plocha trojuhelnika:
g1 det( 1T we >’
Py 2 Y1—T3 Y2 —Y3
Tézisté:
1
) T==(P,+P,+P
U1 3( L+ P2+ Py)
Py

Transformace na trojahelnik s vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, O]:
P=(x,y)=Ps+sv+tn,sc[01],tc[0,1—s], |J =2S.
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Zakladni kvadraturni formule

S pomoci tézisté:

/g(x,y)dxdy ~g(T) S

e

S pomoci vrcholil trojahelnika:

1
[ gley)ddy = [6(P) + £(P) + £(P)] -5
Obé formule jsou presné pro linearni polynomy.
S pomoci stredd stran trojahelnika:
Oznaéme S;, S, a S3 stredy stran trojahelnika, pak

[ ety ~ S [e(5) + g(S2) + (S-S

e

Formule je presna pro kvadratické polynomy.
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