Rovinné tlohy

Klasicka formulace alohy

-V .- (pVu)+qu=~f vQ

Okrajové podminky:
Dirichletova: u= g na I’y

Newtonova (Neumanova pro a = 0): —p2% = qu — B na I,

— — on
r1ﬁr2:®, F1UF2:F.
Slaba formulace alohy

/[qu-Vv+quv]dxdy+/auvds:/fvdxdy+/6vds
Q Q r

a(u,v) = L(v) Vv.
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Metoda konecnych prvki

Oblast triangulujeme a pro kazdy uzel triangulace (vrchol) P;
je definovana jedna bazova funkce w; (spojita a po Castech
linearni) nenulova na polygonu E; tvofeném sousednimi uzly.

E 9

Pojmy a ozanceni:
Elementy (prvky): e, resp. €;, N, je pocet elementd.

Vrcholy elementt, uzly, P, resp. P; = (x;, y;), viech uzlti je
Ny, na 'y je jich Ny, zbyvajicich je No, uzly mimo I'; maji
indexy 1,..., Ny uzly na 'y maji indexy Np +1,..., Ny.

Strany na I, oznacime S, resp. S;, jejich pocet Ns.

Pro kazdy element e zname jeho vrcholy Ps, P5, Ps.

Jiri Zelinka Pokrocilé numerické metody 1lI rovinné dlohy Il 2 /12



Aproximace slabé formulace

Ne Ns
ap(u,v) = Z I(pVu-Vv+ quv)+ Z 1% (auv),

i=1 e N j=1
La(v) =D 1(f) + ) 1%(Bv).
i=1 Jj=1

0= an(U, V) — Ly(V) =

Z Vi {Z an(wj, wi)Uj — [Lh(Wi) = Y alw, Wi)g(Pj)] } =

Jj=No+1

=VT[KU - .

No No
=V [Z kijUj — Fi
i=1 j=1
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Elementarni matice

Rovnice pro jeden element
Bud e element s vrcholy PE, PS, P§, P¢ = (x£,yf).
Na e se vyuzivaji bazové funkce wy, ws, ws.
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Elementarni matice

Rovnice pro jeden element
Bud e element s vrcholy PE, PS, P§, P¢ = (x£,yf).
Na e se vyuzivaji bazové funkce wy, ws, ws.

Oznacme N¢ = N¢(x,y) = (w5 (x,y), ws(x,y), ws(x,y)),
we(x,y) = asx + bfy +cf, i =1,2,3.
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Elementarni matice

Rovnice pro jeden element
Bud e element s vrcholy PE, PS, P§, P¢ = (x£,yf).
Na e se vyuzivaji bazové funkce wy, ws, ws.

Oznacme N¢ = N¢(x,y) = (w5 (x,y), ws(x,y), ws(x,y)),
we(x,y) = asx + bfy +cf, i =1,2,3.

Ue = (Uf, U, Us)", Us = U(Pr), Ve = (V5 V5, Vs)T.

1 1
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Elementarni matice

Rovnice pro jeden element
Bud e element s vrcholy PE, PS, P§, P¢ = (x£,yf).

Na e se vyuzivaji bazové funkce wy, ws, ws.

Oznacme N¢ = N¢(x,y) = (w5 (x,y), ws(x,y), ws(x,y)),
we(x,y) =afx+ bfy +cf, i =1,2,3.

Ue = (Ur, Us, U5)", Us = U(Pr), Ve = (V5 V5, V)T
Na e plati:

U= Uswf + Usws + Usws = N°U¢, podobné V = NeVe,
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Elementarni matice

Rovnice pro jeden element
Bud e element s vrcholy PE, PS, P§, P¢ = (x£,yf).

Na e se vyuzivaji bazové funkce wy, ws, ws.

Oznacme N¢ = N¢(x,y) = (w5 (x,y), ws(x,y), ws(x,y)),
we(x,y) =afx+ bfy +cf, i =1,2,3.

Ue = (Ur, Us, U5)", Us = U(Pr), Ve = (V5 V5, V)T
Na e plati:

U= Uswf + Usws + Usws = N°U¢, podobné V = NeVe,
Oznacme B¢ gradient N¢:

e _opne_ [ 3 a a3
Be=VN _(bf be bg),tedy
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Elementarni matice

Rovnice pro jeden element
Bud e element s vrcholy PE, PS, P§, P¢ = (x£,yf).

Na e se vyuzivaji bazové funkce wy, ws, ws.
Oznacme N¢ = N¢(x,y) = (w5 (x,y), ws(x,y), ws(x,y)),
we(x,y) =afx+ bfy +cf, i =1,2,3.

Ue = (Uf, U, Us)", Us = U(Pr), Ve = (V5 V5, Vs)T.

1 1

Na e plati:
U= Uswf + Usws + Usws = N°U¢, podobné V = NeVe,

Oznacme B¢ gradient N¢:

e _opne_ [ 3 a a3
Be=VN _(bf be bg),tedy

VU = V(NeU®) = BeUe,
VV = V(NeVe) = Beve,
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15(pVU-VV + qUV) =

— Ie((Beve)TpBeue + (Neve)Tquue) —

— /e((ve)T(Be)TpBeue + (Ve)T(Ne)Tquue) —
— (Ve)Tle((Be)TpBe + (Ne)Tqu)Ue —

= (VO)T(KE + K§)Ue = (Ve)TKeue
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15(pVU-VV + qUV) =
— /e((Beve)TpBeue + (Neve)Tquue) —

— /e((ve)T(Be)TpBeue + (Ve)T(Ne)Tquue) —
— (Ve)Tle((Be)TpBe + (Ne)Tqu)Ue —

= (VO)T(KE + K§)Ue = (Ve)TKeue

K¢ se nazyva elementarni matice.
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1¢(pVU-VV + qUV) =

— /e((Beve)TpBeue + (Neve)Tquue) —

— /e((ve)T(Be)TpBeue + (Ve)T(Ne)Tquue) —
— (Ve)Tle((Be)TpBe + (Ne)Tqu)Ue —

= (VO)T(KE + KE)U® = (Ve)TKeU®

K¢ se nazyva elementarni matice.

Pro vypocet Kf pouzivame kvadraturni formuli s tézistém
elementu 7€ = %(Pf + PS5 + P%):

afai + bibf afas + bib; afas + bibs
K = S°p(xr,yr) | asaf + bsb asas + bsbs asa§ + bsbhs
agaf + bsbf asa5 + bsbs a3as + b3bs
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Pro vypocet koeficientli af, bf a ¢ vyuzijeme vlastnost
bazovych funkci

efe e 0 pro i#}j
W"(Xf’yf):{l pro i=j
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Pro vypocet koeficientli af, bf a ¢ vyuzijeme vlastnost
bazovych funkci

efe e 0 pro i#}j
W"(Xf’yf):{l pro i=j

Dostavame systém rovnic

xi y; 1 a; a; as 100
x5 ys 1 T b5 b5 | =1010
x5 ys 1 ¢ G C 0 01
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Pro vypocet koeficientli af, bf a ¢ vyuzijeme vlastnost
bazovych funkci

efe e 0 pro i#}j
W"(Xf’yf):{l pro i=j

Dostavame systém rovnic

xi y; 1 a; a; as 100
x5 ys 1 bf b5 b5 | =101 0
x5 ys 1 ¢ G C 0 01

Determinant prvni matice je
d® = (y5 —y1)06 —x7) = (x§ = xP)(y5 — y1), [d°| = 25°. Pak

ai = (y5s —y3)/d® bf = (x5 —x5)/d® of = (x5y5 — y5x5)/d°
as = (ys —y5)/d® b5 =04 —x5)/d® c§=(5yf —ys5x5)/d°
as = (yf —y5)/d® bs= (x5 —x{)/d® o5 =(xfys —yix5)/d®
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Pokud oznacime
re=(ys —y5)(y5s —yf) — (6 — x5)(xF — x5)
s =(y5s —y5)5 —y5) — (5 — x5) (5 — xf)

t*=(ys —yi)f — ) — (4 —x5) (x5 — x7)
plati
pixryr) [ TS re s
Kle = T—’eT re _re _ te te
2|d | Se te _se te
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Pro vypocet K5 miizeme vyuzit kvadraturni formuli pro
hodnoty ve vrcholech trojahelniku, pak dostaneme

E& q(xt, y5) 0 0
k=120 0 a0 ]
0 0 q(x5,y35)

nebo formuli pro tézisté, pak vyjde

e |de e e
Ky = 18|q(XT7YT)

=
_
_
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Pro vypocet K5 miizeme vyuzit kvadraturni formuli pro
hodnoty ve vrcholech trojahelniku, pak dostaneme

E& q(xt, 1) 0 0
K= 0 absy) 0
0 0 q(x5,%5)
nebo formuli pro tézisté, pak vyjde
) 111
Ks="Tlabs) [ 111
111

Pro integral na pravé strané rovnice dostavame
16(fV) = I5((N°Ve)TF) = (Ve)TIe((N°)TF) = (V) TTFe, pak
podle pouzité kvadraturni formule

Fe = g|d®|(f(Ps), f(Ps),f(Ps))" nebo

Fe = L|d°|f(T°)(1,1,1)7.
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Elementarni matice pro strany S na ', jsou dany
jednorozmérnymi kvadraturnimi formulemi.

Jiri Zelinka Pokrocilé numerické metody 1lI rovinné dlohy Il 9 /12



Elementarni matice pro strany S na ', jsou dany
jednorozmérnymi kvadraturnimi formulemi.

Bud S strana uréena uzly Py a P5, w{ a ws jsou restrikce
prislusnych bazovych funkci na S. Oznaéme

N® = N>(x,y) = (w5 (x, ), w5 (x, ),

U :(UlaU2) :( (1)7 (2))'

Ve = (VP V)T = (V(P?), V(P3))T.

Jiri Zelinka Pokrocilé numerické metody 1lI rovinné dlohy Il 9 /12



Elementarni matice pro strany S na ', jsou dany
jednorozmérnymi kvadraturnimi formulemi.

Bud S strana uréena uzly Py a P5, w{ a ws jsou restrikce
prislusnych bazovych funkci na S. Oznaéme

N° = N*>(x, y) = (wi'(x,y), w2 (x, ),

US = (U2, U3)T = (U(P?). U(P3))T,

Ve = (VP V3)T = (V(P?), V(P3))T.

Pak na S mame U = NSU%, V = N°V? a

I°(aUV) = (V2)TIS((N°)TaN>)U® = (V) TKSU®,
1P(BV) = (V°)TIS((N°)TB) = (V°)TF°.
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Pro lichobéznikovou formuli dostaneme

KS:%d5<a(gf) 0))7 Fs:%d5<g(P15)>7

kde d° je délka strany, pro obdélnikovou formuli
1 11 1 1
s_t.s (rs S _ * Sp(TS
K_Qda(T)(ll),F 2dB(T)(1)

pro T° stred strany S.
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Sestaveni globani matice K

Vzhledem k tomu, ze integrovani je aditivni, dostaneme
globani matici tuhosti K jako soucet elementarnich matic na
prislusnych pozicich.
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Sestaveni globani matice K

Vzhledem k tomu, ze integrovani je aditivni, dostaneme
globani matici tuhosti K jako soucet elementarnich matic na
prislusnych pozicich.

Algoritmus:

@ Matici K vytvorime jako nulovou ¢tvercovou matici fadu
No.

@ Pro kazdy element e vytvorime matice K{ a K5, které
pripocteme ke K na pozice (Fadkové a sloupcové)
odpovidajici skutecnym indextim vrchola elementu
(pislusnych uzlt)). Hodnoty pro uzly z Ty (znamé hodnoty
funkce U) prevadime na pravou stranu rovnice —
pripocitavame k vektoru, ktery podobné vytvarime z IF.

@ Stejny postup provadime pro kazdou stranu S € I'».
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Domaci tkol

1 &

o B :

Pro Ctvercovou oblast Q, jejiz dolni stranu tvori I, (zbytek 1)
s pravidelnou tringulaci (viz obrazek) sestavte a vyreste systém
rovnic pro Laplaceovu rovnici

—Au=0

s okrajovou podminkou u(x,y) = x na 'y, 3¢ =0
(e =p0=0)narl,.
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