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Predmluva

Skripta Numerické metody jsou vénovana tradicnim tématim numerické matematiky: zdroje
chyb a jejich sifeni, feSeni soustav linedrnich rovnic, metoda nejmensich ¢tverci, aproximace
funkci, numerické derivovani a integrovani, feSeni nelinedrnich rovnic, vypocet vlastnich ¢isel
a vlastnich vektoru, feSeni pocatecnich a okrajovych uloh pro obyc¢ejné diferencidlni rovnice
a TeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic. ¥ Do skripta jsou ke kazdému tématu zatfazeny
klasické metody, standardné uvadéné v kazdém tdvodnim kurzu numerické matematiky, které
slouzi predevsim k pochopeni a ilustraci dané problematiky. Klasické metody jsou dnes jiz casto
prekonany efektivnéj$imi postupy. Potiz s modernimi, v souc¢asnosti pouzivanymi algoritmy, je
vSak v tom, ze byvaji ¢asto pomérné komplikované, takze porozumét jim nebyva snadné. Nékteré
z nich jsou presto do textu zarazeny.

Pti zpracovani skript jsem vychézel z osvédéenych ucebnic numerické matematiky, jakymi
jsou napt. knihy [10], [55], [42], [21], [37], [31], [58] a z vynikajicich monografii, mezi nimi zejména
[26], [50], [51], [29], [18], [5], [61].

Pokud jde o ¢eské zdroje, nejvice podnétu jsem ¢erpal z knih [41], [34], [22], [58], [59] a ze
skript [36], [9] a [35].

Moderni ¢esky psand monografie numerickych metod v soucasnosti nenf k dispozici. Kromé

vvvvvv

metoddm v [44] a [58].

Brno, leden 2020 Libor Cermak



1. Uvod do problematiky numerickych metod

Pii Teseni problému realného svéta se stale cCastéji setkdvame s potfebou popsat
zkoumanou skutec¢nost pomoci vérohodného matematického modelu a ten pak uspokojive
vyfesit. Zijeme v dobé pocitaci a tak je prirozené, ze k realizaci matematického modelu
pocitac vyuzijeme. Pocitace umi pracovat velmi rychle s informacemi kédovanymi pomoci
¢isel. A pravé zde je misto pro numerickou matematiku (v anglictiné numerical analysis)
jakozto védni disciplinu, ktera vyviji a analyzuje metody, jejichz ,technologickym jadrem*
jsou manipulace s ¢isly. V poslednich letech se v anglicky psané literatufe misto terminu
,2humerical analysis“ stéle ¢astéji pouziva termin scientific computing (odpovidajici cesky
termin ndm bohuzel neni znam).

Kdyz chceme metodami numerické matematiky vytesit dany problém popsany obec-
nym matematickym modelem, musime takovy model nejdiive ,digitalizovat®, to jest for-
mulovat ho ve tvaru numerické ilohy, jejiz vstupni i vystupni data jsou cisla. Numerickd
metoda je postup TeSeni numerické tlohy. Ptesny popis kroku realizujicich numerickou
metodu oznacujeme jako algoritmus numerické metody. Lze ho vyjadrit jako posloupnost
akel (proveditelnych na pocitaci), které k danému (presné specifikovanému konecnému)
souboru vstupnich ¢isel jednoznaéné priradi odpovidajici (presné specifikovany koneény)
soubor vystupnich cisel.

Piiprava rozsahlych souboru vstupnich dat byva oznacovana jako preprocessing. Roz-
sah souboru vyslednych tdaju je ¢asto ohromny, pro clovéka ,nestravitelny“, a proto
je tteba vysledky vhodné zpiistupnit tak, aby je zadavatel vypoctu byl vibec schopen
vyhodnotit. Metodam, které to provadéji, se tika postprocessing. Jednou z forem post-
processingu je vizualizace vysledku.

Jako piiklad ,problému ze zivota“ uvazujme piedpovéd pocasi. Pohyb vzduchu v at-
mosfére dovedeme alespon priblizné popsat pomoci soustav parcialnich diferencialnich
rovnic a vhodnych dopliujicich podminek. Metodami numerické matematiky dokazeme
tyto rovnice priblizné fesit. Potfebna vstupni data se ziskavaji pomoci druzic a pozemnich
meteorologickych stanovist. Vysledky numerickych vypoéti zpracované do animovanych
meteorologickych map pak sledujeme v televizni predpovédi pocasi.

Pti feseni realnych problému témér nikdy neziskdme presné feseni, musime se spokojit
jen s feSenim pribliznym, které je zatizeno chybami. Nasim cilem je organizovat vypocet
tak, aby celkova chyba byla co nejmensi.

Ptredevsim se musime vyvarovat hrubych lidskych chyb, které vyplyvaji z nepochopeni
problému a z nepozornosti nebo nedbalosti clovéka pti jeho feSeni.

Chyba matematického modelu. Pii vytvareni matematického modelu realného pro-
blému provadime vzdy jisté idealizace. Rozdil mezi feSenim idealizovaného problému
a fesenim problému realného nazyvame chybou matematického modelu. Do této kategorie
chyb zahrnujeme také chyby ve vstupnich udajich.

Piiklad. Mdme urcit povrch zemského plasté. K vypoctu pouzijeme vzorec S = 4mr? pro
povrch koule o poloméru r. Chyba modelu spociva v predpokladu, ze Zemé je koule.

Chyba numerické metody. Jestlize k Feseni (numerické) tilohy pouzijeme numerickou
metodu, kterd nam neposkytne presné (teoretické) feseni dané tlohy, pak chybu, které
se dopustime, nazyvame chybou numerické metody. Dulezitou soucasti navrhu numerické



metody je odhad chyby numerické metody.

Priiklad. Mame spocitat hodnotu funkce sin 1 se¢tenim koneé¢ného poctu clenu Taylorovy
rady

3 5 7 9 l,2n+1

X A X A 17’L
sihr=o0x— —+ — — + — "l—(—)m‘F

350 7ol
pro x = 1. Je znamo, ze se¢tenim prvnich ti{ ¢lenu tfady se dopustime chyby velikosti
nejvyse 1/7!, obecné se¢tenim prvnich n ¢lenu se dopustime chyby nejvyse 1/(2n + 1)!.

Zaokrouhlovaci chyby. Pii praci na pocitaci muzeme k reprezentaci Cisel pouzit jen
konecny pocet cifer. Pracujeme proto s ptibliznymi hodnotami ¢isel, které dostaneme
zaokrouhlenim pfesnych hodnot. Zaokrouhlovaci chyby vznikaji uz pti vklddani dat do
pocitace, dalsi pak vznikaji pti ¢iselnych vypoctech. Pii Spatné organizovaném vypoctu
muze dojit v dusledku nahromadéni zaokrouhlovacich chyb k naprostému znehodnoceni
vysledku, viz priklad 1.7.

Priklad. Cislo m neumime do pocitace vlozit presné. Také vysledek operace, pfi niz ¢islo 2
délime ¢islem 3, nezobrazime na standardnim pocitaci pracujicim s bindrnimi ¢isly presneé.

Je tfeba mit na paméti, ze pii feSeni readlného problému vystupuji obvykle vSechny
chyby soucasné.

1.1. Chyby v numerickych vypoctech

Absolutni a relativni chyba. Ve vypoctech jsme ¢asto nuceni nahradit pfesné ¢islo x
pribliznym ¢islem Z. Cislo & potom nazyvame aproximaci c¢isla x. Rozdil ¥ — x = Ax
nazyvame absolutni chybou aproximace T a ¢islo

Ar T—=x

- = ) x7£0,

i i

nazyvame relativni chybou aproximace T. Pro |Azx| < e se pouziva také symbolicky zdpis
T =x £ ¢ aminise tim, ze v —e <7 <z + ¢e. Podobné se pro |Az/z| < § pouzivd zapis
Z = x(1 £ §). Absolutni hodnota relativni chyby se casto uvadi v procentech.

Nyni posoudime chybu, které se dopustime pii vypoctu hodnoty f(xy,zs,...,z,)
funkce f, kdyz ptresné hodnoty x; nahradime pribliznymi hodnotami z; = z; + Auw;.
Z Taylorova rozvoje f(X) okolo bodu x dostaneme

O f(x ) 4
]895@ 8@

f(x +Zn:A af

1,j=1

Povazujeme-li souciny chyb Axz;Ax; za malé, mame pro absolutni chybu

> U0

=1

af

AfX)] = 1f(x) = f(x)] = Al (1.1)




a pro chybu relativni

xz sz xi f(x)

A.I'Z'

X

(1.2)

=1
Pii praktickych odhadech se hodnota funkce f a hodnoty jejich derivaci f /Ox; na pravych
strandch pfibliznych nerovnosti (1.2) a (1.1) pocitaji v bodé x.

Chyby zakladnich aritmetickych operaci. Zvolime-li f(z,y) = x £y, dostaneme pro
absolutni a relativni chybu souctu a rozdilu

Alzty) . @ Az y Ay

895@ T f(x) &cz

Alrty)=Az+ A = —. 1.3
(r+y)=Ar£Ay, ity 1ty Tits (1.3)
Pro vyjadreni chyby sou¢inu volime f(z,y) = zy a obdrzime
A A A
A(zy) = yAz + 2y, wy) . Az | By (1.4)
Ty x Y
a pro chybu podilu dostaneme volbou f(x,y) = z/y
1 A A A
A(Z)=tan-tay, S S0 S0 (15)
y) Y y /Y Ty

Vsimnéte si, ze relativni chyba souctu resp. rozdilu muze byt vyrazné vétsi nez relativni
chyby operandu v piipadé, kdyz |z + y| je podstatné mensi nez |z| nebo |y|. Pti déleni
malym ¢islem je (diky druhé mocniné y ve jmenovateli) vyznamna chyba absolutni.

Platné dekadické cifry. Necht 7 je aproximace ¢isla x, kterou zapisme v mocninném
dekadickém rozvoji jako

T =4[d - 10°+dy- 10 4 - 4 dp, - 10°TF oy 107 L], di #0.
Rekneme, ze k—td dekadickd cifra dj, aproximace & je platnd, jestlize
1 — x| <5-10°7F, (1.6)

tj. kdyz se x lisi od x nejvySe o 5 jednotek tadu pfislusného nasledujici cifre. Plati-li
nerovnost (1.6) pro k < p, ale pro k = p+ 1 uz neplati, ifikdme, ze & md p platnich cifer.
Cislo & = 4+ dy,dods . . .d, - 10°, které ma vSech p cifer platnych, je sprdavné zaokrouhlenou
hodnotou ¢isla x.

Platna desetinna mista. Rekneme, ze aproximace T Cisla x ma k-té desetinné misto
platné, jestlize

1z — x| <5-1071 (1.7)

tj. kdyz se z 1isi od = nejvyse o 5 jednotek tadu prislusného nasledujicimu desetinnému
mistu. Plati-li nerovnost (1.7) pro k& < p, ale pro k = p + 1 uz neplati, iikdme, ze T
ma p platnych desetinnych mist. Ve spravné zaokrouhleném c¢isle je tedy kazdé desetinné
misto platné.

V nasledujici tabulce uvadime nékolik piikladu:

8



x T platné cifry platna desetinnd mista

284 290
— 45,8472 —45,798
100,002 99,9973
99,0973 100,002
—0,003728  —0,0041
1,841-10°¢ 25107

e RS NG JUR—
CUW N MO

Pti odecitani dvou blizkych cisel dochazi ke ztraté platnych cifer, jak o tom svédci

Priklad 1.1. Je-li

A
x = 4,998049 - 10, 7 =4,999-10', |Az|=510-10"%, |==|=1,020-1077,
x
1~ 1 -3 Ay| . -5
y =5,001848 - 10", ¢ =15,002-10", |Ay|=1,52-10"°, |—|=3,039-107",
Y
pak pro rozdily z =y — x, Z = y — & dostavame
—2 = —2 -3 AZ . -9
2=2899-107%, z2=3-10"% |Az/=1,01-10"", — | =3,484-10"°,
z
takze Z ma jen jednu platnou cifru, zatimco i y maji ¢tyti platné cifry. O

Piiklad 1.2. Necht 7 =1,3262+£5-107°, y = —6,5347 £ 5-107°, 2 = 13235 £ 5 - 10~%.
Méme urcit aproximaci funkéni hodnoty f = zy/z, absolutni a relativni chybu a pocet

platnych cifer vysledku.
Spotteme f = Z7y/Z = —6,548031...-1071. Podle (1.1) pak piiblizné plati

7= (5 |

Odtud [Af|=8,31-107°- |f| =5,44-107° < 5-107173 | takZe (se tfemi platnymi ciframi)
f = —0,6548 + 0,0001. O

~ ~~ ~~1—1

A
 As 5| [E[ | A
z z

A A
+'Ty +’¥’i8,31'105.
y ya

gAy'—i—
z

z

1.2. Reprezentace cisel v pocitaci

Realna ¢isla jsou v pocitacich reprezentovana v systému cisel s pohyblivou Tddovou
¢arkou (v anglictiné floating point numbers). Zakladni myslenka je podobna semilogarit-
mickému zdpisu (v angli¢ting scientific notation), v némz napt. ¢islo 245700 piSeme jako
2,457 - 10° a ¢éfslo 0,0005768 jako 5,768 - 1074, V tomto formatu se desetinnd ¢érka po-
hybuje (v doslovném piekladu ,plave*) v zavislosti na dekadickém exponentu. Formélné
lze systém F normalizovanych ¢isel pohyblivé radové carky charakterizovat ¢tyfmi celymi
cisly:

I6] zaklad ciselné soustavy (8 > 2),
P presnost (p > 1),
L, U] rozsah exponentu (L < 0 < U).

9



Kazdé ¢islo x € F m4 tvar

. dy  ds d,
r=2m-p5°, kde m—dl—l—g—i—ﬁ—i—---—i—ﬁpil
je normalizovand mantisa, d; € {0,1,...,8 — 1}, i = 1,2,...,p, jsou cifry mantisy, p je

pocet cifer mantisy a e € (L,U) je celociselny exponent. Normalizace mantisy znamena,
ze pro x # 0 je prva cifra mantisy nenulova, tj. plati d; > 1, takze 1 < m < g. Kdyz
x = 0, pak je nulovd mantisa i exponent, tj. m = e = 0.
¢isel se bézné pouziva hexadecimdlni soustava, v niz = 16 (cifry 10 az 15 zapisujeme
pomoci pismen A B,C,D.EF), a nékdy rovnéz oktalovd soustava, kdy B = 8. Vysledky
vypoctu se zpravidla uvadéji v bézné dekadické soustave, tj. pro 5 = 10.

Mnozina F ¢isel pohyblivé tadové carky je konecnd, pocet ¢isel v ni je

2081 (U ~L+1)+1,

nebot muizeme volit dvé znaménka, 8 — 1 moznost{ pro prvni cifru mantisy, 8 moznosti
pro zbyvajicich p — 1 cifer mantisy a U — L + 1 moznych hodnot exponentu. Posledni
jednicka odpovida ¢islu nula.

Nejmensi kladné ¢islo v F je ¢islo UFL = B (podle anglického UnderFlow Level), které
ma prvni cifru mantisy rovnu jedné, zbyvajici cifry mantisy nulové a exponent nejmensi
mozny. Nejvétsi ¢islo v IF je &fslo OFL = (3—31"?)8Y (podle anglického OverFlow Level),
které ma vsechny cifry mantisy rovné g — 1 a exponent nejvétsi mozny.

Zaokrouhlovani. Realnd ¢isla, ktera jsou presné zobrazitelnd v systému F, se nazyvaji
strojovd ¢isla. Pokud dané redlné ¢islo x ¢ F, musime ho aproximovat ,blizkym® stro-
jovym ¢islem, které znacime fl(z) (podle anglického floating). Standardni zpusob je zao-
krouhlent: f1(x) je strojové ¢islo nejblizsi k = (kdyz mame na vybér ze dvou moznosti, pak
vybereme to strojové ¢islo, které ma posledni cifru sudou).

Strojova piesnost. Cislo ¢,, = (P se nazyva strojové epsilon nebo také strojovd
presnost (anglicky ,machine epsilon®, oznac¢ované jako €,,4c). Vyznam ¢isla e, doklada
nékolik jeho charakteristickych vlastnosti:

a) v intervalu (3¢, ™) jsou strojova &isla rozmisténa rovnomérné s krokem e,,/3¢;

b) nejvétsi moznd relativni chyba, kterd vznikne pii aproximaci redlného ¢isla v sys-
tému F pohyblivé fddové ¢drky, nepresdhne ie,,, tj. plati [f1(z) — x| < 1&,|z];

¢) em je nejvétsi z kladnych ¢isel €, pro ktera f1(1 + %5) =1

Je dobré uvédomit si, ze ¢, € F, jen kdyz 1 —p > L.

Priklad 1.3. Prozkoumejme, jaké ¢isla muzeme zobrazit v modelovém binarnim systému
F v piipadé, ze mantisa ma p = 4 cifry a exponent e je omezen zdola ¢islem L = —3 a shora
¢islem U = 2, tj. —3 < e < 2. Umisténi kladnych strojovych ¢isel na ¢iselné ose je patrné
z obrézku 1.1: nejmensi z nich UFL= 272 = 1/8 a nejvétsi OFL= (2—277)-22 =8 —1/2.
Vsimnéte si, Ze v kazdém bindrnim intervalu 2¢ < z < 2°*! jsou &fsla rozlozena rovnomérné
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1/8 12 1 2 4 8-1/2

Obr. 1.1: Strojova ¢isla

s krokem ¢,,2°. Tak tfeba mezi 1 a 2, tj. pro e = 0, je vzdélenost dvou sousednich ¢isel
rovna €, = 1/8. Systém F obsahuje 48 kladnych ¢isel, 48 zapornych ¢isel a nulu, tj. celkem
97 cisel. OJ

Standard IEEE. V pocitacich vyvinutych po roce 1985 se redlna ¢isla zobrazuji prakticky
vyhradné podle standardu IEEE, a to zpravidla v téchto presnostech:

a) Jednoduchd presnost. Pouziji se 4 bajty, tj. 32 bitu, z toho 23 bitu pro mantisu, 8 bita
pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Protoze mantisa je normalizovana, pro
x # 0 je dy = 1. Tato cifra se neuklada, takze pocet cifer mantisy p = 24. Rozsah
exponentu je —126 < e < 127. Zobrazit lze dekadicka ¢isla s absolutni hodnotou
v rozsahu

UFL=2"'=12x10"" a7z OFL=(2-2"%) x 2% =34 x 10*®

a nulu (mé véechny bity nulové). Strojové presnost e, = 272 = 1,2x 1077, Rikdme,
ze mantisa ma zhruba 7 dekadickych cifer presnosti.

b) Dvojndsobnd presnost. Pouzije se 8 bajtu, tj. 64 biti, z toho 52 bitu pro man-
tisu, 11 bitu pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Prvni bit mantisy se
neuklada (pro = # 0 je d; = 1), takze mantisa ma p = 53 cifer. Rozsah exponentu je
—1022 < e < 1023. Zobrazit 1ze dekadicka ¢isla s absolutni hodnotou v rozsahu

UFL =212 =22 x 107°® a7z OFL = (2 —27°%) x 21% = 18 x 10°®

a nulu (m4 viechny bity nulové). Strojové presnost €, = 2752 = 2,2x 1076, Rikdme,
ze mantisa md zhruba 16 dekadickych cifer presnosti.

Podle TEEE standardu existuje také binarni reprezentace INF pro vyrazy typu +oo
(tfeba vysledek operace 1/0), —INF pro vyrazy typu —oo (tfeba vysledek operace —1/0)
a NAN (not a number) pro vyrazy typu 0/0, co — oo a 0 x (£o0) (tFeba vysledek operace
1/0 —2/0). Systém I je na veétsiné pocitacu rozsiten o tzv. subnormdini ¢isla, coz jsou
nenulova nenormalizovana ¢isla s nejmensim moznym exponentem e = L. Nejmensi kladné
subnormalni ¢islo UFL, = &, - UFL, tj. v jednoduché piesnosti UFL, = 1,4 -107% a ve
dvojnéasobné presnosti UFL, = 4,9 - 107324,

Pocitacova aritmetika. Necht z,y € IF jsou strojova ¢isla, op je nékterd ze zdkladnich
aritmetickych operaci +,—,%,/ a £lop je odpovidajici operace provadénd pocitacem v re-
zimu pohyblivé tadové ¢arky podle IEEE standardu. Pak z flop y = fl(z op y). To
znamena, ze vysledek aritmetické operace provedené v pocitaci je stejny, jako kdyz operaci
provedeme presné a pak ziskany vysledek vlozime do pocitace.
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Preteceni, podteceni. Jestlize je absolutni hodnota vysledku aritmetické operace vétsi
nez OFL, dochazi k tzv. pretecent, a je-li naopak absolutni hodnota nenulového vysledku
mensi nez UFL (resp. UFL; na pocitacich se subnormélnimi ¢isly), dochézi k tzv. podtecent.
Dojde-li pti béhu programu k preteceni, systém vydé varovani a vypocet prerusi. V pripadé
podteceni situace neni tak vazna: vysledek se nahradi nulou a vypocet pokracuje bez
preruseni. Reakci programu na pfeteceni vsak muze pouceny programator sam tidit.

1.3. Podminénost iloh a stabilita algoritmu

Korektni tlohy. Matematickou tlohu lze chépat jako zobrazeni y = f(x), které ke
kazdému vstupnimu udaji x z mnoziny D vstupnich dat pfifadi vysledek y z mnoziny R
vystupnich dat. Rekneme, Ze matematicka tloha

y= f(z), xreD, yeR,
je korektni, kdyz
1) ke kazdému vstupu x € D existuje jediné feseni y € R,
2) toto feSeni zavisi spojité na vstupnich datech, tj. kdyz x — a, potom f(z) — f(a).

Velkou tiidu nekorektnich tloh tvofi nejednoznacné tesitelné tlohy. Nekorektni tlohy
se nedaji rozumné tesit a proto se jimi nebudeme vubec zabyvat.

Podminénost dloh. Budeme tikat, ze korektni tloha je dobre podminend, jestlize mala
zmeéna ve vstupnich datech vyvold malou zménu teseni. Je-li y + Ay resp. y teSeni tlohy
odpovidajici vstupnim datim z 4+ Az resp. z, potom ¢islo

_|Ay|/ly| _ [|relativni chyba na vystupul

c, (1.8)

~ |Az|/]z|  |relativni chyba na vstupul

(kde misto absolutnich hodnot jsou obecné normy, viz kap. 2) nazyvame c¢islo podminé-
nosti ilohy y = f(x). Je-li C,, malé ¢islo, je tloha dobie podminéna, pro velka C,, je iloha
Spatné podminénd. Misto o dobré nebo Spatné podminénosti mluvime nékdy o malé nebo
velké citlivosti vzhledem ke vstupnim datum.

Priklad 1.4. Odhadnéte ¢islo podminénosti tlohy: stanovit funkéni hodnotu (diferenco-
vatelné) funkce y = f(x). Z (1.2) plyne, ze

zf'(x)
/()

Konkrétné pro funkci f(z) = tgx dostaneme C, = |2z/sin2z|. Vypocet tgz je velmi
citlivy pro x blizké celociselnému ndsobku /2. Tteba pro x = 1,57079 je C), = 2,48 - 10°.
Vysledek muzeme ovérit také primym vypoctem podle vzorce (1.8), pro Az = 107 do-
staneme opét C), = 2,48 - 10°. O

Cislo podminénosti definované podle (1.8) se nékdy oznacuje jako relativni ¢islo podmi-
nénosti. Vétsinou je to vhodné meéritko citlivosti, je-li vSak x nebo y rovno nule, pouzit

C, = (1.9)
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ho nelze. V takovych pripadech lze zkusit absolutni c¢islo podminénosti definované jako

Cp = Ay /|Az].

Priklad 1.5. Posoudime citlivost vypoctu funkéni hodnoty f(z) = z* — 1. Pro kofeny
712 = *£1 neni relativni ¢islo podminénosti definovano. Stejny zavér potvrzuje vyjadieni
C, = |22%/(2? — 1)] odvozené podle (1.9). Absolutni ¢islo podminénosti je

A _ |flatAr) = f@)| .
Cp_ Al‘ _‘f (l’)|,

tj. pro f(z) = 22 — 1 je C, = |2z| a specialné pro z = 41 dostaneme C,, = 2. O

Stabilita algoritmu. Pii realizaci numerické metody na pocitaci vznikaji zaokrouhlovaci
chyby, nejdtive ve vstupnich datech a pak v prubéhu vypoctu pii provadéni aritmetickych
operaci. Chceme-li se pii vypoctech vyvarovat nesmyslnych vysledki, musime si vybirat

tzv. stabilni algoritmy, které jsou k siteni zaokrouhlovacich chyb malo citlivé. Aby byl
algoritmus stabilni, musi byt

1) dobre podminéng, tj. malo citlivy na poruchy ve vstupnich datech,

2) numericky stabilni, tj. mélo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb vznikajicich behem
vypoctu.

Priklad 1.6. Kvadraticka rovnice 22 — 2bx +c¢ = 0 m4 pro b? > ¢ dva rtizné realné koteny
T2 =b+xd, (A1)

kde d = /b? — c. Jestlize |b| = |d|, pak se pii vypoctu jednoho z kofenu budou odecitat
dvé priblizné stejné velka ¢isla téhoz znaménka, coz vede, jak uz vime, ke vzniku velké
relativni chyby (viz (1.3) a ptiklad 1.1). Vypocet podle algoritmu (A;) tedy obecné stabilni
neni. Existuje vSak snadnd pomoc: protoze xr;xo = ¢, muzeme postupovat takto:

b+d, je-lib >0,
o {b—d, jelib<o, 2T (42)
Algoritmus (As) nedostatek algoritmu (A;) odstranuje, tj. je stabilni. O

Priklad 1.7. Pocitejme integral
1
En:/ e tdx pron=1,2 ...
0
Integraci per-partes dostaneme
1 1
/ " dr = [2"e" ) — / na" te* tdx,
0 0

nebo-li

E,=1-nE, . (F)
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Protoze FEy = 1/e, muzeme pii vypoctu £, postupovat podle algoritmu
Elz]_/@, Enzl—TLEn_l, TL:2,3,... (Al)

Vypocet jsme provedli na pocitaci v jednoduché presnosti (tj. cca na 7 platnych cifer),
a pro n = 12 jsme dostali Ej5 = —4,31. To je ale zcela nepfijatelny vysledek, nebot pro
kladny integrand nemuzeme dostat zapornou hodnotu integrélu! Tento jev je zpusoben
tim, ze pri vypoctu E, se chyba obsazena v FE, _; nasobi n—krat, takze celkova chyba
roste podobné jako n!.

Algoritmus(A;) je tedy nestabilni. Vznikd otdzka, zda muzeme vypocitat Fis uzitim
rekurentni formule (F') tak, aby vysledek mél vSech 7 cifer platnych. Mozné to je, musime
ale pouzit jiny algoritmus. Prepiseme-li formuli (F') na tvar

1-FE
E, 1= 2

)
n

bude se chyba vstupujici do kazdého kroku délit n. Z odhadu

1 1 1
E, = / 2" tdr < / z"dx =
0 0 n+1

vyplyva, ze E, — 0 pro n — oco. Pii vypoctu proto budeme postupovat podle algoritmu

EN:O, En_lz 5 TL:N,N—]_,..., (AQ)

kde N je dostatecné velké. Zvolime-li N = 20, dostaneme E;5 = 7,177325 - 1072, coz je
hodnota, kterd mé 7 cifer platnych.

Jestlize vypocet provadime ve dvojndsobné presnosti (cca 16 platnych cifer), dosta-
neme obdobné vysledky. Rozdil je pouze v tom, Ze vypocet algoritmem (A;) se ,,pokazi*
az pro veétsi n; pro n = 20 uz ale vyjde nesmyslna hodnota Fyy = —30,19. Stabilnim
algoritmem (Ay) pro N = 35 dostaneme Eyy = 4,554488407581805- 1072 s 16-ti platnymi
ciframi. [J

Dalsi ptiklady vénované podminénosti problému a stabilité algoritmu uvedeme po-
stupné v nasledujicich kapitolach.
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2. ReSeni soustav linearnich rovnic

Jednou z nejcastéji se vyskytujicich tloh vypocetni praxe je tloha vyfesit soustavu
linearnich rovnic. Takové soustavy byvaji ¢asto velmi rozsahlé, soucasné vypocetni tech-
nika umoznuje v prijatelnych c¢asech vyftesit soustavy s nékolika miliony neznamych. Me-
tody Teseni délime na piimé a iteracni. Primé metody jsou takové metody, které dodaji
v konecném poctu kroku presné reSeni za predpokladu, ze vypocet probiha bez zaokrouh-
lovacich chyb, tedy zcela presné. [lteracni metody poskytnou jen tfeSeni ptiblizné. To ale
vubec nevadi, pokud je pfiblizné feseni dostatecné dobrou aproximaci feseni ptfesného.
Pocet kroku iteracni metody zavisi na pozadované presnosti.

Budeme se tedy zabyvat fesenim soustavy linedrnich rovnic (strucné SLR)

a1 r1 + appxe + - 4+ apT, = b,
a1 + axpry + - 4+ axpT, = by, (2.1)
aAp1®1 + GpaTys + -+ + ApnTp, = bn .
Soustavu (2.1) muzeme psat ve tvaru
n
E aijxj:bi, i:1,2,...,n, (22)
j=1
nebo v maticovém tvaru
Ax =b, (2.3)
kde
apy Q2 -+ Aip T by
ag1 Q22 -+ A2p X2 by
A = . , X = , b=
Ap1 Ap2 *° Qpp Ty, bn

Matici A nazyvame matici soustavy, b je vektor pravé strany a x vektor nezndmgjch.
Budeme ptredpokladat, ze matice soustavy je regularni, takze reSena soustava ma jediné
feseni.

2.1. Primé metody

2.1.1. Gaussova elimina¢ni metoda

Zakladni ptimou metodou feseni SLR je Gaussova eliminacni metoda, struéné GEM.
Sklada se ze dvou ¢ésti. V primém chodu GEM se soustava (2.1) prevede na ekvivalentni
soustavu

Ux = c, (2.4)
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kde U je tzv. horni trojihelnikova matice, coz je matice, kterda ma pod hlavni diagonalou
viechny prvky nulové, tj. U = {u;;}7;_; a ug; =0 pro i > j,

Uy Uz U3 -+ Uln—1 Uin
0 uo w3z --- U2, n—1 Uan,
0 0 wusg -+ Ugp-1 Ugn,
U= .
0 0 e 0 Up—1,n—1 Un—1n
0 0 o .- 0 Unn,

Ve zpétném chodu se pak Tesi soustava (2.4). Protoze A je regularni, je také U reguldrni,
coz znamena, ze diagonalni prvky u,; # 0,7 =1,2,...,n. Diky tomu vypocteme z posledni
rovnice x,, z predposledni x,,_; atd. az nakonec z prvni rovnice vypocteme x;.

Pifmy chod GEM. Pro usnadnéni popisu piimého chodu GEM polozime A® = A,
b® = b, prvky matice matice A ozna¢ime a;; = a;; a prvky vektoru b©® oznacéime
b§°> = b;. Piimy chod GEM popisuje nasledujici

algoritmus GEMz (zékladni, bez vybéru hlavniho prvku):

for k:=1ton—1do
begin
fori:=k+1tondo
begin
ma = ay) gy
for j:=k+1tondo ag-g) = az(f) — mikag? ;
b = b — b
end
end

Pifmy chod ma n — 1 kroki. V k-tém kroku se soustava rovnic A*~Yx = b*~1 trans-
formuje na soustavu A*¥x = b®)_ Prvnich k rovnic se uz neméni. Tato skutecnost je v al-
goritmu GEMz vyjddiena pifkazy A®) := A*=1D 3 b(#) .= b= Smyslem transformace
je vylou¢it nezndmou x, z rovnic ¢ > k, tj. vynulovat poddiagondlni koeficienty v k-tém
sloupci matice A®) . Dosdhneme toho tak, ze od i-té rovnice odeé¢teme m;; nasobek k-té
rovnice. Multiplikdtory m;, museji zajistit, aby v pozici (4, k) matice A®) vznikla nula:

agf;) - mika,(jz;) =0 = M = agz)/a,ﬁ) .

Cislo agz) se nazyva hlavni prvek nebo také pivot. Pfi vypoctu multiplikdtoru m, muze al-
goritmus GEMz zhavarovat v piipade, ze agz) = (. Tomuto problému bychom se mohli vy-
hnout, kdybychom k-tou rovnici prohodili s nékterou z dalsich rovnic, kterd ma u proménné
xr nenulovy koeficient. Postup zalozeny na této myslence se nazyva GEM s vybérem
hlavniho prvku. Podrobneé se jim budeme zabyvat v nasledujicim odstavci. GEMz je tedy

algoritmus GEM bez vybéru hlavniho provku.
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V tomto odstavci budeme predpokléddat, ze A je takova matice soustavy, pro kterou

jsou vsechny hlavni prvky a,(glz) nenulové.

Programovéni. Prvky matic A®) uchovavame v dvourozmérném poli A a prvky vektori
b®*) v jednorozmérném poli b. Pitkazy A®) := A= a4 b*) .= b1 ge proto ve skutec-
nosti neprovadéji. Protoze v pozici (i, k) pole A vznikne nula, lze prvek A(i,k) vyuzit pro
yuskladnéni® multiplikatoru myy.

LU rozklad. Po ukonéeni piimého chodu je horni trojihelnikova matice U v rovnici (2.4)

uréena diagonalnimi a naddiagonalnimi prvky matice A= tj.

S 0 proj=12...,1—1, P19 . (2.5)
K aﬁ?_l) proj=id,i+1,...,n, T ’

Vektor ¢ v rovnici (2.4) je transformovanou pravou stranou b1 tj.
o =b""Y, i=12...n (2.6)

Multiplikétory m;; z piimého chodu umistime do dolni trojihelnikové matice

1 0 0 0 0
May 1 0 0 0
m m 1 0 0
L 31 2 (2.7)
Mp—1,1 Mp-12 Mp-13 1 0
mp mp2 mp3 o My p—1 1
Pak
A=LU. (2.8)
Diikaz. Necht
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 00 0
M= 1 0 —mysrr 1 0 o | =1—mer,
0 0 —Mk42k 0 1 0
O ... 0 —my 0 0 . 1
kde I je jednotkovd matice, my = (0,...,0, Mys1 -, M) ?, Mg = agllj)/agz), ey je k-ty

sloupec jednotkové matice. Protoze el my, = 0, dostaneme

(I — myep)(I+ myey) = I — mye; + myey + mye;mye;, = L.
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Vidime tedy, ze pro matici Ly inverzni k matici My, plati
Ly =M, ' =1+ mye;.

k-ty krok LU rozkladu, ve kterém se nuluji poddiagonalni prvky v k-tém sloupci, lze
vyjadiit zapisem A® = M,A*D k=12 ... .n—1, pficemz A® = A. Proto

M, M, .. M{A=TU
je horni trojuhelnikova matice. Odtud
A=M;"M;'.. M', U=LU, kde L=LLy...L, ;. O

Vyjadreni matice A jako soucinu dolni trojihelnikové matice L a horni trojihelnikové
matice U se nazyva LU rozklad matice A. Ten je mozné pouzit k pozdéjsimu feSeni sou-
stavy rovnic se stejnou matici soustavy A, avsak s jinou pravou stranou. To je uzitecné
zejména pii feseni posloupnosti tloh Ax; = b;, kdy se nova prava strana b; muze sestavit
az poté, co se vytesily predchozi soustavy Ax; = by pro k < i. V MATLABu lze pro LU
rozklad pouzit funkci lu.

Ukazme si, jak lze soustavu LUx = b efektivné vytesit. Kdyz si oznacime Ux =y,
vidime, ze y je feSeni soustavy Ly = b. Uréime tedy nejdiive y jako feseni soustavy
Ly = b a pak x jako feSeni soustavy Ux =y, tj.

Ly =b, Ux=y. (2.9)

Ziejmé y = b1 je transformovand pravé strana ziskana algoritmem GEMz.

Soustavu Ly = b vyfesime snadno, z prvni rovnice vypoc¢itame y;, ze druhé rovnice
Yo atd. az nakonec z posledni rovnice vypocitame y,,. Soustavu Ux = y feSime pozpatku,
tj. z posledni rovnice vypocteme x,, z predposledni z,,_; atd. az nakonec z prvni rovnice
vypocteme .

Pti feSeni soustav rovnic byva LU rozklad oznacovan také jako eliminace nebo primy
chod a vypocet teseni podle (2.9) byva oznacovan jako zpétny chod.

Kdy lze algoritmus GEMz pouzit? Jak jsme jiz uvedli, slabym mistem algoritmu
GEMz miuze byt Vy%)oéet multiplikdtoru mg, nebot obecné nelze vyloucit, Ze v prubéhu
eliminace vznikne akl};) = 0. V aplikacich se vSak pomérné casto fesi soustavy rovnic, pro
které nulovy pivot v algoritmu GEMz vzniknout nemuze. Abychom takové soustavy mohli
popsat, zavedeme si nékolik novych pojmu.

Rekneme, ze matice A = {aij};szl je ryze diagondlné dominanini, jestlize

n

|aii| > Z |aij|, 7 = 1,2,...,%, (210)
j=1
JF

nebo-li slovy, v kazdém tradku je absolutni hodnota diagonalniho prvku vétsi nez soucet
absolutnich hodnot zbyvajicich prvkiu tohoto fadku. I kdyz matice A soustavy rovnic
Ax = b diagonalné dominantni neni, 1ze nékdy vhodnym ,pfeskladdnim* rovnic docilit
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toho, ze matice A takto vzniklé ekvivalentni soustavy rovnic Ax = b w diagonalneé
dominantni je.

V aplikacich se také pomérné ¢asto setkavame s tzv. pozitivné definitnimi maticemi.
Takové matice lze specifikovat pomoci fady navzajem ekvivalentnich definic. Jednu z nich
si ted uvedeme: fekneme, Ze matice A = {aij}zjzl je pozitivné definitni, jestlize je syme-

trickd a pro kazdy nenulovy sloupcovy vektor x = (xq, s, ..., z,)" plati
XTAX = Z TiQij X5 >0. (211)
ij=1

Oveérit pfimo tuto podminku neni snadné. Je-li vSak A reguldrni, pak z (2.11) okamzité
plyne, ze ATA je pozitivné definitni. (Dokazte to!) Vyndsobime-li tedy soustavu rovnic
Ax = b zleva matici AT, dostaneme ekvivalentni soustavu A”Ax = ATb s pozitivné
definitni matici soustavy. Tento postup se vSak pro praktické feseni soustav rovnic nehodi
(operace ATA vyzaduje velky objem vypoctl, u iteracnich metod se navic vyznamné
zhorsuje rychlost konvergence).

P1i feSeni konkrétnich praktickych tloh byva obvykle uz predem zndmo (z povahy
feseného problému a ze zpusobu jeho diskretizace), zda matice vznikajicich soustav li-
nearnich rovnic jsou (resp. nejsou) pozitivné definitni. Uvedme si vsak piesto alespon
jednu ¢asto uvadénou (nutnou a postacujici) podminku pozitivni definitnosti, zndmou
jako
Sylvesterovo kritérium. Ctvercové symetrickd matice A = {aij}gszl je pozitivné defi-

nitni, pravé kdyz jsou kladné determinanty vSech hlavnich rohovych submatic {aij}fi =1
k=1,2,...,n,tj. kdyz plati

e a ap;; Giz Qi3 air .- Qin
11 a2 ) )
app >0, a a >0, Qo1 Qoo Qo3| >0, ... : : >0. ]
21 022
asy az2 Aass an1 nn

D4 se ukdzat, ze algoritmus GEMz lze pouZit pro fesend soustav, jejichZ matice je bud’to
ryze diagondlné dominantni nebo pozitivné definitni. Uspééné pouziti algoritmu GEMz lze
zarucit také pro dalsi typy matic, které se pii feSeni praktickych 1loh casto vyskytuji (viz
napi. [17], [33]).

Vypoctova naroénost GEM. Pifmy chod GEM vyzaduje 3n® + O(n?) operaci nasobi-
cich (tj. ndsobenf nebo délenf) a $n®+O(n?) operaci stitacich (tj. séitdni nebo odeciténi).
Symbolem O(n?) jsme pfitom vyjddiili fadové méné vyznamny pocet operaci fddu n?
(tvaru aon® + ayn + ag, kde s, a1, ag jsou ¢isla nezavisld na n). Clen %nB souvisi s trans-
formaci matice soustavy. Pocet operaci souvisejicich s transformaci pravé strany je o fad
nizsl a je tedy zahrnut do ¢lenu O(n?).

Zpétny chod GEM je vypocetné podstatné méné néroény. ReSeni soustavy rovnic
s trojuhelnikovou matici vyzaduje %nz + O(n) operaci nasobicich a %nQ + O(n) operaci
sc¢itacich. Pritom O(n) reprezentuje pocet operaci tadu n (tvaru aymn + ap, kde ayq, ag
jsou éisla nezdvislda na n). ,GEM zpétny chod“, tj. vypocet x ze soustavy (2.4), proto
vyzaduje 3n? + O(n) operaci a ,LU zpétny chod®, tj. vypocet y a x ze soustav (2.9),
vyzaduje dvojndsobny pocet operaci, tj. n? + O(n).
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Pro velky pocet rovnic, tj. pro velké n, proto muzeme tvrdit, ze eliminace vyzaduje
1,2

priblizné %nB operaci a GEM resp. LU zpétny chod priblizné 5n resp. n? operaci (ndsobi-
cich a stejné tak scitacich).
Choleského rozklad. Pozitivné definitni matici A lze vyjadrit ve tvaru

A =LLT, (2.12)

kde L je dolni trojuhelnikova matice, jejiz nenulové prvky jsou postupné prok =1,2,...,n
urceny predpisem

k—1
app — Zfzj , (2.13)
j=1

k—1
1
gik:€—<az’k—z&j€kj>, 1=k+1k+2....n.
kk :
7j=1

Soustavu rovnic fesime podle (2.9) pro U = LT. Vyjadieni matice A ve tvaru (2.12)
se nazyva Choleského rozklad matice A. Choleského rozklad vyzaduje ptiblizné poloviéni
vypoctové naklady oproti obecnému LU rozkladu, tedy ptriblizné %ng operaci nasobicich
a zhruba stejny pocet operaci s¢itacich (vypocet odmocnin nemé na celkovy pocet operaci
podstatny vliv). Choleského algoritmus (2.13) lze pouzit k efektivnimu posouzeni pozitivni
definitnosti matice A: je-li A symetricka a plati-li ax, — Zf;ll Eij >0prok=1,2,...,n,
pak A je pozitivné definitni. V MATLABu Ize pro Choleského rozklad pouzit funkci chol.

2.1.2. Vybér hlavniho prvku

Zacneme piikladem.

Priklad 2.1. Mame vyftesit soustavu rovnic

10 -7 0 T 7
—3 2,099 6 zs | = 3,901
5 —1,1 48/ \u3 5,9

na hypotetickém pocitaci, ktery pracuje v dekadické soustavé s pétimistnou mantisou.
Ptesné teseni je
0

x=|-1
1

V prvnim kroku eliminujeme poddiagonalni prvky v prvnim sloupci a dostaneme

10 -7 0 T 7
0 —0001 6 zy | = (6,001
0 24 48/ \u; 2,4

Prvek v pozici (2,2) je ve srovndni s ostatnimi prvky matice maly. Pfesto pokracujme
v eliminaci. V dalsim kroku je tfeba ke tietimu radku pricist fadek druhy nésobeny 2400:

(4,8 + 6 - 2400) - 25 = 2,4 + 6,001 - 2400 .

20



Na levé strané je koeficient 4,84 6-2400 = 14404,8 zaokrouhlen na 14405. Na pravé strané
vysledek nasobeni 6,001 - 2400 = 14402,4 nelze zobrazit presné, musi byt zaokrouhlen na
14402. K tomu se pak pricte 2,4 a znovu dojde k zaokrouhleni. Posledni rovnice tak nabude
tvaru

14405 x5 = 14404 .

Zpétny chod zacne vypoctem

14404 .

Ptesny vysledek je x3 = 1. Zda se, ze chyba neni nijak vazna. Bohuzel, x5 je tfeba urcit
7 rovnice

—0,001 22 + 6 - 0,99993 = 6,001,

coz dava, po zaokrouhleni 6 - 0,99993 = 5,9996,

~0,0014
-~ —0,001

) —1,4

Nakonec vypocteme x7 z prvni rovnice

10z, — 7 (—14) =7

a dostaneme x; = —0,28. Misto presného feseni x jsme dostali ptiblizné feseni
—0,28
X = —1,4
0,99993

Kde vznikl problém? Nedoslo k zadnému hromadéni chyb zptsobenému provadénim
tisicu operaci. Matice soustavy neni blizka matici singularni. Potiz je jinde, ptisobi ji maly
pivot ve druhém kroku eliminace. Tim vznikne multiplikator —2400 a v dusledku toho
ma posledni rovnice koeficienty zhruba 1000 krat vétsi nez koeficienty ptuvodni rovnice.
Zaokrouhlovaci chyby, které jsou malé vzhledem k témto velkym koeficientum, jsou nepfi-
jatelné pro koeficienty puvodni matice a také pro samotné feseni.

Snadno se provéri, ze kdyz druhou a tieti rovnici prohodime, nevzniknou zadné velké
multiplikdtory a vysledek je zcela ptesny. Ukazuje se, ze to plati obecné: jestlize jsou
absolutni hodnoty multiplikdtoru mensi nebo nejvyse rovny 1, pak je numericky spoctené
feseni vyhovujici. ([l

Casteény vybér hlavniho prvku je modifikace GEM zajistujici, aby absolutni hodnota
multiplikatora byla mensi nebo rovna jedné. V k-tém kroku eliminace se jako pivot vybird
prvek s nejvétsi absolutni hodnotou v zatim neeliminované c¢asti k-tého sloupce matice
A®=D ti mezi prvky agj_l) pro i > k. Necht tedy r je takovy faddkovy index, pro ktery

k—1)) (k—1
) | = max |ay, T (2.14)

21



Pak prohodime k-tou a r-tou rovnici. Ze soustavy rovnic A*~Dx = b*~1 tak dostane-
me soustavu A®x = b®) pficemz A®) ziskdme prohozenim k-tého a r-tého Fadku matice
A=Y g podobné b™®) ziskdme prohozenim k-tého a r-tého prvku vektoru b1 viz Obr.
2.1. Poddiagonélni prvky v k-tém sloupci matice A®) eliminujeme stejné jako v algoritmu
GEMz. Reseni SLR s ¢ésteénym vybérem hlavnich prvkia v MATLABu dostaneme pomoci
pifkazu x=A\b. Pouzit lze také funkci linsolve.

o 0 o aiV a0 fa| Y
C D 1 NS | § 2
Lo o - (@5) a7V | e b

0 0 ... |al. gl ) Xg oY

Obr. 2.1: GEM s ¢astecnym vybérem hlavniho prvku (v krouzku)

ijlny vybér hlavniho prvku je postup, ktery muze absolutni hodnoty multiplikatoru
zmensit jesté vyraznéji. Dociluje se toho tim, ze v k-tém kroku eliminace se jako pivot
vybird prvek s nejvétsi absolutni hodnotou v dosud neeliminované ¢asti matice A=Y tj.
v fadcich ¢ > k a sloupcich j > k. Necht tedy r je fddkovy a s sloupcovy index vybrany
tak, ze

afi V] = max o). (2.15)
Pak prohodime k-tou a r-tou rovnici a k-tou a s-tou nezndmou, viz Obr. 2.2. Ze soustavy
rovnic A*F-DxE=1 = b= dostaneme soustavu A®x* = b*) pficemz A® ziskdme
prohozenim k-tého a r-tého fadku a k-tého a s-tého sloupce matice A*—1 b*) ziskdme
prohozenim k-tého a 7-tého prvku vektoru b*=1 a x®*) ziskdme prohozenim k-tého
a s-tého prvku vektoru x*—V. Piitom x(® = x je puvodni vektor nezndmych. Proha-
zovani proménnych registrujeme ve vektoru p = (p1,pa,...,pn)’. Na pocatku polozime
p; = 1 a pii kazdém prohozeni proménnych prohodime také odpovidajici prvky vektoru p.
Po ukonéeni pifmého chodu je i-té slozka vektoru x™~Y rovna p;-té slozce ptivodniho
vektoru x. Ve zpétném chodu vypocteme x(™~1 a pomoci vektoru p uréime x.

Césteény nebo uplny vybér hlavniho prvku? Vétsinou se pouzivé jen Céstecny
vybér hlavniho prvku. Praxe i teorie potvrzuje, ze i ¢astecny vybér hlavnich prvka staci
k tomu, aby zaokrouhlovaci chyby zustaly dostatecné malé a neznehodnotily vysledné
feSeni. Dalsim duvodem, pro¢ ¢astecnému vybéru hlavnich prvkua davame ptrednost, je to,
ze jeho realizace vyzaduje vyrazné mensi pocet operaci nez vybér iplny.
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: o INA 0 0
0 0 - ta i ag; 1)..:.ag;—1>;...agg—l> (D) p(h1)

S - : I ] :
0 o0 Pl ag; 1>..;ag;—1>g...ag; D) gD (k1)

Obr. 2.2: GEM s dplnym vybérem hlavniho prvku (v krouzku)

LU rozklad s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku je standardni rutina dostupné
v kazdé knihovné programu pro numerické feseni tiloh linedrni algebry (v MATLABu viz
funkce 1u). Vstupnim parametrem je matice A. Vystupni parametry jsou tii: dolni troj-
tthelnikova matice L (s jednickami na hlavni diagondle), horni trojihelnikovd matice U
a tzv. permutacni matice P, ptricemz

LU =PA . (2.16)

Pritom permutacni matice je takova matice, kterd vznikne z jednotkové matice néjakym
prohdzenim jejich tadku. Nasleduje popis algoritmu pro LU rozklad matice A s ¢astecnym
vybérem hlavnich prvku.

Algoritmus LUp (s ¢dstecnym vybérem hlavniho prvku)
1) Polozime A® = A, P =1.
2) Postupné pro k =1,2,...,n — 1 provadime

2a) Uréime index r pivotniho fadku, viz (2.14).

2b) Prohodime faddky k a 7 v matici A%*~1 a takto ziskanou matici oznacime jako
A®)_ Prohodime rovnéz fadky k a r v matici P*~1 a takto ziskanou matici
oznacime jako P*)

2¢) Upravime matici A®) tak, ze eliminujeme poddiagonalni prvky v k-tém sloupci,
tj. postupné prot =k + 1,k +2,...,n pocitdme

= azk /akk )
gc) .—az(f)—mikag;) proj=k+1,k+2,....n
a® .
zk = ik -

Do anulovanych pozic (i, k) matice A® tedy ukladdme multiplikdtory myy,.
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3) Dolni trojihelnikovou matici L sestrojime tak, ze do hlavni diagonély dame jednicky
a poddiagonalni prvky pfevezmeme z vysledné matice A1), Horni trojihelnikovou
matici U dostaneme z diagonalnich a naddiagonélnich prvki vysledné matice A™=1).
Permuta¢ni matice P je rovna vysledné permutacni matici P,

Duiikaz. k-ty krok LU rozkladu, ve kterém se nuluji poddiagonélni prvky v k-tém sloupci,
Ize vyjadiit zapisem A® = M, P,A*1 k=12 ..., n—1. Proto

(Mnflpnfl)(Mn,QPn,Q) “e (Mng)(MzPQ)(Mlpl)A - U
je horni trojuhelnikova matice. Protoze P,;l = Py, 1\/[,;1 = L, dostaneme

P, 1P, 5...PsPyPA =

(Pr1(Ppaof... (Ps(Po(PP1Ly)P5Ls)P3Ls) ... )P, oL, 2)P, 1L, 1)U.
Oznacime-li

P=P, P, ... P3P;Py,

L=(P,1(P,o...(Ps(P(PP1L;)PyLy)P3L3)... P, 5L, 2)P, 1L, 1),

pak PA = LU. O

Po ziskani matic L, U a P vyfesime uz soustavu rovnic Ax = b snadno. Ziejmé
PAx =Pb — LUx =Pb.

Proto nejdiive uréime vektor z = Pb, tj. prvky vektoru b pravé strany prohazime stejneé,
jako jsme prohazovali fadky matic A*~1 a P*=1 v algoritmu LUp. Oznaéime-li Ux =y,
vidime, ze y je TeSeni soustavy Ly = z. Vyfesenim této soustavy dostaneme y. Zbyva
jeste vytesit soustavu Ux = y a TeSeni x je nalezeno. Shrneme-li to, poc¢itame postupné
Z,y a X 7 rovnic

z =Pb, Ly =1z, Ux=y. (2.17)

Uchovdvat historii prohazovéni fadki v matici P je zfejmé plytvdni pamétovym
mistem, vzdyt z celkového poétu n? prvkiu matice P je jich pouze n nenulovych. Proto
misto s matici P staci pracovat jen s vektorem radkovich permutaci p.

Na zacétku polozime p(® = (1,2,...,n)" a ve zbytku algoritmu pak prohazujeme
prvky vektoru p*~1. Matice P byla zapotiebi jen pro sestaveni vektoru z. To ale dokdzeme
s pomoci vektoru p také: do i-té slozky vektoru z vlozime p;-tou slozku vektoru b, po-
stupné proi=1,2,...,n.

Piiklad 2.2. Provedeme LU rozklad matice

04 —0,95 —04 —7,34
05 -03 215 —245
9 4 1 -3
~1 55 25 35

A =
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V prvnim sloupci najdeme jako pivota ¢islo —2 ve tfetim fadku. Proto prohodime prvni
a treti radek. Pak eliminujeme poddiagondalni prvky v prvnim sloupci a na jejich mista
zapiseme pouzité multiplikatory. Prohozeni tadku vyznacime také v permutaénim vektoru.
Tak dostaneme

) 4 1 -3 3
025 07 24 —32 9

1) — ) ) ’ ’ 1 —
A 02 —1,75 —0.6 —6,74 | p 1
05 35 9 5 4

Prvni fadek se uz ménit nebude. Ve druhém kroku najdeme pivota ve druhém sloupci. Je
to éfslo 3,5 ve étvrtém fadku. Proto prohodime druhy a étvrty fadek jak v matici A®) tak
ve vektoru p(V). Pak eliminujeme prvky v pozicich (3,2) a (4,2) a na jejich mista zapiseme
pouzité multiplikatory. Vysledkem je

_2 4 1 -3 3
05 35 2 5 4

2 _ : , @ _
A 02 —05 04 —424 |’ p 1
025 02 2 —42 2

Prvni dva tadky uz zustanou bez zmény. Pivot ve tfetim sloupci je ¢islo 2 ve ¢tvrtém rfadku.
Prohodime tedy tieti a ¢tvrty fadek v matici A i ve vektoru p®. Pak eliminujeme prvek
v pozici (4,3) a na jeho misto vlozime pouzity multiplikdtor. Tak dostaneme

-2 4 1 -3 3
0,5 3.9 2 5 4
3) _ ) ) 3) _
AT=1l025 02 2 —42| P= 19
0,2 -0,5 02 —-34 1
Dostali jsme tedy

1 0O 00 -2 4 1 -3
0,5 1 00 B 0 35 2 5
L= —0,25 0,2 1 01’ U= 0 0 2 —4.2
0,2 -0,5 02 1 0O 00 —-34

Permutacni vektor p = p®. Pokud bychom chtéli vytvofit permutaéni matici P, staci
vzit jednotkovou matici a preuspotfadat ji tak, ze puvodné p;-ty fadek se stane fadkem
i-tym. Kdyz to provedeme, dostaneme pro permutacni vektor

3 0 0 0

1
4 BV B 01
p= 9 permutacni matici P = 0 0
1 0 0

—_ o O

0
1
0

Snadno se ovéri, ze LU = PA.

—13,14 9
2,15 | 215

b= o | Pk z=1 o5
27,5 13,14
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a déle Tfesenim soustav Ly = z a pak Ux =y dostaneme

Ne}

| 23
y - _072 )
—34

— N W

Vypocet determinantu. Je zndmo, ze determinant det(A) matice A
a) se nezmeéni, kdyz k rddku matice A pficteme ndsobek jiného Fadku matice A;
b) zméni znaménko, kdyz prohodime dva jeho (ruzné) fadky nebo sloupce.

Provadime-li tedy GEM podle algoritmu GEMz, tj. bez vybéru hlavnich prvku, pak
det(A) = det(U) = uyjugs - - - Uy, dostaneme jako souc¢in diagondlnich prvku matice U.
Pokud provadime ¢astecny nebo tplny vybér hlavnich prvka, pak staci, kdyz si pozna-
mendme, tieba do proménné ¢, celkovy pocet prohozeni fadku (pro ¢asteény vybér) nebo
radku i sloupcu (pro uplny vybér). Je-li ¢ sudé, pak det(A) = det(U), a je-li ¢ liché, je
det(A) = —det(U). Plati tedy

det(A) = (_1)q U11U22 * * * Upnp - (218)

V MATLABu lze pro vypocet determinantu pouzit funkci det.
Reseni soustavy rovnic s vice pravymi stranami nepiedstavuje zadny problém,
misto s jednou pravou stranou pracujeme soucasné s m pravymi stranami. Vzorce (2.9)
a (2.17) zustavaji v platnosti, jediny rozdil je v tom, ze ted b = (by, by, ..., b,,) je matice
pravych stran, takze také y, x a pripadné z jsou matice téhoz typu jako b. Zejména tedy
i-ty sloupec matice x = (X1, Xs,...,X,,) je Teseni prislusné i-té pravé strané. Pripad
uplného vybéru hlavnich prvku zde rozebirat nebudeme.

Pokud jde o pocet operaci, tak pro kazdou pravou stranu je tfeba zapocitat ptiblizné
n? operaci nasobicich a stejny pocet operaci scitacich, takze celkem jde o mn? + O(n)
operaci. Je-li po¢et m pravych stran maly ve srovnani s po¢tem n rovnic, jsou ndklady na
provedeni LU rozkladu vyrazné prevazujici.

Vypocet matice inverzni lze provést tak, ze reSime soustavu rovnic Ax = b s n pravymi
stranami pro b = I, kde I je jednotkové matice. KdyZ tlohu fesfime bud'to bez vybéru
hlavnich prvki nebo s ¢dsteénym vybérem hlavnich prvki, pak dostaneme x = A~!, tj.
matici inverzni. Vzhledem ke specidlni pravé strané b =1 lze jak primy tak zpétny chod
GEM provést pomoci 2n? + O(n?) operaci, takze celkem potiebujeme n® +O(n?) operaci.

Ridka matice soustavy. Rekneme, ze matice je 7idkd, kdyz pocet jejich nenulovych
prvku je vyrazné mensi nez pocet vSech jejich prvki. Takové matice vznikaji pti feSeni
fady vyznamnych aplikaci. Casty je pifpad, kdy pocet nenulovych koeficienti v rovnici
neprevysi malé ¢islo m, které vibec nezavisi na poc¢tu n rovnic, takze s rustem n dostavame
stale Fidsf matice soustav. Ridké matice jsou v paméti pocitace i¢elné reprezentovany jen
pomoci svych nenulovych koeficientu. Pro reseni soustav s fidkymi maticemi existuji velice
efektivni algoritmy. Jednim z hlavnich cilu, které tyto algoritmy sleduji, je provadéni elimi-
nacnich kroku v takovém potadi, aby vznikalo co nejméné novych nenulovych koeficientu.
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Pasova matice soustavy. Specidlnim piipadem tidké matice je pasovd matice, ktera ma
nenulové koeficienty jen v pdsu okolo hlavni diagondly. Presnéji, matice A = {a;;}
pro kterou existuji cela nezaporna cisla p, q takova, ze

n
i.j=1’

a;; =0 kdyz i>j+p nebo j>i+gq,

se nazyva pasova matice s pasem o §itce w = p+¢g+1 (mé p poddiagonél a ¢ naddiagondl).
Cislo s = max(p, q) se nazyva poloviéni sitka pdsu. Pro matici s poloviéni sitkou pasu s
tedy ziejmeé plati

a; =0 pro |i — j| > s.

Pfi eliminaci pasovych matic mohou nenulové koeficienty vznikat jen uvniti pasu. Toho lze
vyuzit a docilit znatelnou usporu jak v reprezentaci matice soustavy v paméti pocitace, tak
v poctu potiebnych operaci. Pro matici s poloviéni §itkou pasu s = p = ¢ = O(1) potiebuje
LU rozklad bez vybéru hlavnich prvki ns®+0O(1) operaci a zpétny chod ns+O(1) operaci.
Symbol O(1) pfitom reprezentuje ¢islo nezavislé na n.

Soustava rovnic s tridiagonalni matici. V ptipadé s = 1 hovoiime o tridiagondlni
matici. Algoritmus GEM pro feSeni soustavy rovnic s tiidiagondlni matici je velmi jedno-
duchy. Bez vybéru hlavnich prvku pro soustavu

a; C 0 0 e 0 0 0 T d1
bl a2 Co 0 0 0 0 i) d2
0 bg as C3 0 0 0 T3 dg
0 0 0 0 bn—2 ap—-1 Cp-1 Tp—1 dn—l
00 0 0 0 by ay Tn dy,

v piimém chodu pocéitame

b; :=b;/a;, a1 = Qjp1 — bicy, dis1:=di1—bid;, i=1,2,....,n—1,
a ve zpétném chodu urcéime

Ty = dy/an a déle ;= (d; — cxip1)/a;, i=n—1n—-2,...,1
Transformovana matice soustavy obsahuje koeficienty LU rozkladu puvodni matice.

2.1.3. Vliv zaokrouhlovacich chyb

Pii feseni SLR témétr vzdy pusobi zaokrouhlovaci chyby. Jejich vliv prozkoumame
v nasledujicim ptikladu.
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Priklad 2.3. Predpokladejme, ze na hypotetickém pocitaci s tiimistnou mantisou mame
vytesit soustavu

3,96 1,01\ (1) (5,03
1 025) \ay) \125/)°
Piiblizné feseni budeme znacit X = (7, 32)7. Protoze 3,96 > 1, nemusime rovnice pro-

hazovat a multiplikdtor mo; = 1/3,96 = 0,253. Od druhé rovnice odecitdme mq;-ndsobek
prvni rovnice, tj.

(0,25 —0,253-1,01) - x5 = 1,25 — 0,253 - 5,03..

Pti zaokrouhlovani na 3 platné cifry dostaneme 1,010,253 = 0,256 a 5,03 - 0,253 = 1,27,
takze

_ —0,02
~ —0,006

i = 3,33,

Z prvni rovnice pak vypocteme #; = (5,03 — 1,01 - 3,33)/3,96 = 0,422 . Dostali jsme tedy
priblizné feseni

L (0422
S\ 333 )
Spocteme-li (pfesné) reziduum r = b — Ax, obdrzime

(503 —13,96-0,422 —1,01-3,33\ _ [ —0,00442
“\ 125-1-0422-025-333 )~ \—0,00450 ) -

To by nas mohlo svadét k domnénce, ze ziskané feseni x je prakticky presné. Tak tomu
ale neni, presné feseni je

(025
X = 1 ,

takze 1 a 9 nemaji ani jednu cifru platnou! Pro zajimavost uvadime, ze pro p = 4,6, ...
cifer mantisy dostaneme pfesné feSeni a pro p = 5,7,... TeSeni, jehoz slozky maji p — 3
platnych cifer. ([l

Prestoze ptiklad 2.3 je znacné umély, je jednoduchou ilustraci obecné platného tvrzeni:
Gaussova eliminace s ¢dstecnym vybérem hlavnich prvkiu zarucuje vznik malych rezidud.

K tomuto tvrzeni je tfeba pripojit nékolik vysvétlujicich poznamek. Slovem | zarucuje
se mini, ze lze dokézat presnou vétu, kterd (za splnéni jistych technickych predpokladu
tykajicich se vypoctu v pohyblivé tadové ¢arce) uvadi nerovnosti omezujici velikost jed-
notlivych slozek rezidua. Dale slovem ,malych® minime , v fadu zaokrouhlovacich chyb
relativné vzhledem ke ttem velicinam“: k velikosti prvka puvodni matice koeficientu A,
k velikosti prvki matic A®) vznikajicich v pritbéhu eliminace a k velikosti prvkii feseni x.
Konecné je tieba dodat, ze i kdyz je reziduum malé, tvrzeni netika nic o velikosti chyby
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x — x. K posouzeni vztahu mezi velikosti rezidua a velikosti chyby se pouziva velic¢ina
znama jako ¢islo podminénosti matice.

2.1.4. Podminénost

Abychom mohli ur¢it podminénost ulohy ,najit feseni x SLR Ax = b*“, potiebujeme
posoudit, jak moc se zméni feSeni x, kdyz trochu zménime data, tj. matici soustavy A
a vektor pravé strany b. Zatimco k méreni velikosti ¢isel pouzivame absolutni hodnotu,
podobny nastroj pro méreni velikosti vektoru a matic si teprve musime zavést.

Norma vektoru je nezaporné cislo, které reprezentuje jeho velikost. Tiida vektorovych
norem, znama jako [, zavisi na parametru 1 < p < oo:

n 1/p
x|, = (Z |$i|p> :
i=1

Nejcastéji se pouziva p = 1, p = 2 nebo limitni ptipad pro p — oc:

n

n 1/2
Il =D ol llxlle = (Z x?) v Ixlleo = maxa]
i=1

=1

li-norma je zndma také jako Manhattan norma, nebot odpovidd vzdéalenosti mezi dvéma,
misty v pravouhlé miizi méstskych ulic. ls-norma je bézna Euclidova vzdélenost neboli
délka vektoru. l-norma je zndma také jako Cebysevova norma. V MATLABu lze vekto-
rové normy || - ||, ur¢it pomoci funkce norm.

Konkrétni hodnota p je ¢asto nepodstatnd, normu pak jednoduse znaéime ||x||. Vek-
torova norma splnuje nasledujici zakladni vlastnosti, typické pro pojem vzdélenosti:

1. [[x]| >0, kdyzx#o a Jo| =0,

2. |lex|| = || - [|x]| pro kazdé cislo ¢,

3. Ix+ ¥yl <|Ix||+ |lyl| (trojuhelnikova nerovnost).
Symbolem o jsme ptitom oznacili nulovy vektor, tj. vektor, jehoz vSechny slozky jsou rovny
nule.

Norma matice je nezaporné cislo, které reprezentuje velikost matice. Normu matice A
znacime ||A||. Norma definovand pfedpisem

A
IA] = max XL ax (2.19)
xzo ||| [x[=1

se nazyva prirozend maticova norma pridruZend k vektorové normeé, pomoci niz je defi-
novana. Pfirozend maticova norma pfidruzend k vektorové ¢,-normé

A
[Ax], = max [|[Ax],.
[y ixl=1

All. =
1A, = max
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Neni tézké oveérit, ze

n
|A]l; = max Z ;| (maximum sloupcovych souctu) ,
1<j<n P
n
|Alls = max Z ;| (maximum Fadkovych souctu) .
1<i<n 4 7
j:

Ptirozend maticova norma pfidruzena k vektorové fo-normé je znama jako spektralni
norma. Ptitom

HA”2 = amax(A) = )\maz(ATA),

kde 0,4z(A) je nejvétsi singuldrn{ ¢islo matice A, viz (3.12), a Az (ATA) je nejvets
vlastn{ &fslo matice ATA, viz (3.13). Pro symetrickou matici

[All2 = o(A) := max [Ai(A)],

1<i<n

kde M\;(A), i = 1,2,...,n, jsou vlastn{ ¢isla matice A, viz kapitola 7.1.5. Cislo o(A) je
znamo jako spektralni polomér matice A. Pro pozitivné definitni matici

[All2 = Amas (A).
Jestlize vektorova norma || - ||y a maticova norma || - || 5 spliuji vztah

Ay < [|Afar - lIx]lv, (2.20)
iikdme, ze maticovd norma || - ||as je s vektorovou normou || - ||y souhlasnd. Snadno

nahlédneme, ze pfirozena maticova norma je s pridruzenou maticovou normou souhlasna.
Existuji i jiné nez prirozené maticové normy. Jednou z nich je Frobeniova norma

" 1/2
1AllF = < > a%) , (2.21)

ij=1
o které lze dokéazat, ze je to norma souhlasna s [,-normou, tj. ze plati
[AX]|y < [[A[[F - [Ix]|2-

V MATLABu lze maticové normy || - ||, || - ll2,]| - |l @ || || 7 uréit pomoci funkce norm.
Maticové normy, které jsme si doposud definovali, maji nasledujici vyznaéné vlastnosti:

1. [JA| >0, kdyz A#0 a |O| =0,

2. ||[cAl| = |e| - ||[A]] pro kazdé ¢islo ¢,

3. |A+B| <JJA||+ |B| (trojihelnikova nerovnost),

4. |[AB|| < ||A|| - ||B]] pro ¢tvercové matice A, B (submultiplikativnost).
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Symbolem O jsme si pfitom oznacili nulovou matici, tj. matici, jejiz vSechny prvky
jsou rovny nule. Pfipomenme, Ze obecnd norma matice je definovana jako realnéd funkce
spliujici jen prvni tfi z vySe uvedenych podminek.

Cislo podminénosti. Pro posouzeni podminénosti ulohy ,najit feSeni x soustavy linear-
nich rovnic Ax = b* hraje klicovou roli tzv. ¢islo podminénosti k(A) matice A,

r(A) = [A] AT (2.22)

Konkrétni hodnota ¢isla podminénosti zavisi na pouzité vektorové normé. Pro maticovou
p-normu budeme znacit k,(A) = ||All, - |A7!|,, podobné krp(A) = [|Alr - [|[A™Y|F.

Vsimnéme si nékterych vlastnosti ¢isla podminénosti.

. kp(A) > 1.

—_

2. Pro jednotkovou matici ,(I) = 1.

3. Je-li A singuldrni, pak x,(A) = oco.

4. Kdyz matici A vynasobime ¢islem ¢ # 0, pak x,(cA) = k,(A).

5. Pro diagonalni matici D = diag{d,ds,...,d,} je k,(D) = max |d;| /miin |d;].

Poznamenejme, ze vlastnosti 1-4 plati pro kazdou pfirozenou maticovou normu. 7 vlast-
nosti 4 a 5 plyne, ze k,(A) je lepsim meéfitkem blizkosti matice A k matici singularni
nez jeji determinant det(A). Jako extrémni piiklad uvazujme diagonélni matici fadu 100,
kterd ma na diagondle ¢isla 0,1. Pak det(A) = 1071 coz lze povazovat za velmi malé
¢islo, avsak k,(A) = 1. Soustava rovnic s takovou matici se chové spiSe jako soustava
s jednotkovou matici nez jako soustava s matici témeét singularni. V MATLABu lze cisla
podminénosti matice £1(A), ka(A), Keo(A) a krp(A) urcit pomoci funkce cond.

K analyze podminénosti SLR budeme potiebovat nasledujici

1

Lemma 2.1. Necht | X]| < 1. Pak [|[(I—-X)7}| < 1T X[

Diikaz. Pro matici X = {zx}},_; na zakladé ekvivalence norem || - || & maxi<g o<, |Tre|
plati |zg| < ¢|X]], 1 < k,£ < n, kde ¢ je konstanta. Tedy [(X*),,| < ¢[|X*] < || X],
coz znamend, ze kazdd slozka fady Y .- X' je majorizovdna konvergentni geometrickou
fadou ¢ oo, [|X||. Proto S,, = >_1" , X* konverguje k matici S = > ;° X*. Déle
I-X)IT+X+X?4 -+ X")=1-X"" > 1,
nebot || X" < || X||*™! — 0. Tedy
I-X)8S=1 = 8= X' =(1I-X)".

i=1
Konecné

@ =x)"" =

> x
1=1

SilHXZH SiHXHizl%HXH' O
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Analyza podminénosti. Nech{ A = A+AA j je pozménénd matice soustavy a b=b+b
je pozménénd pravé strana. Reseni X soustavy Ax = b vyjadieme ve tvaru X = x + Ax.
Z rovnic Ax = b, (A+AA)(x+ Ax) = b+ Ab dostaneme (AA)x+ (A+AA)Ax = Ab.
Odtud
Ax =(A + AA) " (=(AA)x + Ab) = [A0+ AT'AA)] ' (=(AA)x + Ab) =
I+ A TAA) TAH(—(AA)x + Ab).
Predpoklddejme, ze porucha AA je tak mald, ze ||A7TAA| < [[A7Y| - ||JAA| < 1. Uzitim

lemmatu 2.1 pak postupné dostaneme

[[Ax]| [[Ab]l
T <[I@T+ATAA) T AT {AA]+ 5= ) S

A~ ( [[Ab]l
- IAA]+ =
L—[|A=H[ - [AA] ]l
A~ 1A IAA[ _[|Ab]
HAATC AL A [
— A= - Al
Al

Celkem tedy

1ax| K(A) [AA]  [[Ab]
=]~ [AA[\ [A] bl /-
1 — k(A)I220
Al

Cislo podminénosti x(A) > 1 tedy piisobi jako zesilovaé relativnich chyb ||AA||/||A]|
a [[Ab]|/||b||. Z (2.23) pro AA = O dostaneme

[Ax] 1A e
m S ST = MR

(2.23)

(2.24)

kde r = b — A(X) je reziduum (Ab = Ax — b = —r, takze |Ab|| = ||r]|). Nerovnost
(2.24) potvrzuje zkusenost, kterou jsme udélali v prikladu 2.3, totiz ze malé reziduum
nezarucuje malou relativni chybu. Na pravé strané nerovnosti (2.24) je totiz norma rezidua
||r|| ndsobena ¢islem podminénosti x(A) matice A, takze i kdyz je reziduum malé, muze
byt presto relativni chyba feseni velkd, kdyz x(A) je velké.

Priiklad 2.4. Soustava rovnic Ax = b, kde

1 10 11 S s
A= (10 101) , b = (111) , ma fesSeni X = (1) .

Pouzijeme [, -normu a spocteme ||bl|oc = 111, ||x|lcc = 1. KdyZz pravou stranu zménime

na
~ 11,11 ., - (1321
b= (110,89) , dostaneme TeSeni X = (_0’21) .
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Oznacéime-li Ab = b — b, Ax = X — x, pak ||Ab||o = 0,11 a ||Ax||, = 12,21. Vidime, ze
pomérné mald zména pravé strany zcela zménila TeSeni. Relativni zmény jsou

N -
bl Tl

— 12,21,
Podle (2.24) odhadneme

12,21
Kool A) > ’ = 12321.

= 9,900 - 104

Ve skutecnosti je b a Ab zvoleno tak, Ze ko (A) = 12321. To se snadno ovéif, nebot

Al = (_1% _1(1)) takie A" o = 111 = Al a #oo(A) = 1112 = 12321.

Ukazme si jesté, ze vztah (2.24) plati jako rovnost:

|Axle _ 1221 5001 ( )||Ab||oo
%[l 1 11 7 bl

= 111 |t O

K uréeni k(A) potrebujeme znat ||A~Y|. AvSak vipocet A~! vyzaduje priblizneé ttikrat
tolik prace jako celé feseni soustavy rovnic. Nastésti presnou hodnotu x(A) obvykle ne-
potiebujeme, vystacime s dostatecné dobrym odhadem x(A). Spolehlivé a pomérné velmi
rychlé odhady ¢isla podminénosti matic patii v soucasné dobé ke standardnimu vybaveni
programu pro teseni SLR. Jestlize program zjisti, ze ¢islo podminénosti je prilis velké,
vyda varovani nebo dokonce vypocet ptrerusi. V. MATLABu lze k rychlému posouzeni
podminénosti matice pouzit funkci rcond.

Shrnuti. Soustava linedrnich rovnic je dobre (Spatné) podminénd, pravé kdyz je mati-
ce soustavy dobfe (Spatné) podminénd. Podminénost matice soustavy A méifme pomoci
¢isla podminénosti k(A). Je-li ¢islo x(A) malé (velké), je matice A je dobfe (Spatné)
podminéna. Spatné podminénou soustavu rovnic lze obvykle jen velmi obtizné fesit. Po-
moci muze vypocet s vicemistnou mantisou (je vhodné pouzit dvojndsobnou nebo jesté
vetsi presnost). Existuji vsak vyjimky: je-li napiiklad A diagondlni matice, ve které
a; = 10°, pak je k(A) = 10", coz je pro velké n velké ¢islo, a presto feseni z; = 1077,
ziskame bez problému pro libovolné velky pocet rovnic.

Predpokladejme, ze matice soustavy je dobfe podminéna. Pak je GEM s céstec-
nym (nebo tplnym) vybérem hlavniho prvku stabilni algoritmus: protoze velikost mul-
tiplikatoru nepresahuje jednicku, vznikajici zaokrouhlovaci chyby se dalsim vypoctem ,ne-
zesiluji“. Kdyz naopak vybér hlavnich prvki neprovadime, muzeme dostat multiplikatory,
jejichz absolutni hodnota je vétsi nez jedna, coz mé za nasledek zvétsovani diive vzniklych
zaokrouhlovacich chyb. GEM bez vybéru hlavnich prvku je tedy obecné nestabilni algo-
ritmus. Vyjimku z tohoto pravidla predstavuje feSeni soustav se specialni matici soustavy,
napi. kdyz je matice soustavy ostie diagonalné dominantni nebo pozitivné definitni, pak
je 1 GEM bez vybéru hlavnich prvku stabilni algoritmus.
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2.2. Iteracéni metody

Mnoho praktickych problému vyzaduje feseni rozsahlych SLR, jejichz matice soustav
jsou tidké, tj. maji relativné malo nenulovych prvki. Standardni eliminac¢ni metody studo-
vané v predchoz{ kapitole 2.1 nejsou pro feseni takovych soustav vhodné, nebot v pribéhu
eliminace dochazi postupné k zaplnovani puvodné nenulovych pozic v matici soustavy, coz
vede k velkym narokum na pocet aritmetickych operaci a klade také vysoké naroky na
pamét pocitace.

To je duvod, proc¢ se pro feseni takovych soustav pouzivaji iteracni metody. Zvoli se
pocatecni vektor x( a generuje se posloupnost vektori xg — Xx; — X . . ., kterd konverguje
k hledanému fteseni x*. Spolecnym rysem béznych iteracnich metod je fakt, ze kazdy
jednotlivy iteracni krok x; — x5.1 vyzaduje objem vypoctu srovnatelny s nasobenim
matice A vektorem, coz je pro fidké matice objem nevelky (pokud je v kazdém tadku
matice A fadu n nejvyse m nenulovych prvku, jde o mm operaci ndsobeni a s¢itani).
Ptijatelny objem vypoctu lze proto dosdhnout i pro pomérné velky pocet iteraci.

Na obhajobu primych metod je vsak tieba dodat, ze pro soustavy s fidkymi maticemi
existuji velmi efektivni algoritmy eliminac¢niho typu. Presto, pro extrémné rozsahlé sou-
stavy rovnic se specidlni strukturou matice soustavy jsou vhodné zvolené iteracni metody
efektivnéjsi a jsou casto jedinou prakticky realizovatelnou metodou feseni.

2.2.1. Klasické iteracni metody.

vychazeji z rozkladu matice soustavy A = M —IN | kde M je regularni matice. Posloupnost
X je pak definovana predpisem

MXkJrl = NXk + b, (225)

pricemz pocatecni aproximace X je dana. Matici M, definujici konkrétni metodu, volime
tak, aby feseni SLR (2.25) ,nebylo piilis ndkladné“ a pritom aby konvergence xj — x*
byla ,rychla®.

Konvergence. Metodu (2.25) lze ekvivalentné zapsat ve tvaru
Xg+1 = TXk +c, (226)

kde T = M™'N, ¢ = M~!'b. Metoda (2.26) je zndma jako metoda prosté iterace. Je-li
x* = A~!'b pfesné feseni, pak e, = x;, — x* je chyba v k-tém kroku metody. Konvergence
xr — X* metody (2.26) nastane, pravée kdyz e, — o. Odecteme-li od rovnice (2.26) rovnici
x* = Tx* + ¢, dostaneme

ek+1 = Tek = T2ek_1 e Tk+1e(). (227)
Proto
e, >0 <= T"—O0. (2.28)

Matice A s vlastnosti A¥ — O pro &k — oo se nazyva konvergentni matice, anglicky
convergent matriz. Nutnou a postacujici podminku pro to, aby matice A byla konver-
gentni, odvodime pomoci Jordanova rozkladu matice A.
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Jordantv rozklad. Ke kazdé ¢tvercové matici A existuje regularni matice X takova, ze

X TAX =17,
kde
Ji
J= . ,
Ju
je blokové diagonalni matice, znama jako Jordanuv kanonicky tvar matice A, a
Ao 1
J; = A L i=1,2,.. 1,
S
Ai

jsou Jordanovy bloky. Mimo hlavni diagonédlu a prvni naddiagonalu jsou prvky matic J;
nulové. Dukaz existence Jordanova rozkladu viz [53].

Protoze horni trojihelnikova matice A je s matici T podobna, diagonalni prvky \;
Jordanovych bloku J; jsou vlastni ¢isla matice A, viz kapitola 7.1.5.

Véta (o konvergentni matici). Matice A je konvergentni, pravé kdyz spektrélni polomér
o(A) matice A je mensi nez 1, tj.

A¥ 50 pro k=00 = pA)<l1. (2.29)

Diikaz. Snadno ovérime, ze

J?
J5
AP =XJX' =X X
It
takze A* — O, pravé kdyz J¥ — O, i =1,2,...,t. Matici J; lze zapsat ve tvaru
Ji =X L+ N,
kde I; je jednotkova matice radu n; a
0 1
N; = 0
1
0

Neni tézké ovérit, ze pro 1 < k < n; je N¥ horni trojihelnikovd s jednickami v k-té
naddiagonale a 7e pro k > n; je matice N¥ = O nulova. Proto

n;—1

k o
I = (WL +N)F =M1, 4+ ) ( ,)Af] N?  pro k> n;.
=1
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(a) Jestlize J¥ — O, pak nutné |\;| < 1.
(b) Necht |\;] < 1. Protoze rada
> (k o . AV
Z AT konverguje, (. J|A 7] = 0 pro k — oo.
1 \J J
Odtud J¥ — O pro k — <. O

Dokazali jsme tedy nutnou a postacujici podminku konvergence:

metoda prosté iterace (2.26) konverguje, prdvé kdyz o(T) < 1. (2.30)
Je-li x vlastni vektor matice A a A je odpovidajici vlastni éislo, tj. kdyz Ax = Ax, pak

IAlllxl = [[Ax]| < [[A[[ - [[x]|,  odtud o(A) < [|A]]. (2.31)
Muzeme tedy vyslovit postacujici podminku konvergence:

jestlize |'T|| < 1, pak metoda prosté iterace (2.26) konverguje. (2.32)

Pro dale uvedené konkrétni iteracni metody vyslovime postacujici podminky konvergence
v jiné, snadnéji ovéritelné forme.

Kritéria pro ukonéeni iteraci. Jde o to, jak rozhodnout, zda x;.; je uz dostatecnée
dobré aproximace fesenf x. ReSen{ x nezname, takze se bez néj musime obejit. Nabizi se
zkoumat velikost zmény X1 — X, nebo velikost rezidua ryy; = b — Ax;.;. Postupuje
se tak, ze uzivatel zada malé kladné cislo € jako pozadovanou presnost a v kazdém kroku
metody se testuje, zda je splnéna nékterd z nasledujicich podminek

I
2 ekl < e(JAIL - el + Ib])
3. el < el

Je-li podminka na ukonceni iteraci splnéna, vypocet prerusime a X, povazujeme za
pribliznou hodnotu feseni x.

Jacobiova metoda. Predpokladejme, ze A = L + D + U, kde D je diagondlni matice,
ktera ma stejnou diagonalu jako A, a kde L resp. U je ryze dolni resp. horni trojihelnikova
cast A, tj.

ary 0 . 0
D— 0 929 0 ’
0 0 Ann
0 s 0 0 a12 Q1n
I — asy O 0 ’ U= .
0 0 An—1,n
An1 QApn—1 0 0 0
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Nejjednodussi rozklad A dostaneme pro M =D a N = —(L + U). Metoda (2.32) je pak
tvaru

Dx;;1 =b — (L + U)x, (2.33)

a je znama jako Jacobiova metoda. Soustava (2.33) s diagondlni matici se fesi snadno.
(k)

Zapiseme-li (2.33) po slozkach (slozky vektoru x; jsou znaceny z;"’, podobné pro xxi1),

dostaneme
(1) _ L - 2 _
x, —a—ii<bz~— Z ij T ), 1=1,2,...,n.
j=1
Jj#i
Analyzou vlastnosti itera¢n{ matice T = —D~!(L + U) lze dokdzat, ze

Jacobiova metoda konverguje, kdyz A je ryze diagondlné dominantny.

Gaussova-Seidelova metoda. Vsimnéte si, ze Jacobiova metoda pouziva x; k vypoctu
vsech slozek xj.1. Protoze (alespon na sériovych pocitacich) prvky vektoru x;, 1 pocitame
postupné jeden za druhym, vznikl pfirozeny napad vyuzit ihned ty slozky xj1, které jsou
uz k dispozici. Tak dostavame Gaussovu-Seidelovu metodu:

i—1 n
k1) 1 (k+1) (k) .
X, —a_ZZ(bz_Zaz]xj _Zaijxj )7 2—1727"'777"

j=1 j=i+1
Vyjadiime-li tuto metodu v maticovém tvaru, mame
(D + L)Xk-i-l =b— UXk . (234)

Je dokéazano, ze

Gaussova-Seidelova metoda konverguje, kdyz A je ryze diagondlné dominantni nebo pozi-
tivné definitni.

Poznamky. Nasleduje nékolik poznatki o vzajemném vztahu Jacobiovy a Gaussovy-
Seidelovy metody.

1. Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody je pro mnohé matice A rychlejsi nez kon-
vergence Jacobiovy metody. Tak je tomu tieba v pripadé, kdyz A je ryze diagonalné
dominantni.

2. Existuji matice, pro které Gaussova-Seidelova metoda konverguje a Jacobiova me-
toda nekonverguje a naopak, pro které konverguje Jacobiova metoda a Gaussova-
Seidelova metoda nekonverguje.

3. Jacobiova metoda umoznuje paralelni vypocet (vsechny slozky :L‘Ek—’—l) mohou byt
pocitdny soucasné, kazdd na jiném procesoru), zatimco Gaussova-Seidelova metoda
je ze své podstaty sekvencni (xl(-kﬂ)
slozky :c§-k+1) pro j < i). Pro specidlni typy matic A jsou vSak vypracovany postupy

umozinujici paralelizovat i Gaussovu-Seidelovu metodu.

lze vypocitat az po té, co byly spocteny vsechny

37



Relaxaéni metody. Bezprostiedné poté, co jsme zakladni metodou (Jacobiovou nebo

(k+1)

Gaussovou-Seidelovou) spocetli i-tou slozku z;" "/, provedeme jeji modifikaci

(k) (k+1)

xEkH) = (1 + wax;

— w)a!
kde w > 0 je tzv. relazacni parametr. Volime ho tak, abychom vylepsili konvergenci
zakladni metody. Pro w = 1 dostavame puvodni metodu. Zvolime-li w < 1, hovorime
o dolni relazaci, v ptipadé w > 1 jde o horni relazaci. Efektivni volba relaxa¢niho para-
metru w zavisi na zvolené zédkladni metodé a na matici soustavy A.

Praktické zkusenosti potvrzuji, ze dolni relaxace muze zajistit konvergenci v pripadeé,
kdyz zdkladni metoda nekonverguje. Vhodnou volbou relaxa¢niho parametru 1ze rychlost
konvergence puvodni metody podstatné zrychlit. Pro zvolenou metodu a specidlni tvar
matice A jsou zndmy vzorce pro optimalni hodnotu w,y, relaxac¢niho parametru. Tyto
vzorce viak maji vyznam spiSe teoreticky, nebot vypocet podle nich je piilis ndrocny.
Proto se pracuje s proménnym relaxa¢nim faktorem, v k-té iteraci s wy, a jeho hodnota
se v kazdé iteraci zpiesnuje tak, aby se postupné blizila k optimalnimu w,y;. Konkrétni
metody lze najit ve specializované literatufte.

Relaxace Jacobiho metody. Da se ukazat, ze kdyz konverguje Jacobiho metoda, tak
konverguje také relaxovana Jacobiho metoda pro 0 < w < 1.

Relaxace Gaussovy-Seidelovy metody je v literatuie znama jako SOR metoda (podle
anglického ,Successive Over Relaxation®). O konvergenci SOR metody mame zejména
nasledujici poznatky:

1. Pokud SOR metoda konverguje, pak je 0 < w < 2.

2. SOR metoda konverguje, kdyz A je ryze diagonalné dominantni a 0 < w < 1.

3. SOR metoda konverguje, kdyz A je pozitivné definitni a 0 < w < 2.
SOR metoda zapsanda po slozkach je tvaru

kH) <b — Zaw (k+1) i iy xgk)> +(1— w)xgk) , 1=1,2,...,n,
j=it+1
a SOR maticové je
(D + wL)xg11 = [(1 —w)D — wU] x; + wb. (2.35)

Kdyz ve slozkovém zapisu SOR metody na pravé strané misto x§-k+1) piSeme xﬁ»k), dosta-

neme relaxaci Jacobiovy metody oznacovanou jako JOR metoda, maticove

Dxji1 = [(1 — w)D —w(L + U)| x4, + wb. (2.36)

Symetricka horni relaxace je v literatufe zndma jako SSOR metoda (podle anglického
»Symmetric Successive Overrelaxation®). Jeden krok metody je definovén pomoci dvou
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pulkroki, z nichz prvni je SOR krok a druhy je zpétny SOR krok:

e ( Zaw - Zwﬁ’“’),izl,2,...,n,

Jj=i+1

:L'z(kJrl) = (1 - w)x§k+1/2 <b _Z @ij X (k+1/2 Z g x§k+1)> si=nn—1...,1

j=i+1
Maticovy zapis SSOR metody je tvaru

(D 4+ wL)Xp41/2 = [(1 = w)D — wU]x;, + wb, 237)
(D4 wU)xp1 = [(1 —w)D — wL]xy41/2 + wb. .

Vyloucenim xj 1/, dostaneme predpis
Mx; 1 = Nx;, + b,

kde

1 1
M= 2 (—D+L) D! (—D+U>,
w w

2—w

1 1— 1 A
N:L<—D+L) D! (—“’D—L) (—D+L) (—“’D—U).
2—w \w w w w

Postacujici podminky konvergence jsou stejné jako pro SOR metodu: A ryze diagonalné
dominantni a 0 < w < 1 nebo A pozitivné definitni a 0 < w < 2. Je-li A symetrickd, pak
U = L7, takze

M = ﬁ (D +wL)D™! (D +wL"). (2.38)

Tato matice se nékdy pouziva jako predpodminovaci v metodé sdruzenych gradientu. Je-li
w = 1, dostaneme symetrickou Gaussovu-Seidelovu metodu, struéné SGS metodu.

Priklad 2.5. Velké fidké matice vznikaji pfi numerickém feseni parcidlnich diferencialnich
rovnic. MATLAB ma ve své galerii priklady takovych matic. Piikazem

= gallery(’poisson’,n)

vygenerujeme matici, jejiz strukturu nyni popiseme. ! Matice K je blokové tiidiagonalni,

IParcidlni diferencidlni rovnice jsou nezbytné pro modelovéni technickych problémi. P#i feseni Di-
richletovy tlohy pro Poissonovu rovnici na ¢tverci 2 = (0,1) x (0, 1),

Pulwy)  Pulay)
0x? Oy>

= flz,y) vQ a wu(z,y)=g(x,y) na hranici 09,

(funkce f a g jsou dané, nezndm4 je funkce u) metodou siti vznikd SLR s matic{ soustavy K uvazovanou

v tomto ptikladu 2.5.
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pro devét rovnic vypada takto:

4 -1 0(-1 0 O O 0 O
-1 4 -1 0 -1 0 O O O
0O -1 4, 0 0 -1, 0 0 O
-1 0 0 4 -1 O0/-1 0 O
0O -1 O0f-1 4 -1 0 -1 O
o 0 -1} 0 -1 4} 0 0 -1
o o0 of(-1 0 O 4 -1 O
o o o}y 0 -1 0|-1 4 -1
o o o 0 0 -1 0 -1 4

Obecné je K slozena z ¢tvercovych submatic fadu n (tzv. bloku) B, —I, O, které jsou
ve ¢tvercové matici fadu n? rozmistény ve tiech diagonaldch

B|-I| O O O
-1 B|-1I O O
O|-1 B O O

K =
0Ol 0] O B|-I
(ONENONINGO) -I| B

Matice I je jednotkova matice, O je ¢tvercova matice s nulovymi prvky a B je tiidiagonalni

matice
4
—1
0
B = ]
0
0

—1

4

—1

0

—1

0

0

)

—1

Na matici K se casto testuje uc¢innost numerickych metod pro feseni SLR s fidkou matici.
Na obrazku 2.3 je vidét zavislost poctu iteraci (potfebnych pro dosazeni zvolené presnosti)
na poctu rovnic n?. Pii metodé SOR bylo zvoleno optimdlni w.

2.2.2. Dalsi iteracni metody.

Klasické itera¢ni metody se soucasnosti pouzivaji uz jen ztidka. Do ucebniho textu
jsme je zaradili hlavné proto, ze jsou pomérné jednoduché a pfitom na nich lze dobte
ukazat, jak itera¢ni metody funguji. V této kapitole uvedeme dvé typické, v aplikacich
standardné pouzivané, itera¢ni metody: zobecnénou metodu minimdlnich rezidui pro SLR
s libovolnou regularni matici soustavy a metodu sdruZengch gradienti pro SLR s pozitivné
definitnf matici soustavy. Radu dalsich metod lze najit tieba v [33].
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Obr. 2.3: Srovnani klasickych itera¢nich metod

2.2.2.1. Zobecnéna metoda minimalnich rezidui

Mame najit feseni x* soustavy linearnich rovnic Ax = b, kde A je obecna regularni
matice. Zacneme tim, ze si vysvétlime, jak pracuje

Metoda minimalnich rezidui. Pfiblizné teseni x;,; hleddme ve tvaru
Xp+1 = X + 0T, (2.39)

kde ry = b — Axy # o je reziduum (je-li ry = 0, pak x; = x*) a a;, je koeficient urceny
tak, aby délka ||rj41]||2 vektoru nového rezidua rip 3 = b — Ax;,; byla minimdalni.
V dalsim budeme pouzivat oznaceni (u,v) = u’v pro skaldrni soucin vektori u a v,
takze ||ully = (u,u)"2. Dolni index 5 v ||ul|y budeme vynechévat, tj. [ul| = ||ul|s.
Koeficient «y, dostaneme minimalizaci funkce

p(a) = b — A(xy + axp)[|* = [|rx — aAry[|* = [[rg||* — 20(re, Arg) + || Arg||*.
Protoze

¢(a) = =2(ry, Arg) + 20f|Are ], ¢" (@) = 2] Aryf?,
() nabyva svého minima pro

(rk, AI'k)

= 2.4
A (Ark, AI'k) ( 0)

Metoda minimdlnich rezidii se nékdy oznacuje zkratkou MR (podle anglického ,,minimal
residual “). Je to jednokrokova metoda: k uréeni x| sta¢i znat jen x; a ry, z bezprostiedné
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predchoziho kroku. D4 se ukazat, ze metoda MR konverguje, tj. x; — x*, napiiklad tehdy,
kdyz A je pozitivné definitni. Metodu MR proto zobecnime tak, aby konvergence nastala
pro kazdou regularni matici.

V dalsim budeme pracovat s pojmem Krylovova podprostoru. Nejdiive pfipomenme,
ze span(vy, va, ..., Vy,) je vektorovy prostor generovany vektory vq, va, ..., v, tj.

m
span(vy, v, ..., Vy,) = {V\V:Zaivi,(xi eR,i=1,2,...,m}.
i=1

Prostor
Kn(C,v) =span(v,Cv,...,C" lv)

je tzv. Kryloviv podprostor (pro dané prirozené ¢islo m, matici C a vektor v). K,,(C,v)
je podprostor R", kde n je fad matice C, dimenze X,,(C,v) je nejvyse rovna mensimu
z ¢isel m a n.

Zobecnénd metoda minimadlnich rezidui (anglicky ,generalized minimal residual®,
zkratka GMRES). Ptiblizné feseni x,, soustavy Ax = b hledejme ve tvaru

Xm:XO+6ma

kde 6,, € K,, = K,.(A,rg) vybereme tak, aby norma ||r,,|| rezidua r,, = b — Ax,, byla
minimalni, tj. aby

|l = |lro — Adn|* < |lro — AS|* V6 € K,y (2.41)
Piedpoklddejme, ze K, je dimenze m. ProtoZe ptirozend bdze {ro, Arg, ..., A™ 'rq}
prostoru X, je spatné podminénd, sestrojime v ném ortonormalni bézi {vy,va, ..., v}

a X,, hleddme ve tvaru

Xm = X0+ Vi¥m, kde V,, = (vi,vo,...,vy) ay, € R™, (2.42)
pricemz y,, uréime v souladu s (2.41) tak, aby

[tll? = Ir0 — AV,yml> < Iro — AV,y [ vy € R (2.43)

Navrzend metoda je m-krokové, nebot k sestrojeni x,, pottebujeme vektory {v;}7 ;.

Sestrojeni ortonormalni baze v X,,(A, v). Nejdfive uvedeme zdkladni verzi Gramovy-
Schmidtovy ortonormalizace jako

Algoritmus AGS (Arnoldi-Gram-Schmidt)

vi = v/[[v]|

for k:=1,2,...,m do
for i :=1,2,...,k do hy; := (Avg,v;) end
W = AVk — Zle hikvi

Pigrp = ||wil|

Ol W=
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6. if hyt1, = 0 then stop
7. Vigr =W/ /hipk
8. end

Tvrzeni 1. Predpoklddejme, ze algoritmus AGS neskonéi diive nez v m-tém kroku. Pak
vektory vy, va, ..., v, tvori ortonormalni bazi Krylovova podprostoru X, = K,,(A, v).

Diikaz. Vektory vy, k=1,2,...,m, jsou ortonormalni (podle radku 3 a 4 je (wy, v;) = 0,
Jj =1,2,...k a podle tadku 7 je ||[vis1]| = Wi/her1ip = 1, k = 2,3,...,m). Zbyva
dokdzat, ze span(vy, va, ..., Vi) = XK.

a) Nejdrive dokdzeme, ze v; = q] 1(A)V1, kde ¢;_1(t) = S0-2 Y V717 je polynom
stupné j — 1 s koeficientem a 75 0. Dukaz provedeme 1nduk(31 Pro j =1 je

v = qo(A)vy pro qo(t) = a(()) = 1. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro j < k. Pak

k
P16 Vg1 = W = Avy, — Z hipvi = AQkfl(A)W - Z hiqu‘q(A)Vl )

=1

takze vii1 = qp(A)vy, kde gi(t) je polynom stupné k a aék) = aék 2 /hk+1,k # 0.

Dokazali jsme tedy, ze span(vy, va, ..., vy) € K.

b) Dokdzeme, ze A7~'vy € span(vy,va,...,v;). Pro j = 1 tvrzeni plati. Pfedpokld-
dejme, Ze tvrzeni plati pro j < k. Pak z rovnice
k-1

k
Pk Vs = Avy — Z hawvi = alf "V Afvy + Z (k=) ARty Z hivi,

a protoze aO 7é 0, tvrzenl platl iproj=k+1. Proto Ko € span(vy, va, ..., V).
Dokazali jsme tedy, ze K,, = span(vy, va,...,v,,) a dukaz je hotov. O

Tvrzeni 2. Oznacme V,, matici typu (n,m), jejiz sloupce jsou vektory vi,va,..., Vi,
a dale necht H,, je horn{ Hessenbergova matice typu (m + 1,m), jejiz nenulové prvky hg,
jsou definovany algoritmem AGS, tj.

i=1,2,..  k+1,

_ 7 _ ik —
H,, = {hi} {0, i=k+2,k+3,....m+1, k=12,...,m

Déle necht H,, je matice, kterou dostaneme z H,, vypusténim jejtho posledniho Fadku.

Pak

AV,, = V,H, +w,el = (2.44)
= V,..H,, (2.45)
VIAV,, = H,. (2.46)

Ptitom e,, je m—ty sloupec jednotkové matice fadu m.
Diikaz. (2.45) a (2.44) plyne z fadka 4, 5 a 7 algoritmu AGS, podle kterych

k+1

i=1

i=1
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2.46) dostaneme z (2.44), nebot VI w,, = hyi1m(vVi, va, ..., Vi) vy = 0. O
( m +1, +
Praktickou implementaci algoritmu AGM predstavuje

Algoritmus AGSM (Arnoldi-Gram-Schmidt modified)

L. vy =v/|v|

2. fork:=1,2,...,mdo
3. wy = Avy

4. fori:=1,2,....k do
5. hig := (W, Vi)

6. Wi = Wi — hiLV;

7. end

8. Tpprg = ||wll

9. if hg1+1, = 0 then stop
10. Vg i= Wi/ by

11. end

Protoze (Avy — Z;;ll hjkvj, vi) = (Avy, v;) = hy, jsou algoritmy AGS a AGSM ekviva-
lentni. Pfi redlném vypoctu je vSak algoritmus AGSM stabilnéjsi.

Algoritmus metody GMRES. Ze vztahu (2.43) plyne, ze vektor y,, minimalizuje
funkci

p(y) = llro — AV,y|.
To ale znamena, ze y,, je feSenim pfeurcené soustavy n linedrnich rovnic o m nezndmych
Ame = Io

ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu, viz kapitola 3. Protoze sloupce matice V,, jsou
linearné nezavislé, jsou linearné nezavislé také sloupce matice AV,,, a proto je y,, uréeno
jednoznacné, viz kapitola 3.

V dalsim popiseme efektivni vypocet vektoru y,,. Vyuzijeme nasledujici vlastnost:
jestlize matice Q splituje podminku QT Q =1, pak ||v| = ||Qv||. Skute¢né,

1Qv]* = (Qv)'Qv =v'Q Qv =v'v = |v|*.

Oznacime-li ||rg|| = B, pak vi = 87 'rg, a tedy
rg = fvi =V, 10€r,

kde €; je prvni sloupec jednotkové matice tadu m + 1. Odtud a pomoci (2.45) dostaneme
ro— AV,,y = V188 — Vo Hyy = Vi (Be — Hyy)

a protoze vzhledem k ortonormalité béze {v;}71" je VI ., V,, .1 = I, obdrzfme

P(y) = [Vimsr(Ber — Huy)|| = [Huy — fei| .
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Proto y,, ziskdme feSenim preurcené soustavy m + 1 rovnic o m neznamych

H,.y = e, (2.48)
metodou nejmensich ¢tvercu. Standardni postup je zalozen na tzv. QR rozkladu matice
I:Im = QerlRma

kde Q.1 je ortonormdlni matice fadu m + 1 a R, je horni trojihelnikova matice,

R, = {7}, fikZ{rik’ 1=12,....k k=1,2,...,m.

0, i=k+1,k+2....m+1,

Metoddm QR rozkladu je vénovana kapitola 3.4, zde budeme predpokladat, ze matice
Qi1 a Ry, umime urcit. Pak

P(y) = 1QuriRuy = B&1] = [ Qus1(Riny = BQ 181 = [[Riny — dunll

kde d,, = SQL, ,&;. Necht

D Rm 7 . dm
ro- () a= (),

kde R, je matice fadu m, O je nulové matice typu (1,m), d,, vektor typu (m,1) a v, je
skalar. Protoze

o= 35)s- ()]l

©(y) nabude své minimélni hodnoty ¢(y,,), pravé kdyz

R,y =d,,. (2.49)
Pak ©(y.m) = |vm|. Protoze podle (2.43) je o(ym) = ||rm||, dostali jsme

[l = [l - (2.50)

Je-li v, = 0, pak x,, = x*. Nyni jiz muzeme uvést

Algoritmus GMRES(m).

1. zvolime xq, €, m, nrmax

2. fornr:=1,2,... ., nrmax do

3 ro:=b — Axg, 8 = ||ro||, vi :==10/f
4 for k:=1,2,...,mdo

5. w = Av,

6 fori:=1,2,....k do

7 hir == (W, V;)

8 Wi = Wi — hiypV;
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9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

end
his1k = ||[wy]|, sestavime Hy, vypocteme Ry, d, i
if |y, <ecork=m
yi = R 'dy, X 1= X + Vyiys, if || < ¢, stop, end
else
Vit1 i= Wi/Rpy1 k, sestavime Vi
end
end
Xp 1= X
end
print(’GMRES (m) nekonverguje’)

K algoritmu GMRES(m) pfipojime nékolik poznamek.

1. Vsimnéte si, ze algoritmus GMRES(1) je ekvivalentni s algoritmem MR. GMRES(m)

je ztejmé m-krokova metoda.

. Oznacme jako GMRES algoritmus GMRES(n). GMRES lze povazovat za metodu

minimalizacni, pfiblizné Teseni x; = X + V¥ je definovano takto:
urcit x; € xg + K (A, ro) spliujici [|b — Axg|| < ||b — Ax|| ¥x € x¢ + Kx(A, o).

Pokud bychom pocitali presné, pak v fadku 17 dostaneme presné feSeni x = x* pro
néjaké k£ < n.

Diikaz. Je-li hgi1p, = 0 pro k < n, pak z (2.48) plyne Hyy, = fey, kde e; je
prvni sloupec jednotkové matice fadu k, a dédle z (2.44) plyne AV, = VHy, nebot
wj = 0. Proto

r, =b — Ax;, = b — A(xg + Viyr) =10 — AViyr =
ro — ViHyy, =19 — Vi8e; =19 — Bvi =0,
takze x, = A~ 'b = x*. Pokud his1p, #0,k=1,2,...,n—1, pak hy41, = 0. O

. O metodée GMRES se mluvi také jako o metodé kosotihlé projekce (anglicky ,,oblique

projection®), ¢imz se mini, ze x,, urcujeme tak, aby
Xy — X0 € Ko a r, L L, =AX,,.

Snadno ovéfime, ze pak r,, minimalizuje ||b — Ax|| v x¢ + K,,.

Diikaz. Oznacime-li ¢ (y) = ||ro—AV,,y||?, pak uvedené tvrzenf je dusledkem vztahu
0=VY(yn) = —2(AV,) 'r,,  VU(ym) = 2(AV,,)TAV,,.

. Pro velké m je tieba v paméti poé¢itace uchovavat matice V,, a H,,, které jsou pro

velké n znacné rozsdhlé. Proto se obvykle voli m v fddu desitek. V takovém piipadé
se ale muze stat, ze konvergence metody GMRES(m) je velmi pomald. Proto byva
omezen maximalni pocet tzv. restartu, viz parametr nrmaz na radku 1.
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5. Ry, di a  pocitame Givensovym (R algoritmem, viz kapitola 3.4.2, v némz
vyuzijeme to, Ze matice Hy ma pod hlavni diagonalou nenulové jen prvky h;iq,
1=1,2,... k.

6. Rychlost konvergence muzeme podstatné zvysit, kdyz misto rovnice Ax = b fesime
rovnici M—1Ax = M™!'b, kde M je tzv. pfedpodmiiovaci matice. Za M lze zvolit
napiiklad nedplny LU rozklad matice A, viz [46]. Inverzni matici M~! ve skutecnosti
nepoc¢itame. Algoritmus GMRES(m) se zméni pouze v tddcich 3 a 5 takto:

3. vypocteme z, jako feseni Mzg = b — Axq, f := ||2o|, v1 := 20/
5. vypocteme wy, jako feseni Mw;, = Avy

7. V MATLABu je metoda GMRES(m) implementovéana jako funkce gmres a neiplny
LU rozklad jako funkce ilu.
2.2.2.2. Metoda sdruzenych gradientt

je jednou ze zakladnich metod pro feseni soustav linearnich rovnic Ax = b s pozitivné
definitni matici soustavy. Predpokladejme tedy, ze matice A je pozitivné definitni. To
nam umoziuje definovat skaldrni soucin (u,v)a = u’ Av a tzv. energetickou normu

[ufla = (u,uw){? = VuTAu

Ptesné Teseni soustavy linearnich rovnic Ax = b budeme znacit x*.
K lepsimu pochopenti principu, z néhoz metoda sdruzenych gradienti vychazi, poslouzi
jednoducha

Metoda nejvétsiho spadu. Priblizné teseni x;; hledame ve tvaru
Xp+1 = X + 0T (2.39)

kde ry, = b — Ax; # o je reziduum a «y, je koeficient urcéeny tak, aby energetickd norma
lexs1la chyby exi1 = X1 — x* byla minimélni. Koeficient o dostaneme minimalizaci
funkce

o) = 3|xi + ar, — x4 = 2(x + ary — x*)TA(xy + arp — x¥).
S ptihlédnutim k symetrii matice A obdrzime

¢'(a) = rf A(xy, + arp — x*) =1} (Ax; + aAr, — b) =1} (@Ar), — 1),

¢"(a) =1} Ary,.
Z nutné podminky ¢’(ay) = 0 pro extrém funkce ¢(a) urc¢ime

(ry, T1)

k= (rk, Ark) ’

a protoze matice A je pozitivné definitni, je ay hledané minimum funkce .
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Rovnici ¢'(ay) = 0, ze které jsme urcili oy (a tedy také xx41), lze ekvivalentné zapsat
ve tvaru

T T
r, (Axj41 —b) = -1, 1841 =0,

tj. Xg41 jsme urcili tak, aby reziduum rg,; bylo ortogonélni k pfedchozimu reziduu ry.
Vsimnéte si, ze piiblizné fesenf X441 je minimem funkee ¥(x) = i||x — x*[|3 na po-
lopiimce x; + arg, a > 0. Protoze ry, = —V1i(xx), minimum x;,; hleddme ve sméru
nejvétsiho spadu funkce ¢, coz vysvétluje nazev metody.
Zobecnénim metody nejvétsiho spadu je

Metoda ortogonalni projekce, strucné FOM podle anglického . full ortogonalization
method“, viz napt. [46], kterd pocita x,, tak, aby

Xm_XOE:K:m a I'mJ_:Km
Ptiblizné teseni hleddame stejné jako v metodé GMRES ve tvaru
Xm = X0 + mem ) (242)

zvolime v = 7 'ry, kde B = ||ro|, va, Vs, ..., V,, vypocteme algoritmem AGSM a y,,
urcime tak, aby

0= anrm - V%(b - A(XO + VmYm)) - anrO - V?nAvam = fBe; — H,ym .

Vyuzili jsme toho, ze VIrg = VI Bv, = Be;, kde e; je prvni sloupec jednotkové matice
radu m, a déle také vztahu (2.46). Vektor y,, je proto feSenim soustavy m linedrnich
rovnic

H,ym = Bei . (2.51)
Je-li hyy i1 = 0, pak x,, = x*. Skutecné, pomoci (2.42), (2.44) a (2.51) dostaneme
b — Axp || = |[ro = AVinymll = [lro = VisHp |l = [[ro — Vi Be|| = 0.

Pro pozitivné definitn{ matici A je rovnice VLr,, = o ekvivalentnim vyjadfenim toho,

Ze X, minimalizuje funkei ¢ (x) = $[x — x*[|3 na mnoziné xo + K,, nebo-li ze y,, mi-

nimalizuje funkei p(y) = 3|x0 + V,ny — x*||a v R™. Skutecné, Vo(y) = VL (Ax — b),
kde x = x9 + V,,y, V2¢(y) = VLAV, takie pro minimum y,, funkce ¢(y) plati
0=Vp(yn) = —Virn.

FOM lze pouzit i v ptipadé, ze matice A neni pozitivné definitni: y,, zase urc¢ime
z (2.51), nepujde vSak uz o minimum funkce ¥ (x).

Pro pozitivné definitni matici A 1ze m-krokovou FOM metodu pieformulovat na jed-
nokrokovou metodu znamou jako metoda sdruzenich gradientu. V nasledujicim textu
ukazeme, jak to lze provést. Predpoklddejme tedy, ze matice A je pozitivné definitni.

Podle (2.46) je H,, symetrickd, a protoze je horni Hessenbergova, je tiidiagonélni,

ap [

Ba B3
H, = ) (2.52)
ﬂmfl Qp—1 ﬁm

Bm
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tj. hir = ag, he g1 = i1 = Bi. Pomoci LU rozkladu dostaneme

1 m B2
Ay 1 2 B3
H,=L,U, = , (2.53)
)\m,1 1 Thm—1 ﬁm
Am 1 Nm
kde
= X s
e (2.54)
Me = Br/Me-1, M =g — M\, k=2,3,...,m.
Z (2.42) a (2.51)—(2.53) plyne
Xm = X0 + Vinym = %o + V, H, ! (Ber) = x0 + V,, U, 'L (Bey)
Oznacime-li
P, =V,U," a z,=L."(8e), (2.55)
pak
X = X0 + Pz, . (2.56)
Z rovnice P,,U,, = V,,, odvodime pro sloupce p; matice P,, = (p1, P2, - - ., Pm) rekurzi
—1
P1=1"7 Vi,
e (2.57)

e =1 (Vi — BePr_1), k=2,3,...,m.

Protoze span{p1, p2, ..., Pm} = span{vy, va, ..., vy, }, {p:}/*; je bdze v K, (A, rg). Ozna-

¢tme-li z,, = (¢1, o, - -+, Gn)?, pak z rovnice L,,z,, = Be; dostaneme
G =8,
' (2.58)
Ck:—)\kgkfl, k:2,3,...,m.
Ze vztahu (2.56) —(2.58) plyne, ze pro vypocet x,, mame rekurentni predpis
Xk;:Xk—l'f‘gkpk;; k‘:l,Q,...,m. (259)
Vlastnosti formuli (2.57) —(2.59).
1. Reziduum ry lze zapsat ve tvaru
'y = OpVit1, k::O,l,...,m—l, (260)

kde oy, je jisté ¢islo. To vSak znamena, ze rezidua {rk}Z:Ol jsou navzajem ortogonalni
(nebot vektory {vi}i, jsou ortonormdlnf).
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Dikaz. Pro k = 0 je rg = vy, takze 09 = . Pro k > 0 pomoci vztahu (2.42),
(2.44) a (2.51), v nichz za m dosadime k, dostaneme

r,=b—Ax;=b — A(xq+ Viyr) =10 — AV,yr =
= Vi(Ber) — (ViHi + wiep )y, =
= Vi(Ber — Hyyr) — Wier yr = —wirel v .
Protoze podle AGSM je Wi, = hii1 £ Vit1 = Br+1Vit1, odvodili jsme, ze

'y = O0pVit1, kde ak:—ﬁkﬂefyk, k‘:l,Q,...,m—l. L]

2. Vektory {p;}™, jsou sdruzené vzhledem k matici A, jinymi slovy jsou A—ortogondl-
nt, tj. plati (p;, pj)a = 0 pro i # j. {pi}~; je tedy A—ortogondlni baze v X,,(A,ry).

Diikaz. Pro m > 0 pomoci (2.55), (2.46) a (2.53) zjistime, Ze matice
P AP, =U.VIAV, U '=U,"H,U,' = U, L,

je dolnf trojuhelnikova (U ! je horni trojihelnikovd, takze U T je dolni trojthel-
nikovd a U, L, je proto také doln{ trojihelnikova), a protoze je symetrickd, musf
byt diagondlni. Pro p; # o jsou diagonalni prvky p? Ap; # o, nebot A je pozitivné
definitni. O

Metoda sdruzenych gradientt. Vektory p; ocislujeme od nuly, takze podle (2.59)
X1 = X + Ge+1Pk, kK=0,1,...,m—1 (2.617)
Pomoci (2.57) a (2.60) dostaneme

_ _ Br20k11 L
MooPo = Yo,  Mk420k+1Pk+1 = Y41 — —— Mk+10kPk;
Nk+10k

=0,1,...,m—2.

Oznaéime-li px = Mk110%Pk, Bk = —Bri20k+1/(Mk+10%), kK =0,1,...,m — 2, pak
Do =T0, Dkt = Tes1 + Bbr, k=0,1,...,m =2, (2.62))

Vektory {px )}y, jsou A—ortogondlni. Dosadime-li do (2.61°) px = Pr/(Mkr10%), dosta-
neme

Xk+1 = Xk + Oékf)k, k= O, 1, N (e 1, (261”)

kde o = Cpr1/(Mer10k). Jestlize pi oznacime zase jako pp a misto B, piseme B, pak
z (2.617) a (2.62’) dostaneme

xo dané, xXpi1 =Xp +apr, k=0,1,...,m—1, (2.61)

Po =To, Pr+1 =Tks1+ 5Pk, k=0,1,...,m—1 (2.62)
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Nasleduje odvozeni vzorcu pro vypocet koeficientu ay a S, pri kterém vyuzijeme jen
vztahy (2.61), (2.62), ortogonalitu rezidui {r,}}*, a A—ortogonalitu vektoru {px}}",.
Z (2.61) dostaneme

rip1 = Iy — QpApy . (2.63)
Jestlize rezidua maji byt ortogonélni, musi platit (rg, ry — apApg) = 0, takze

(ry, T1)
(Apg,ri)

Pomoci (2.63) a A—ortogonality vektoru py_1, pr dostaneme

ap =

(APk, l"k) = (Apka Pr — 51{71131971) = (Apk, pk)a
takze koeficient

(ry, r)

ap = .
g (Pk, Apk)

(2.64)

Jestlize vyuzijeme A—ortogonalitu pyy1 & Pk, tj. (re+1 + BkPr, Apx) = 0, dostaneme

(l“k+1, Apk)

= o Apr)

Tento vztah dale upravime pomoci (2.63). Protoze

1
Ap, = ——(I“k;+1 - I“k;) y
e73

plati

B = i (l"k+1, g1 — I'k) _ (l"k+1, l"k+1) . (2.65)
(677 (Apka pk) (l"k, l"k)

Vzorce (2.61)—(2.65) muzeme zapsat jako
Algoritmus CG (conjugate gradient)

1. zvolime xg, €

2. rg:=b—Axg, pp =19

3. for k:=0,1,... until konvergence do
4 ay = (rg, ;) /(APk, Pr)

5 Xgt1 i= Xg + QxPr

6.  Tpye1:=Tp — arApy

7. B = (tryr, hy1)/(vk, T1)

8 Pkl = Try1 + BrPr

9. end

K

algoritmu CG pripojime dvé poznamky.
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1. Metodu CG lze povazovat za metodu minimaliza¢ni, aproximace X; je definivana
takto:

urcit x5 € xo + K (A, ro) spliwjict [|x; — x*||a < [|[x —x*||a Vx € x0 + Ki(A, 10).

Pti teoreticky pfesném provadéni operaci vypocet skonéi nalezenim presného feseni
X, = X* po nejvyse n krocich, tj. pro k < n. Skuteéné, metoda sdruzenych gradientu
je pro pozitivné definitni matice ekvivalentni s metodou ortogonalni projekce, pro
kterou jsme toto tvrzeni dokézali.

2. Pro chybu e, = x;, — x* plati, viz [46],

ka(A) — 1 ’
lexl[a <2 <m> leolla (2.66)

kde r2(A) je spektralni ¢islo podminénosti matice A, tj.
ko (A) = A2 AT 2 = Anaa(A) /Amin(A),
pricemz Apaz(A) resp. Apin(A) je nejvétsi resp. nejmensi vlastni ¢islo matice A.

Rychlost konvergence metody CG lze podstatné urychlit pomoci techniky znamé jako

Piredpodminéni. Misto tilohy Ax = b fesime tlohu
P 'AP "P"x =P 'b
tj. ulohu

Ax=b, kde A=P'AP 7, b=P'b, x=P'x, (2.67)

pricemz matici P volime tak, aby ¢islo podminénosti x2(A) bylo pokud mozno vyrazné
mensi nez ¢islo podminénosti ko (A).

Algoritmus PCG (preconditioned conjugate gradient) dostaneme z algoritmu CG tak,
ze v ném opatiime vSechny neskalarni proménné vinkou a pak za vinkované proménné
podle (2.67) dosadime A=P AP T b=P b x, = PTxy, i, = b — Ax, = P 1},
a pr = PTpy. Pomoci predpodmiriovaci matice

M = PP” (2.68)

po upravé dostaneme

Algoritmus PCG (preconditioned conjugate gradient)

zvolime Xg, €
ro :=b — Axg, zo := M~ ry, po := 20
for k:=0,1,... until konvergence do
ay := (v, z1)/(APk, Pr)
Xk+1 = X + QPk

Gl W=
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6.  Tpy1i=Tp — APy
7. zZpy =My
8 B = (Tki1, Zkt1)/ (T, Z1)
9. DPit1 = Zit1 + SBePr
10. end
Vektory z,, = M~'r,, k= 0,1,..., ziskdme feSenim rovnic Mz, = r;. Nésleduje piehled

zakladnich vlastnosti PCG metody.

1. Vektory rg,ry,..., 1} jsou navzajem M~!—ortogondlni, tj. plati

(r;, M 'r;) =0 pro i # j.

Vektory r; a r; jsou tedy sdruzené vzhledem k matici M~

. Vektory pg, p1, - - -, Px jsou navzajem A—ortogondlni, tj. plati

(pi,Ap;) =0  proi #j.

Vektory p; a p; jsou tedy sdruZené vzhledem k matici A.

. Metodu PCG lze povazovat za metodu minimalizacni: priblizné feSeni x; minimali-

zuje ||x — x*||a na mnoziné x¢ + K (K, z), kde
K=M"'A 2z, =M, a Ki(K,zo) = span(zg, Kz, ..., K" 'z).

Pti teoreticky presném provadéni operaci vypocet skonéi nalezenim presného feseni
X = X" po nejvyse n krocich, tj. pro k < n.

. Pro chybu e, = x;, — x* plati

K
HQ(K) —1
lexlla <2 <m leolla
2

kde r2(K) je spektralni ¢islo podminénosti matice K, tj.

— . -1 — . 1 .
o (K) = [1K[lo - [IK™" [l = max Ai(K)/ min A;(K).
Vhodnou volbou predpodminovaci matice M 1ze ¢islo podminénosti matice K zmen-
sit (vzhledem k ¢éislu podminénosti nepredpodminéné matice K = A) a tim urychlit
konvergenci PCG metody oproti metodé CG.

5. V MATLABu je metoda PCG implementovana jako funkce pcg.

Volba piredpodminovaci matice. V literatute, viz napi. [33], [30], [4], 1ze najit fadu
vhodnych predpodminovacich matic. Jejich spoleénym rysem jsou tyto vlastnosti:

a) M je pozitivné definitni;
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b) M je dobra aproximace A;

c) sestaveni matice M nevyzaduje velky objem vypoctu;

d) TeSeni soustav rovnic Mz, = r; nevyzaduje velky objem vypoctu.
V dalsim si uvedeme tii moznosti, jak 1ze matici M vybrat.

1. Zvolime-li M = D, kde D = diag{a11, as, - - ., anp }, dostavame zrychleni Jacobiho
metody. Tato volba neni piilis kvalitni, nebot M neni dostateéné dobrou aproximac{
matice A.

2. Lepsi moznost predstavuje matice

1 -1 oIT
M:m(D+wL)D (D +wL)",

kterou jsme poznali pfi popisu SSOR metody, viz (2.38). Redeni z; SLR Mz, = ry,
dostaneme fesenim dvou SLR

(D+wL)y =14, (D +wL)'z, = w(2 — w)Dy
s doln{ trojuhelnikovou matici D + wL a horni trojihelnikovou matici (D + wL)®.

3. Volime M = LL”, kde L je dolni trojihelnikovad matice ziskand tzv. neiplngm
Choleského rozkladem matice A (takové metody se oznacuji zkratkou IC podle an-
glického ,incomplete Cholesky“). Algoritmus oznacovany jako IC(0) (podle ang-
lického incomplete Cholesky with zero-fill) postupuje stejné jako standardni Cho-
leského rozklad s tim rozdilem, Ze pro a;; = 0 klademe ¢;; = 0.

Algoritmus IC(0).

Postupné pro k = 1,2, ..., n vypocteme

k—1 1/2
2
Ui, = | ark — E i ;
Jj=1
4

k1
1
O = %(aik_;&jglﬂj> pro a;; # 0, i— k4l E+2. . on.

0 Pro a;r = 07

\

Algoritmus IC(0) muze zhavarovat, pokud ag, — Zf;ll (; < 0. Tato situace nena-
stane naptiklad tehdy, kdyz A je ryze diagondlné dominantni nebo kdyz mimodia-
gondlni prvky A jsou nekladné, viz [33]. Nize uvedeny algoritmus IC-MJ podle
Jenningse a Malika nezhavaruje pro zadnou pozitivné definitni matici, viz [33].
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Algoritmus IC-MJ.

1. for k:=1ton do d; := a;, end

2. for k:=1tondo

3. dp=dp— Y1

4. fori:=k+1tondo

5. Ci = g — Yoy Lijlig

6. ifa;, =0

8. end

9. end
11. fori:=k+1tondo ly := i/l end
12. end

Pokud v fadku 7 vypustime piikazy dy = dy + ||, d; := d; + |it|, dostaneme
algoritmus IC(0). Radu dalsich algoritmti zalozenych na principu netiplného Cho-
leského rozkladu lze najit v [33] a [46]. Regen{ soustavy rovnic LL”z; = ry, je snadné:
nejdiive uréime y jako feSeni soustavy Ly = rj a pak vypocteme z; jako feseni sou-
stavy LTz, = y. V MATLABu je netiplny Choleského rozklad implementovan jako
funkce ichol.
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3. Metoda nejmensich ¢tverca

Ulohu metody nejmensich ¢tvercu (strucéné MNC) lze formulovat velmi obecné, viz
[25]. Strucéné takovou formulaci uvedeme.

Necht X je separabilni Hilbertuv prostor s ortonormélni bazi {®;}2,, X je k-roz-
mérny podprostor s bazi {o;}¥ ; a f € X je dany prvek. Uloha MNC znf:

urcit s; € Xy splnujici: Nf—=sill < ||f = sl Vs € X. (3.1)

Reseni sy je k—ty ¢éstecny soucet Fourierovy rady prvku f vzhledem k systému {p;}2,,
tj. 55 = S8 (f, 0i)i. Navic f = limy o0 55 = 3200, (f, @0 s, viz [25], [62].

V této kapitole se zaméffme na MNC pro piiblizné Feseni soustav linedrnich rovnic,
a to v ptipadech, kdy tyto soustavy feseni nemayji, tj. kdyz jde o tzv. preurcené SLR, ale
také v ptripadech, kdy SLR maji nekonetné mnoho feseni, tj. kdyz jde o tzv. nedourcené
SLR. V kapitole 4.2 pak ukézeme pouziti MNC pfi aproximaci funkci.

3.1. Formulace

Zabyvejme se feSenim soustavy m linedrnich rovnic s n neznamymi
Ax=b. (3.2)

Matice soustavy A je tedy typu (m,n), vektor b pravé strany je typu (m,1) a vektor
feSeni x je typu (n,1). Necht A’ = (A, b) je rozsifend matice soustavy a r = h(A) je
hodnost matice A. Pak z Frobeniovy véty plyne, ze soustava linearnich rovnic ma fesent,
prave kdyz h(A) = h(A’). Je-li navic r = n, ma SLR jediné feSeni, zatimco v pripadé
r < n existuje nekonecné mnoho feseni xj + N(A), kde x{, je néjaké (partikuldrni) reseni

SLR (3.2) a
N(A) ={xeR"|Ax = o} (3.3)

je podprostor dimenze n — r znamy jako jddro matice A.

Pokud h(A) < h(A’), SLR (3.2) feseni nema. Muzeme vsak minimalizovat rozdil mezi
levou a pravou stranou SLR, tedy minimalizovat néjakou normu rezidua r = b — Ax
jako funkei x. Zvolime-li euklidovskou normu (tj. délku vektoru), dostaneme metodu nej-
mensich ¢tvercu: za feseni povazujeme vektor x*, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu rozdilu
navzajem si odpovidajicich slozek na levé a pravé strané SLR. Abychom vyjadiili ztratu
presné rovnosti, budeme tlohu ,fesit SLR (3.2) ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu*
zapisovat ve tvaru

Ax=Db (3.4)
a budeme tim rozumét tento problém:
urcit x* € R" spliujict: b — Ax*|| < |b — Ax]| Vx e R". (3.47)

Reden{ x* tlohy (3.4") budeme nazyvat fesenfm SLR (3.2) ve smyslu metody nejmensich
¢tvercu, struéné MNC fesenim SLR (3.2). Vsimnéte si, ze kazdé ,klasické* feseni SLR
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(3.2) je vzdy také jejim MNC fedenim, tj. je feSenim tlohy (3.47). Opak obecné neplati:
jestlize pro MNC fesenf x* je ||b — Ax*|| > 0, pak nemiize platit Ax* = b.

Vektorové normy pouzité ve formulaci (3.4’), a vsude déle v této kapitole, jsou eukli-
dovské, tj. [|[v| = [[v]2 = (vTv)Y/2. Také maticové normy, které budeme v této kapitole
pouzivat, jsou euklidovké, tj. [[A| = ||All2 = maxx.o [|AX||2/]|x]|2 -

Existence a jednoznacnost. V dalsim budeme pouzivat oznaceni

R(A)={y eR"|y = Ax, x e R"}

pro obor hodnot matice A. Jestlize span(vy,ve,...,v,) ={> 1, ;v |21, 22,..., 2, € R}

je vektorovy prostor generovany vektory vi,va,...,v,, pak R(A) = span(a;,aq,...,a,),

kde A = (aj,as,...,a,). Proto se také pouziva zdpis span(A) = R(A) = {Ax|x € R"}.
Ukazeme, ze tloha

urcit y* € R(A) spliujict: b —y* < |b—yll Vy € R(A) (3.5)

mé jediné feseni. Vsimnéte si, ze tloha (3.5) je specidlnim piipadem obecné tilohy (3.1).

Diikaz. Necht r = h(A) je hodnost matice A a {v;}/_; je bdze v R(A). Pak kazdy vektor
y € R(A) lze zapsat ve tvaru y = Vx, kde V = (vy,vy,...,v,) a x € R". Ukdzeme, ze
funkce

ex)=|b-Vx|?=(b-Vx)'(b—-Vx)=b"b-2x"V'b+x'VIVx
m4 jediné minimum. Spocteme gradient Vo (x) a Hessovu matici VZp(x):
Vip(x) =2VIVx - 2V7Tb, Vip(x) =2VTV.

Protoze matice V'V je pozitivné definitni, ma soustava rovnic

Vivx =V'b (3.6)
jediné feseni xj, = (VI'V)~!'VTb, které je minimem funkce ¢(x) v R". Proto y* = Vx},
je jediné minimum funkce f(y) = ||b —y| na R(A). O

Resent

y* = Pyb, P,=V(VIV)'vT

ulohy (3.5) je ortogondlni projekce vektoru pravé strany b do prostoru R(A) generovaného
sloupci matice A. Skutecné, P4b € R(A) a ptitom vektor r* = b—P 4b je kolmy k R(A):

Vir* =VT(b-V(VI'V)"'V'b) = 0.

Jen jako zajimavost si uvedme, ze kdyz baze {v;}’_, je ortonormdlni, pak VIV =1,
takze pro y* = V(VIV)"'VTb = VVTb = 37 (b, v;)v; dostdvadme vyjadreni ve stej-
ném tvaru, jaky jsme uvedli pro feseni obecného problému (3.1)

Z (3.5) plyne

argmin |b — Ax| = {x| Ax = y"}.

xER™
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Odtud a z (3.47) plyne, ze x* je FeSenim soustavy linedrnich rovnic
Ax =Pyb. (3.7)

Protoze P b € R(A), soustava (3.7) ma vzdy feSeni.

Jestlize jsou sloupce matice A linedrné nezavislé (fikdme také, ze matice A ma plnou
sloupcovou hodnost), soustava (3.7) ma jediné feSeni. Muzeme ho uré¢it z rovnic (3.6) pro
V = A. Soustava rovnic

ATAx = A"b (3.6")

se nazyva normdlni soustava rovnic. Jeji feseni x* = (ATA)"'ATh.

Pokud ma matice A jen r = h(A) < n linedrné nezdvislych sloupcu (fitkdme také, ze
matice A mé neuplnou sloupcovou hodnost), méa soustava (3.7) nekonectné mnoho feseni.
Je-li xj jedno (partikuldrni) feseni této soustavy, pak vSechna feSeni x* = xj + N(A).
Reziduum r* = b — Ax* = b — P4b je vSak pro vSechna teSeni x* stejné.

Shrnuti. Resen{ x* soustavy linearnich rovnic Ax = b metodou nejmensich ¢tverci vady
existuje. Necht r = h(A) je hodnost matice A a n je pocet jejich sloupcu. Pro r = n
existuje jediné feSeni, zatimco v ptfipadé r < n existuje nekoneéné mnoho tfeSeni, vSechna
se stejnym reziduem.

Podminénost. Pti feSeni soustav linearnich rovnic s regularni matici jsme podminénost
méfili pomoci éfsla podminénosti definovaného predpisem x(A) = ||A]l - |A7Y|. V me-
todé nejmensich ¢tvercu pracujeme s obdélnikovou matici a pro tu neni matice inverzni
definovéna. Pro kazdou matici A vSak existuje jednoznac¢né urcend pseudoinverzni matice
oznacovand jako AT, kterd se v mnoha ohledech chovd podobné jako matice inverzni.
Obecnou definici uvedeme pozdéji, viz kapitola 3.3, prozatim vysta¢ime s konstatovanim,
7e pro obdélnikovou matici s linedrné nezdvislymi sloupci AT = (ATA)71 AT specidlné
pro reguldrni matici At = AL

Nyni jiz muzeme definovat ¢islo podminénosti x(A) matice A s linearné nezavislymi
sloupci predpisem

r(A) = [[A] - [|AT].

Ma4-li matice A netiplnou sloupcovou hodnost, klademe x(A) = co. Cislo podminénosti
je tedy méfitkem blizkosti matice ke ztraté (zde sloupcové) hodnosti (anglicky ,rank
deficiency ), vice viz kapitola 3.3.

Pti posouzeni podminénosti ulohy ,,najit feseni soustavy linedrnich rovnic ve smyslu
metody nejmensich ¢tvercii“ se omezime na ptipad preurcené soustavy s tiplnou sloupco-
vou hodnosti, tj. m > n = h(A). V tom piipadé z normalnich rovnic AT(Ax — b) = o
plyne (Ax)T(b — Ax) = (P4b)T(b — P4b) = 0, takze pro thel  vektori b a P4b plati

(Pab.b)| _ [(Pab,b—(b—Pab))| _[P.ab]
[P.bl[ - o] [P.b][ - o] o]

| cos b =

Pro jednoduchost se omezime na malou zménu Ab pravé strany a jeji vliv na zménu
Ax teSeni normalnich rovnic, tj. zabyvejme se tlohou

ATA(x+ Ax) = AT(b + AD).
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Protoze ATAx = ATb, mame ATAAx = AT Ab, takze Ax = (ATA)"*ATAb = ATADb,
a tedy

IAx] < [AT] - | A
Podélime-li obé strany ||x||, dostaneme

|Ax]| |Ab bl |Ab]]
< A7 = r(A) <
]l AL x]] [bl]

Il
Cislo podminénosti tlohy Ax = b vyvolané zménou pravé strany zavisi nejen na s(A),
ale také na thlu 6 mezi vektorem b a jeho ortogondlni projekci P4b do R(A). Cislo
podminénosti je piiblizné rovno k(A), kdyz je reziduum r = b — P4b malé, tj. kdyz
cosf =~ 1, avsak ¢islo podminénosti muze byt libovolné horsi nez k(A), kdyz je reziduum
velké, tj. kdyz cosf =~ 0.
Zménime-li matici soustavy A o AA, tj. kdyz feSime normalni rovnice

bl IAb] _ x(A) [Ab]|
[Pabl bl [cosf] [bl]

r(A)

(A +AA)T(A+AA)(x+ Ax) = (A +AA)"D,
pak Ize pro malé AA odvodit ,ptribliznou nerovnost“
[AA]

[5%(A)[tg 0] + K(A)]W,

|Ax]| _

[l

viz [21]. Tady je z&vislost na dhlu @ jesté vyraznéjsi: zatimco pro malé reziduum je
podminénost piiblizné x(A), pro velké reziduum je podstatné vétsi, priblizné x%(A)|tg0)].

Shrnuti. Ukézali jsme, ze podminénost tlohy ,najit feSeni preurcené soustavy rovnic
Ax = b metodou nejmensich ¢tvercu * zdvisi jak na ¢isle podminénosti k(A ) matice A, tak
na uhlu 6, ktery svird vektor b se svou ortogonalni projekeci P4b do R(A): podminénost
je tim horsi, ¢im je k(A) a |tg(d)| vetsi.

3.2. Pouziti QR transformace

Minimalizace normy rezidua zalozena na feSseni normélnich rovnic ma jeden velky
nedostatek: ¢islo podminénosti matice ATA je kvadratem &isla podminénosti matice A
(viz (3.15) v kapitole 3.3), tj. pro velké k(A) je feseni norméalnich rovnic §patné podminény
problém. Proto se bézné pouziva jiny postup, zalozeny na tzv. QR transformaci. Ten si
nyni popiseme.

Matici A typu (m,n) lze vyjadiit ve tvaru sou¢inu ortonormélni matice Q tadu m
a horni trojihelnikové matice R typu (m,n), tj. A = QR. Pfipomenme, Ze ortonormaln{
matice je reguldrni a plati pro ni Q7’Q = QQT =1, kde I je jednotkovd matice. Horn{
trojuhelnikovou matici se pak rozumi matice s nulovymi prvky pod hlavni diagonalou, t;j.
pro R = {r;;} je r;j = 0 kdyz ¢ > j. Vyjaddieni A = QR se nazyvd QR rozklad matice A
a konstrukce QR rozkladu se nazyva QR transformace nebo také QR algoritmus.

Konkrétnim Q)R algoritmum je vénovana kapitola 3.4. Pfedpokladejme tedy, ze matice
Q a R mame k dispozici. Protoze

e =r"r =r"QQ"r = [Q"r]"Q"r = | Q"x|,

29



je minimalizace ||r|| ekvivalentni minimalizaci |Q”r||. Upravou obdrzime
1Q"r]| = Q" (b — Ax)| = Q" (b~ QRx)| = [Rx — Q"D

Oznacme

R = (ED , d=Q"b = (g;) , (3.8)

kde R, je ¢tvercova matice fddu n , Ry je nulova matice typu (m —n,n), d; je sloupcovy
vektor typu (n,1) a dy je sloupcovy vektor typu (m — n,1). Pak

Tl _ Rix—d,;
Q= |

R1X — d1
_d2

nabyva minima pro x* splnujici

R1X* = d1 . (39)
Pritom
min [|r|| = min [Q"r|| = ||da||. (3.10)

Jestlize matice A mé plnou sloupcovou hodnost, tj. h(A) = n, pak matice Ry je regularni
a rovnice (3.9) m4 jediné teseni. Je-li dy = o, je x* klasické feseni, tj. Ax* = b.

Ve zbytku této kapitoly prozkouméne piipad, kdy matice A nemd plnou sloupco-
vou hodnost. Necht tedy r = h(A) < n je pocet linedrné nezdvislych sloupct matice
A. Jejich preskladanim lze jisté docilit toho, aby linedrné nezavislych bylo prvnich r
sloupcti. Necht je tedy P permutaéni matice takova, Ze matice AP mé prvnich r sloupcii
linedrné nezdvislych, a necht AP = QR je QR rozklad matice AP. Nékolik QR algoritma,
které kromé matic Q a R dodaji také permutacni matici P, je uvedeno v kapitole 3.4.
Predpokladejme proto, ze matice Q, R a P s vlastnosti AP = QR uz méme k dispozici.

Protoze permutacéni matice je ortonormalni, podobné jako diive odvodime

1Q"x] = 11Q" (b — APP"x)|| = Q" (b — QRP"x)|| = [RP"x — Q"b].

Matici R a vektor d = Qb opét vyjadifme ve tvaru (3.8), kde vak nyni R, je obdélnikova
matice typu (r,n) hodnosti r, Ry je nulovd matice typu (m —r,n), d; je sloupcovy vektor
typu (r,1) a dg je sloupcovy vektor typu (m — r,1). Optimdlni feseni x* dostaneme tak,
ze misto rovnice (3.9) vyfesime rovnici

R, P'x* =d;.

Pro pfislusné minimalni reziduum opét plati (3.10).
Oznaéime-li u* = PTx*, staéi urcit u* jako feseni rovnice

].:{,11_1>k = d1 (39’)
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“ . U . ~ ’
a polozit x* = Pu*. Zaved me si oznaceni

R, =(S,T), u= (Z) ,

kde S je reguldrni matice fadu r (s nulovymi prvky pod hlavni diagondlou), T je matice
typu (r,n — r), y je sloupcovy vektor typu (r,1) a z je sloupcovy vektor typu (n —r,1).
Kazdé teseni rovnice (3.9’), tj. rovnice

Sy+TZ:d1,

dostaneme tak, ze zvolime z a dopoéitame y = S~'d; — S™'Tz.
Zvolime-li z = o, dostaneme feseni

-1
u* — (S d1> ’ X* — Pu*,
o

které ma nejvyse r nenulovych prvku. Toto feSeni byva oznacovano jako zdkladni reseni
(v angli¢tiné ,,basic solution*). V. MATLABu dostaneme zékladni feseni, kdyz pouzijeme
piikaz x=A\b.

Jinou konkrétni volbou je feseni u*, které méd minimalni euklidovskou normu [ju*||
(anglicky ,,minimum-norm solution“). V tom ptipadé m4 také x* = Pu* minim&lni normu,
nebot permuta¢ni matice P je ortonormdlni, a proto ||[Pu*|| = ||u*|. Ukazme si, jak
muzeme FeSeni s minimalni euklidovskou normou urcit. Vyuzijeme toho, ze u je rezidum
preurcené soustavy n rovnic

(S_llT) z = (S;‘h) , (3.11)

kde I je jednotkovd matice fddu n — r a o je nulovy vektor typu (n — r,1). Protoze
sloupce matice soustavy (3.11) jsou linearné nezavislé, existuje jediné feseni z* minima-
lizujici euklidovskou normu rezidua u soustavy rovnic (3.11). z* uréime opét metodou
nejmensich étverci. Polozime-li pak y* = S7'd; — S™'Tz*, je

u = (y*> a x"=Pu*
z

hledané feseni soustavy rovnic Ax = b s minimalni euklidovskou normou.

3.3. Pouziti singularniho rozkladu

Reseni x* soustavy linearnich rovnic Ax = b metodou nejmensich ¢tvercii s minimalni
euklidovskou normou lze zapsat ve tvaru x* = A*b, kde A" je tzv. pseudoinverze ma-
tice A. V nasledujicim textu nejdiive zavedeme pojem singularniho rozkladu matice a po-
moci néj budeme definovat pseudoinverzni matici.

Singuladrni rozklad matice. Kazdou matici A typu (m,n) lze vyjadiit ve tvaru

A =UxVT,
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kde U = (uy,uy, ..., u,,) je ortonormdlni matice tadu m, V. = (vy,va,...,Vv,) ortonor-
malni matice fddu n a X je diagonélni matice typu (m,n),

Y = diag(oy,02,...,0,), p = min(m,n),

o1 209> -2 0, >0, 0r+1:UT+2:"':Up:O>

kde h(A) = r je hodnost matice A, viz napft. [55].
Vyjadieni A = UXVT se nazyva singuldrni rozklad matice A, o; jsou singuldrni ¢isla
a u; resp. v; jsou i—ty levy singuldrni vektor resp. i—ty pravy singuldrni vektor,

T T :
u;, A =o;v; , Av; = ou;, 1=1,2,...,p.

Singuldrni ¢isla jsou urcena jednoznacné, viz [11]. Singuldrni vektory jednozna¢né urceny
nejsou, jak plyne z vyjadienf A = Y7 | o;u;v]. Singuldrni{ rozklad m4 fadu vyznamnych

aplikaci, z nichz si nékteré ted uvedeme.

Vlastni cisla a vektory. Protoze
AATU =UZXET, ATAV = VTS

znamend to, ze matice AAT i ATA majf vlastni ¢isla 02, i = 1,2, ..., p, zbyvajici vlastni
¢isla téchto matic jsou rovna nule. K vlastnimu ¢&islu o? prislusi vlastni vektor u; matice
AAT a vlastni vektor v; matice ATA.

Necht A je vlastni ¢islo a x je odpovidajici vlastni vektor symetrické matice A, ||x|| = 1.
Pak lze ukdzat, ze A je redlné ¢islo, |A| = o je singuldrni ¢islo, pro A > 0jex =u=v
nebo x = —u = —v, pro A < 0 je x = u = —v nebo x = —u = v. Je-li A pozitivné
definitni matice, pak A\=cax=u=v.

Spektralni maticova norma je rovna nejvétsimu singularnimu ¢islu matice,

1A = oman(A) = o7 (3.12)
Skutecneé,
[Ax| |XVTx|| _ Xyl IZyll _ o
Ixlzo I1XI xjzo X ylzo VYl yize Y]]

ProtoZze o2 je nejvétsi vlastnf ¢islo matice AT A, plati také
[All2 =V Amaa (ATA). (3.13)

Nejlepsi aproximace matici nizsi hodnosti. Necht
q
A, = ZaiuiviT, q<r.
i=1
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V [30] je dokazano, ze A, ma hodnost ¢ a je nejlepsi aproximaci A mezi vSemi maticemi
hodnosti ¢ v nasledujicim smyslu:

min [|[A—-Bls=[|A-All=041 prog<r.
h(B)=q

Nejmensi nenulové singularni ¢islo o, 1ze proto povazovat za kvantitativni vyjadieni ztraty
hodnosti (v angli¢tiné ,rank deficiency“): o, je vzdalenost matice A od ,nejblizsi matice
nizsi hodnosti“. Je-li A regularni fadu n, pak o, vyjadiuje vzdalenost od ,nejblizsi sin-
gularni matice“, tj. o, je métitkem ztraty regularity.

Hodnost matice A v MATLABu dostaneme pomoci funkce rank (A) jako pocet nenulo-
vych singularnich ¢isel matice A.

Jadro a obor hodnot matice. Snadno se ovéri, ze obor hodnot R(A) = {Ax|x € R"}
a jadro N(A) = {x € R"| Ax = o}, jsou urceny takto:
R(A) =span(uy, ..., u,), N(A) =span(v,41,...,Vp).

V MATLABu dostaneme singularni rozklad matice A pomoci piikazu [U,S,V]=svd(A).
Funkce svd je zékladem dalsich funkci orth a null pro vypocet ortonormdlni baze v R(A)
av N(A).

Pseudoinverzni matice je definovana predpisem

AT =VIZTU",  kde Xt =diag(o;,...,0,,0,...,0).

Pro h(A) =n je AT = (ATA)"'AT. Skutetné, protoze

ATA = VT2V = Vdiag(o?,...,02) VT

rYn
je regularni,

(ATA)'AT = Vdiag(o, %, ..., 0, %)V Vdiag(ay, ...,0,)UT = AT.

rn

Je-li A reguldrni, pak zfejmé A+t = A~
Snadno se oveéif, ze ATA =T1"*" pro h(A) =n a AAT =TI"™" pro h(A) = m.
Pseudoinverzni matice AT se ¢asto definuje jako jedind matice X typu (n,m), kterd
splnuje ¢tyti Moorovy-Penrousovy podminky
i) AXA=A (iii) (AX)T = AX
(i) XAX =X (iv) (XA)T =XA

viz napf. [30].

Cislo podminénosti matice. Cislo podminénosti xy(A) matice A (v daldfm struéné
oznacované jako k(A)) definujeme jako podil nejvétsiho a nejmensiho singularniho ¢isla
matice A,

K(A) = 0maz(A) ) Omin(A) .
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Mé-1i matice A plnou sloupcovou hodnost, tj. kdyz h(A) = n, pak
K(A) = [|A] - [|AT], (3.14)

jak jsme uvedli v kapitole 3.1. Kdyz mé& matice A netplnou sloupcovou hodnost, tj. kdyz
h(A) < n, pak 0, (A) = 0, takze K(A) = oco.
V kapitole 3.2 jsme také uvedli, ze

k(ATA) = K*(A). (3.15)

To je ale piimy dusledek toho, Ze singuldrni éfsla matice AT A jsou kvadraty singuldrnich
¢isel matice A.

Reseni soustavy linearnich rovnic s minimalni euklidovskou normou. Pomoci
singularniho rozkladu dostaneme

[e[[* =[[T7x||* = [[UT (b — Ax)||* = [U" (b - UV x)||* = [ SV x - U'b|* =

= i(aiozi — ll,‘irb)2 + i (ll,‘zrb)2 s
=1

i=r+1
kde @ = VTx. Minimaln{ reziduum dostaneme, kdyz o = ulb/o; pro i = 1,2,...,r.
Jestlize zvolime of = O proi = r+1,7+2,...,n, pak také euklidovska norma ||x*|| = |||

MNC fegenf x* je minimélni. Pfitom
x* = Zoz:fvi = Z u/b/ov;=VEtU'b = A"b.
i=1 i=1

Existuji spolehlivé stabilni algoritmy pro vypocet singuldrniho rozkladu, viz napt. [30],
a jejich kvalitni implementace. V MATLABu vypocteme singularni rozklad pomoci funkce
pinv, piikaz x=pinv(A)*b dodd MNC feSeni s minimélni euklidovskou normou.

3.4. QR algoritmy

Uvodem pfripomenme, Zze QR rozklad nen{ jednoznaény. Skuteéné, necht A = QR, kde
Q je ortonormalni a R je horni trojihelnikové. Necht D je diagondlni matice, kterd m4a na
diagonale jedni¢ky nebo minus jednicky. Pak A = QR = QDDR = QR, kde Q = QD
je ortonormdlni a D = DR je horni trojihelnikova.

V této kapitole uvedeme tfi casto pouzivané QR algoritmy zaloZzené na

e Householderovych reflexich
e Givensovych rovinnych rotacich

e Gramové — Schmidtové ortogonalizaci
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Obecné nejlepsi je Householdertuv algoritmus, ktery proto rozebirdme pomérné po-
drobné. Zbyvajici dva algoritmy jsou pro nékteré typy matic také velmi uzitecné. Uvadime
je mimo jiné proto, ze Givensovy matice rovinnych rotaci i Gramtuv — Schmiduv ortonorma-
lizacni proces jsou vyznamné nastroje numerické matematiky, které nachazeji uplatnéni
nejen v metodé nejmensich ¢tvercu.

3.4.1. Householderuv QR algoritmus
je zalozen na pouziti Householderovijch reflektori, coz jsou matice tvaru
H=1-2ww’, (3.16)

kde w je vektor jednotkové délky, tj. ||w| = 1. Protoze H2 =1, je H = H™! = H”, takZe
H ortonormélni.

Geometricky je Hx zrcadlovy obraz x vzhledem k nadroviné span(w)* kolmé k w. To
je zfejmé z toho, ze ortogondlni projekce vektorti x a Hx do nadroviny span(w)* jsou
totozné: ortogondlni projekce P(x) = x — (wlx)w a ortogonalni projekce

PHx) = (I-2ww))x — (w/ (I -2ww!)x)w =x — 2(Ww' x)w + (W x)w = P(x).
Pro dany vektor x # o se vektor w Householderovy transformace (3.16) zvoli tak, aby
Hx = aeq,

kde « je skalar a e; je prvni sloupec jednotkové matice. Transformace Hx tedy anu-
luje vsechny slozky x s vyjimkou prvé. V tom je podstata Householderovy transformace!
Z rovnice (I — 2ww’)x = ae; plyne

2wix)w = x — ae; .

To ale znamend, ze w je nasobkem vektoru x — ae;, takze

I e
[x — ae]
Protoze H je ortonormalni, |o| = ||Hx| = ||x]|, tj. @ = £[|x]|. Abychom se vyhnuli tomu,
ze vektor x — ae; bude maly, zvolime o = —sign(z1)||x]|| a
X + fe .
w=— kde [ = —a =sign(x1)||x||.
EEpe an(e)lx]

Vsimnéte si, Ze kdyz chceme vypocitat Hx, nemusime matici H viibec sestavovat, nebot
Hx = (I-2ww!)x =x — \w, kde X\ =2w'x.

Vénujme se nyni uz popisu vlastniho Householderova Q)R algoritmu. V prvnim kroku
anulujeme poddiagonalni prvky prvntho sloupce a; = (a11,as1, .. ., amy,1)? matice A. Po-
kud as; = az; = -+ = a1 = 0, polozime H; =1, Ay = H{A = A a prvni krok je hotov.
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Je-li vSak alespon jeden z prvki asy, asy, - . -,

prvniho sloupce matice A pomoci Householderovy matice

H, =1-2w,w],

Pak v matici A; = H{A je agll) =

kde w; =

a; + fie
|ay + fieq]]’

p1 = sign(ay)|jas]| .

a1 nenulovy, anulujeme poddiagonélni prvky

—pB1 a zbyvajici prvky prvniho sloupce jsou nulové.

Predpokladejme, ze matice A byla transformovana v & — 1 krocich na tvar

Ay, =H,_ H, - -HA=

(k=1) (k=1) (k=1)

B |
0 ) a3
0 0 affi
0 0 0 - alV
0 0 0 iy
0 0 0 .- a7V

ak+1 n

A1n
(k—1)
i
k—1
Qsp,

(k 1)
A,
(k—1)

a,gfn b

Tato matice je horni trojuhelnikova az do sloupce k — 1. V k—tém kroku transformujeme

matici A,_; na matici

A =Hi A

tak, aby Ajx méla méla nulové poddiagondlni prvky v prvnich k& sloupcich. Pokud Ay
uz v k-tém sloupci pod diagonélou samé nuly mé, polozime Hy = I a k—ty krok je hotov.

Je-1i vSak néktery z prvki a1k, Grtok, - - -

matici
Hk =1- QWkwg s

vV némz
Zj

12

W =

a slozky vektoru zj jsou

0 pro i < k,

zgk) = (k Uy Br proi==k,
(k 1) .

;) pro i > k,

, G, i, Nenulovy, zvolime za Hy, Householderovu

(3.17)

m 1/2
By = sign <akk ) <Z[ (k= 1} ) . (3.18)

i=k

Neni obtizné provérit, ze matice Ay_; a Ay maji prvnich k — 1 radku a sloupcu stejnych.
Nuly pod diagonalou v prvnich k—1 sloupcich tedy zustavaji zachovany. V k—tém sloupci
matice Ay dostaneme na diagonale —f) a pod diagonalou samé nuly.

Necht ¢ = min(m
matici

R=HH,  --H,A=HA,

kde H = Hqu_1 e H1 s
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a odtud
A =QR, kde Q=H"=H,H,---H,.

Matici H muzeme pocitat tak, ze polozime H =1 a v k-tém kroku provedeme H := H,H.
Jestlize ma matice A plnou hodnost, tj. kdyz h(A) = r = p, kde p = min(m, n), pak také
h(R) = p a matice R mé na hlavni diagondle nenulové prvky. Jestlize vsak A plnou
hodnost nemd, tj. kdyz r < p, pak také h(R) = r, a to znamend, Ze na hlavni diagonéle
matice R jsou i nulové prvky. Vhodnym ptreusporadanim sloupctu matice A lze docilit
toho, ze diagonalni prvky ry;, ¢ = 1,2,... r, budou nenulové, a ze fadky r+1,7+2,...,m
matice R budou nulové.

Pivotovani po sloupcich. Za¢neme tim, ze si pfripravime permutac¢ni matici P = I,
kde T je jednotkova matice fadu n, do niz budeme zaznamenavat provedend prohozeni
sloupci. V k—tém kroku pak urc¢ime index s pivotniho sloupce tak, ze

Vs = max 7;, kde ;= Za?j : (3.19)
i=k

k<j<n

Jestlize v; = 0, je h(A) = k—1 a QR algoritmus kon¢i. Pokud ale v, > 0, prohodime k—ty
a s—ty sloupec matic Ax_; a P a teprve pak provedeme Householderovu transformaci.
Tak nakonec dostaneme

AP =QR. (3.20)
Cisla 7; se nemuseji pocitat v kazdém kroku znovu, vyuzijeme-li vlastnost:

pokud Q= ()1 pak [l = V[P - o®

ktera plati pro kazdou ortonormalni matici Q. Nyni jiz muzeme uvést

Algoritmus HQR (Householder QR)

1. Hi=1,p:=(1,2,...,n)", p:=min(m,n), r :=1p

2. for j:=1,2,...,ndo~;:=3_", a;; end

3. fork:=1,2,...,pdo

4. urcime s a ;s tak, ze v5 = maxg<j<n v

D. ifv=0,r:=k—1, goto 13, end

6. if s # k, prohodime v, < v, ap S ag a prp S ps, end

7. if Kk = m goto 13

8. vypocteme Wipi.m podle (3.17) —(3.18)

9. A[k:m,k:n} = A[k:m,k:n} - 2Wk[k:m} (Wg[k;m}A[k:m,k:nD
10, Hpem,1m) = Hikan,tim] = 2Wiigeon) (W gy Hikom, 1:m])
1. for j:=k+1,k+2,...,ndo v :=v; —aj; end
12. end
13. R:==A, Q:=H" P :=(ey,ep,...,€,)

K algoritmu HQR pripojime nékolik poznamek.
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1. V iddku 1 je I jednotkova matice fadu m.
2. Oznacili jsme A = (aj,a,...,a,).

3. Ajpmkin) je submatice A tvofend tadky K,k + 1,...,m a sloupci k,k +1,...,n,
podobné Hiy.p 1:m) T€SP. Wik j€ submatice H resp. subvektor wy.

4. V tadku 8 pii vypoctu wy vyuzijeme v (3.18) toho, ze [ = sign(akk)’yiﬂ.

5. V tddku 13 e,, je p;—ty sloupec jednotkové matice radu n.

6. 7 = h(A) je hodnost matice A.

Redukovany Householdertuv QR rozklad. Necht n < m, Q je matice tvorena prvnimi
n sloupci matice Q a Ry je ¢tvercovd matice tvorena prvnimi n fadky matice R, pak

Rozklad (3.21) byva v anglicky psané literatuie oznacovén jako ,economy size QR de-
composition“, tj. ekonomicky (tedy tisporny, redukovany) QR rozklad. Toto pojmenovani
se pouzivé také tteba v MATLABu: piikazem [Q,R,P]=qr(A) dostaneme tplny rozklad
(3.20), zatimco piitkazem [Q1,R1,P]=qr(A,0) dostaneme redukovany rozklad (3.21).

HQRe algoritmus (Householder QR economy)

dostaneme z HQR algoritmu nédhradou radku 1, 10 a 13,

. p=12....n)  pi=n,r:=n
10. qr ‘= €, for j = k, k — 1, ey 1 do qk[Jm] = Qk[]m} — (QWﬁ]m}qum])W‘]Um] end
13. R4 je prvnich n tddkt matice A, Q; = (qi1,92, ---,qn)

pricemz e, je k—ty sloupec jednotkové matice fadu m. Rozdil oproti algoritmu HQR
spociva v tom, ze v modifikovaném tadku 10 vytvarime k—ty sloupec q; matice Q. Ge-
neruji se tedy jen ty ortonormalni vektory, které jsou v Q;! Abychom pochopili fadek 10,
musime si uvédomit, ze

H,H, ;- -HAP = (e, ey,...,e,)Ry,
kde ej, j =1,2,...,n, je j—ty sloupec jednotkové matice radu m, takze

AP =H H,---H,(e,es,...,e,)R; = Q Ry,
a ze pritom

H1H2---Hnek:H1H2---erk, k:1,2,...,n.
K vypoctu q; podle radku 10 potiebujeme mit k dispozici vektory W), j = 1,2,..., k.

K tischoveé W 1.,) 1ze vyuzit poddiagonalni pozice matice A, v nichz by jinak byly nuly,
W] je teba ulozit zv14st.
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Pokud QR algoritmus pouzivame jen k nalezeni MNC feseni SLR, v algoritmu HQR
zménime tadky 1,10 a 13,

1. d:=b,p:=(1,2,...,n)T, p:=min(m,n), r:==p
10. d[k;:m] = d[k:m} — (QWzﬂ[k:m]d[k:m})Wk[k:m}
13. R1 = A[l:r,l:n]a d1 = d[lﬂ, P = (epl, em, oy epn)
a MNC feseni soustavy Ax = b dostaneme jako klasické feseni soustavy Ri{P7x = dj,
viz kapitola 3.2.

Zaveér. Householderuv QR algoritmus je povazovan mezi () R algoritmy za nejlepsi. Pouziva
ho také funkce qr v MATLABu. Pro specialni typy matic vSak muze byt néktery z dalsich
znamych QR algoritmu efektivnéjsi.

3.4.2. Givensuv QR algoritmus

Vsimnéte si, ze matice

o=(2 )

je ortonormalni, kdyz ¢ + s? = 1. Tato matice se nazyva matice rovinné rotace, protoze
¢isla ¢ a s jsou kosinus a sinus néjakého uhlu, o ktery se vektor x rovinné otoci, jestlize ho
matici G vyndsobime. Bud x = (1, 79)” # o. Jestlize polozime ¢ = z;/||x||, s = xo/|x]|,
splnuji ¢isla ¢ a s potfebnou rovnost a plati

e (/I3 _ (Il
—a122/||X[| + 122 /[x]| 0
Prave v tom je smysl pouziti matice rovinné rotace, totiz anulovat druhou slozku vektoru.
Bud a; prvni sloupec matice A. Chceme nejdifve vynulovat jeho druhy prvek ¢ili prvek

az matice. Je-li jiz ag; = 0, neprovadime nic. V opaéném pifpadé pro d = /a3, + a3,
polozime

all/d a/21/d 0 . 0

—agl/d an/d 0 .0

Gy =| 0 0 1 .0
: : : .0

0 0 0 1

a provedeme soucin Goi A. Protoze Goja; je vektor, jehoz druhd slozka je nulova, anulovali
jsme prvek ao;.

Jako dalsi budeme anulovat tieti prvek prvniho sloupce matice GoiA. Jeji prvky
ozna¢ime zase jen a;;, abychom nekomplikovali oznaceni. Je-li az; # 0, polozime nyni
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d = +/a?, + a3 a zavedeme dals{ ortonormdln{ matici

an/d 0 &31/d 0 0

0 1 0 0 0

—a31/d 0 an/d 0 0

Gai=| 0o o0 o0 1 0
: : : : 0

0 0 0 0 1

Po vyndsobeni touto matici bude v poloze (3,1) nulovy prvek, a jak snadno zjistime,
v predchozim kroku anulovany prvek v poloze (2, 1) zustane nulovy. Tak pokracujeme, az
vynulujeme vSechny prvky prvniho sloupce.

Podobné anulujeme prvky pod diagonalou v dalsich sloupcich, obecné prvek a;;, # 0
anulujeme vynasobenim matici Gy, kterou dostaneme z jednotkové matice I fadu m
takto:

. . Jkk ‘=  Cik, Gki ‘= Sik,
Gy =1, pakv Gy = {gjg}g’fz:l zménime - -
Jik ‘= —Sik;,  Gii ‘= Cik,
pricemz ¢y = agx/d, six = ag./dad = \/aik + a?k. Dulezité je, ze jednou anulované pozice
zustavaji nulové. Pokud a;, = 0, klademe Gy, = 1.
Matice Gy jsou znamé jako Givensovy matice rovinnych rotaci. Oznacime-li

Gi=GuGno1k-.-Griir, k=1,2,...,¢=min(m—1,n),
muzeme psat
G,G,1...GiA=R.

Piitom R je horni trojuhelnikova matice a G = G,G4—; ... Gy je matice ortonormalni.
Oznaéime-li Q = G7T, pak z rovnosti GA = R plyne A = GTR = QR.

Pivotovani. Pti anulovani prvkia k-tého sloupce je vhodné provadét pivotovani: zvysime
tim odolnost QR algoritmu vuci zaokrouhlovacim chybam a zajistime, aby 7y, # 0 pro
k=1,2,...,r,kder = h(A) je hodnost matice A. K dosazeni tohoto cile pouzijeme sloup-
cové pivotovani. Postupujeme analogicky jako pii pivotovani v Householderové metodé,
viz (3.19), (3.20).

Zaveér. Givensuv QR algoritmus je vyhodny v ptipadé, kdyz matice A ma pod hlavni
diagondlou malo nenulovych prvku v predem zndmych pozicich (i, j) a neprovadi se pivo-
tovani. Pak totiz staci pouzit jen ,cilené* Givensovy rotace Gy;. Je-li vSak A plnd matice,
dame prednost Householderové QR metodeé.

3.4.3. Gramuv-Schmidtiv QR algoritmus

Necht a;,ay,...,a, jsou linedrné nezavislé vektory. Nasim cilem je setrojit ortonor-
malni vektory qi, qs, . . ., q, tak, aby span(qy, qs, . . .,q,) = span(ay, as, ..., a,). q; dosta-
neme normalizaci aj, tj. q; = a;/||a;||. PFedpoklddejme, Ze jsme uz sestrojili ortonormaln{
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vektory qi,qQs, ..., qx_1 s vlastnosti span(qi,qs,...,qr_1) = span(a, as, ..., a5 1). Nej-
diive najdeme vektor q = a — Zf;ll 7;kq;, ktery je ortogondlni ke kazdému z vektoru
qi, = 1,2,...,k — 1. Z podminky (q,q;) = 0 dostaneme 7, = (ax, q;). qx obdrzime
normalizaci q, tj. qx = q/||q]|. To je

Klasicky GSQR algoritmus (Gram-Schmidt QR)

r1 = |las]], qu = ai/rn

for k:=1,2,...,ndo
fori:=1,2,...,k—1do ry = (ar,q)
N k—1
q = ag — Zz‘zl Tikqi
ree = |All, dr = A/Tkk

end

AN o

Z tadku 4 a 5 plyne

k
ak:Zrikqi, k=1,2,...,n.
i=1

Jestlize A = (aj,ay,...,a,), Q1 = (q1,92,-..,4q,) a jestlize Ry je horni trojihelnikova
matice fadu n, jejiz naddiagonalni prvky r; jsou definovany GSQR algoritmem, pak
ziejmé A = QR je redukovany ()R rozklad matice A.

GSQR je standardni Gramuv — Schmidtuv algoritmus. Existuji alternativni formulace,
které maji lepsi numerické vlastnosti. Nejzndméjsi z nich je modifikovany Gramuv-Schmid-
tuv algoritmus.

GSMQR algoritmus (Gram-Schmidt modified QR)

1. ry=|a, a1 :==a1/rnn

2. fork:=1,2,...,ndo

3. q:=ay

4. fori:=1,2,....k—1do
5. Tik = (4, q;)

6. q:=q— T

7. end

8. Tk = ||dl]

9. Ak = Qq/Tkk

10. end

Podstatou modifikace je vyuziti vztahu 7y = (ag, q;) = (ag — 23;11 Tk, A )-

Pokud matice A nema plnou sloupcovou hodnost, muzeme pomoci sloupcového pivo-
tovani algoritmus upravit tak, aby rx, # 0 pro k = 1,2,...,7, kde r = h(A) je hodnost
matice A.
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4. Aproximace funkci

Aproximovat funkci f(z) znamend nahradit ji funkei ¢(z), kterd je k f(x) v jistém
smyslu blizkd. Piseme ¢(z) ~ f(x). Budeme se zabyvat dvéma zdkladnimi typy aproxi-
mace, a to interpolaci a metodou nejmensich ¢tvercu.

Interpolace je takova aproximace, piiniz ¢(z) nabyva v zadanych bodech x; predepsanych
hodnot y; = f(z;). Nékdy navic zaddme, aby funkce ¢ a f mély v bodech z; také
stejné derivace. Interpolaci je vénovan odstavec 4.1.

Metoda nejmensich ctverci je takova aproximace, pii niz ¢(x) ,,prokladame* mezi zada-
nymi body [z;, y;] tak, aby ,vzdalenost* funkei f a ¢ byla v jistém smyslu minimélni.
Je pritom charakteristické, ze funkce ¢ body [z;, y;] neprochézi. Metoda nejmensich
¢tvercu je vylozena v odstavei 4.2.

Aproximaci ¢(z) pouzijeme k piibliznému vypoctu hodnot funkce f(x), tieba pii vy-
kreslovani ¢ ~ f. Je zddouci, aby vypocet ¢(x) byl ,jednoduchy*. Proto se ¢ ¢asto hleda
ve tvaru polynomu.

Obecné, p(z) se pouziva k feseni tloh, v nichz vystupuje funkce f, kterou je ucelné
nebo dokonce nezbytné nahradit jeji vhodnou aproximaci ¢. Jako piiklad uvedme vypocet
derivace nebo ur¢itého integralu: f’(z) nahradime pomoci ¢'(z) a ff f(z) dx nahradime

pomoci f; o(z)dz.

4.1. Interpolace

Interpolacni funkci p(x) vybirdme z vhodné tiidy funkci. Omezime se na nejbéznéjsi
pripady, kdy ¢ je algebraicky polynom (kapitola 4.1.1), po ¢astech algebraicky polynom
nebo-li splajn (kapitola 4.1.2) a trigonometricky polynom (kapitola 4.1.3). V kapitole 4.1.4
se pak struc¢né zminime o interpolaci funkeci vice proménnych.

4.1.1. Polynomicka interpolace

Predpokladejme, ze jsou dany navzajem ruzné body

T, X1y e ey Tp T #x; Pro i #j,

fikdame jim také wzly interpolace, a v kazdém z nich je predepsana hodnota y;. Hledame
interpolacni polynom P, (x) stupné nejvyse n, ktery spliuje interpolacni podminky

P.(x;) =y, 1=0,1,...,n. (4.1)
Jestlize

Po(z) = ag + a17 + agx® + - - - + a,z”, (4.2)
pak lze koeficienty a;, i = 0,1, ..., n, ziskat feSenim SLR

Va=y, (4.3)
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kde

Lz x5 -+ g Qo Yo
1 = x% R a Y1
1 x9 22 --- 27 a
V = 2 Ty 2 |, a= 21, y=|%
2 n
1 z, = T, an, Un

Matice V je znama jako Vandermondova matice. Vandermoduiv determinant

detV = H (x; — ;)

0<i<j<n

je pro navzajem ruzné uzly nenulovy. SLR (4.3) m4 tedy jediné feseni. Vypocet koeficientu
a;, i =0,1,...,n, je ale pomérné pracny, vyzaduje totiz O(n?) operaci. Hodnotu P, (Z)
polynomu P, v bodu & ur¢ime Hornerovym schématem pomoci O(n) operaci.

Lagrangetiv tvar interpolacniho polynomu ma vyjadieni
Po(z) = yolo(x) + yila(z) + -+ - + yulu(z) = Zyzfz(@ ; (4.4)
=0

kde ¢;(x) jsou tzv. fundamentdlni polynomy definované predpisem

(x—xo)(x—21) ... (x — i) (x — w441) ... (T — )

Snadno nahlédneme, ze
1 pro k =1, —_—
Ei(:pk)—{o pro k£ 1. i,k=0,1,...,n, (4.6)
takze interpolacni podminky P,(zy) = > 1 yili(xx) = Y, k = 0,1,...,n, jsou splnény.
Interpolaéni polynom je daty [z;, ], ¢ = 0,1,...,n, uréen jednoznacéné. Skutecné,
jsou-li P a @ interpolaéni polynomy spliujici interpola¢ni podminky P(z;) = Q(x;) = i,
pak polynom P — @ je roven nule v uzlech xg,z1,...,z,. AvSak polynom stupné nejvyse

n nemuze mit vice nez n korent, pokud se nerovna identicky nule. V nasem piipadé proto
nutné P—@Q = 0 a tedy P = ). Tim je jednoznacnost interpola¢niho polynomu dokazana.

Priklad 4.1. Uréime interpolaéni polynom pro data predepsana tabulkou

—1 1 2 3

X

Y; -6 -2 -3 2
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Nejdrive ziskame fundamentalni polynomy

__=NE=2)@=3) 1 5
lo(x) = _1_1)(_1_2)(_1_3)——ﬂ(1‘ — 62"+ 11z — 6) ,

(@ =2 =8) 1y ol

l(z) =

)
1+1)(1-2)(1-3) 4
@+ DE-DE-=3) 1 5 .,
L) = Gie-neos ~ 3@ ¥ et
CEHDE D) 1,

CB+DB-1B-2) 8
a pak sestavime interpolacni polynom
Py(z) = =6 - lo(z) —2-£1(x) — 3 - lo(z) +2 - l3(x) = 2° = 32* + o — 1. O

Hlavni prednosti Lagrangeova tvaru interpola¢niho polynomu je jeho elegantni forma.
Pouziva se proto zejména v teoretickych tivahach. Pro praktické pouziti vSak idealni neni.
Upozornéme na dva jeho hlavni nedostatky:.

(a) Priddme-li dalsi uzel x, 1, musime prepocitat vsechny fundamentalni polynomy.

(b) Pocet operaci potiebnych k vypoctu hodnoty P,(Z) je pomérné znaény, vyzaduje
O(n?) operaci.

Uvedené nedostatky 1ze prekonat pomoci barycentrické interpolacni formule. Dalsi moznosti
je pouziti Newtonova interpola¢niho polynomu.
Barycentricka interpola¢ni formule. Lagrangeovy fundamentalni polynomy ¢;(z) lze

vyjadrit ve tvaru

fz(ﬂf) = P10 (x) Wy,

r — I

kde

Lagrangeuv interpolacni polynom (4.4) proto muzeme zapsat ve tvaru

Po() = waya(2) Y ys
=0
Protoze interpolaéni polynom P, interpoluje funkci f(z) = 1 ptresné, plati

w

i
T —T;

n

1= wp(0) Y — (4.8)

T —x;
i=0 v
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Délime-li (4.7) vyrazem (4.8), ¢len w,.1(x) se zkrati a dostaneme barycentrickou inter-
polacni formuli

;) T x‘yi
Po() = =

2.

i=0 L — L

, x#£x, 1=0,1,...,n. (4.9)

Vypocet ciselnych koeficientt w;, i = 0,1,...,n, vyzaduje O(n?) operaci. Vypocet P,(Z)
provedeme pomoci O(n) operaci. Pfidani dalsiho uzlu z,,,; znamend prepocitani koefici-
entu w;, i =0,1,...,n, coz si vyzada pouhych O(n) operaci.

Newtontuv tvar interpolacniho polynomu.
P,(z) = ap+a1(x—xo)+as(z—x0)(z—21)+ - -+a,(x—z0)(x—21) - - - (T —2p—1) . (4.10)

Ptidén{ dalsiho uzlu z,1 je snadné, k P,(z) staci pricist jeden dalsi ¢len, nebot
Poii(x) = Py(z) + ant1(z —xo)(x — 1) - -+ (T — 2p)

Hodnotu z = P,(Z) spo¢teme zobecnénym Hornerovym schématem:
z:=ap,apakproi=n—1n—2,...,0 pocitej z := 2(Z — x;) + a; . (4.11)

Koeficienty a; lze vypocitat piimo z interpola¢nich podminek (4.1). Piislusnd SLR
Ka=y

mé dolni trojuhelnikovou matici soustavy,

1 0 0 0
1 1 — X 0 0

K = 1 To — X (1'2 - l’o)(ZL‘Q - 1'1) 0 ,
1wy —ay (w0 —ao)(we —m1) - [[1g (@0 — o)

takze a ziskdme pomoci O(n?) operaci.
Koeficienty Newtonova interpola¢niho polynomu lze efektivné spocitat pomoci tzv.
pomérnyjch diferenci.

Pomeérné diference. Zacneme tim, ze z bodu {(z;, y;)}, vybereme libovolnych k + 1

navzajem ruznych bodu {(z;,, yij)}?zo, 0 < k < n, a zkonstruujeme interpolacni polynom

Piyiy..i,, stupné k spliujici interpolacni podminky
Pigiy..in(75;) = Yi, i=0,1,... k. (4.12)
Polynom P;;, ,, lze urcit rekurzi
P () = Yio, (4.13a)
(- wz‘o)Pz‘l...ik (z) = (z — xik)Pioil...ik_l(fL').

Pioz'l...ik (95) =

(4.13b)

.I'Z'k — T,

75



Skutecné, snadno ovéiime, ze P, ;, spliuje podminky (4.12).
Vsimnéte si, ze oba polynomy P, i, & Piiy..i,_y4, maji kofeny x;,, iy, ..., @5 -
Proto existuje jednozna¢né definovany koeficient a,y;,. i, takovy, ze

F)ioil---ik (ZL‘) = Hoil---ik—l(x) + igiy ..y (ZL‘ - xio)(x - xil) s ("L‘ - xik—l)' (414)
Oznacime-li a;, = P, (z), dostaneme
Bigiy...ir () = g + Cigiy (€ = Tig) 4+ -+ igiy iy, (T — Tig ) (€ — 24y ) - (& — 25, ). (4.15)
Srovnanim koeficientii u z* na levé a pravé strané vyrazu (4.13b) obdrzime

Qiin..ipy — Qigiy..ip_
aio’il...ik - : . (416)
i, — l’io

k
Koeficient a;y;,. 4, je zndm jako pomérnd diference. Pii obvyklém znaceni
P[xioa Liyye - 7xik] = Qigiy .0y,
tak dostaneme rekurenci
P[xio] = Yigs
P[xl-l,xb, ceuy l’lk] — P[ZCZ‘O, xim Ce 7xik71] (417)

P[IL‘iO,l'il,...,ZL'ik] =  — .
ik )

Jestlize v (4.15) zvolime k=n, i; =7, j=0,1,...,n, dostaneme pro P,, = Py, vyjadieni
P,(z) = Plxo]+P[xo, x1](x—x0)+- - -+ Plxg, 21, . . ., xp)(x—20) (x—21) . . . (T—2p—1), (4.18)

znamé jako Newtonuv tvar interpolacniho polynomu. Pritom

P i— e Z—P P N
P[ZL‘Z‘_k, Li—k+1y-- -3 Li—1, {L‘Z] = [1' bt z ] [1' b z 1] . (420)
Ty — Ti—k
Oznacime-li Py, = Plx;_j, Ti 41, .- -, %], pak
P,(z) =ao+a1(x —x0) + -+ an(x —x0)(x — 1) ... (T — Tp1), (4.21)
kde a; = P;;, 1 = 0,1,...,n. Tyto koeficienty pocitame rekurzi
Py = yi,
Pyr1—P 14 1=0,1,...,n. 4.22
Py, = =W Ll =124 (4.22)
Ty — Tij—k

Algoritmus vypoctu pomérnych diferenci
prot=20,1,...,n provadéj:
Py =y
pro k=1,2,...,1 proved :
Py = (Pij-1— P_1j-1)/(x; — zi_y)
konec cyklu k

konec cyklu 7.
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Vypocet lze prehledné zaznamenat do tabulky

zo | Poo

1 | Po Pn

Ty | Poo P Pa

x3 | P3g P31 P3o Psg

Tn PnO Pnl Pn2 cee Pn,nfl Pnna

kterou vyplnujeme po fadcich. Urceni pomérnych diferenci Py, ¢« = 0,1,...,n, vyzaduje
O(n?) operaci.

Priklad 4.2. Sestavime Newtonuv interpolacni polynom pro data z prikladu 4.1. Prubéh
vypoctu zaznamenavame do tabulky. Dostaneme

zr; | Po P1 Po B

11| —6 = a = —6
11-2 2 = a = 2
21 -3 -1 -1 = a = -1
30 2 5 3 1 = a3 = 1,

takze Py(z) = —6+2-(z+ 1)+ (-1)-(z+Dz-1)+1-(z+1)(z—1)(x—2).
V bodé z = 0,5 podle (4.11) vypocteme

Ps(05) = ((1-(05—2)—1)- (05 —1)+2)- (0,5+1) —6 = —1,125.

Kdyz pridame dalsi uzel x4 = 0 a v ném predepiSeme hodnotu y, = 2, stac¢i dopocitat
jeden tadek tabulky. Dostaneme

$4‘P40 Py Py Py Py
02 0 25 05 —05 = a = -05,

a tedy Py(z) = P3(z) + (—0,5) - (x +1)(z — 1)(x — 2)(x — 3). O
Chyba aproximace interpolacnim polynomem. Nejdiive zavedeme nasledujici

Oznaceni. Symbolem C'(a, by budeme znacit mnozinu vsech funkei, které jsou v intervalu
{a,b) spojité, a symbolem C*(a, b) pak mnozinu viech funkei, které jsou v intervalu {(a, b)
spojité spolu se svymi derivacemi az do fadu k véetné. Pro k = 0 zfejme C%{a, b) = C(a, b).

Predpoklddejme, ze ¢isla y; nejsou libovolnd, ale ze y; = f(x;) jsou hodnoty funkce f
v uzlech interpolace. Pak nas jisté bude zajimat chyba

En(z) := [(2) = Pa(T)
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ve zvoleném bodé z. Pro z = x; je E,(x;) = 0. Jaka je ale chyba mimo uzly interpolace?

Necht tedy z je libovolny bod, I[zg,..., T, Z] je nejmensi interval obsahujici uzly
interpolace a bod Z, a necht f € C""(a,b), kde (a,b) D I[zg,...,z,, T]. Pak pro chybu
E,(z) plati

8

—~

. . ) .
En(7) = [(7) = Pu(T) = mwnﬂ(l“), (4.23)
kde wpi1(z) = (z —zo)(x —21) ... (x — x,) a & = £(T) je (blize neurceny) bod z intervalu
I[xg, ..., x,, T|. Zapisem £ = £(Z) ptitom chceme zduraznit, ze poloha bodu £ zavisi nejen

na funkci f a na interpolantu P,, ale také na zvoleném bodu z.

Diikaz. Hledejme konstantu K takovou, pro kterou ma funkce
F(z) = f(z) = Pu(z) — Kwnya(2)

kofen z, tj. plati F'(Z) = 0. Jestlize takova konstanta existuje, pak F'(x) ma n + 2 kofent

T, L1, .., Ty, TV I[Tg, ..., T, Z]. Opakovanym pouzitim Rolleovy véty? zjistime, ze F'(z)
m& v uvazovaném intervalu alesponn n + 1 kotenu, F”(x) alesponn n kofenu az koneéné
FOHD () ma v Iz, ..., x,, 7] alespon jeden kofen &. Protoze P+ (x) = 0,
(n+1)
(1) (e\ _ plntl) gy | L U
FON(e) = 1€ = K(n+ DE, - takae K =
Fmo(e)
Pomeérnou diferenci f[zo, 21, . . ., x| funkce f definujeme pomoci predpisu (4.19) a (4.20),

v nichz misto y; piseme f;, kde f; = f(x;), a misto P piSeme f, tj.

fl@icksts - 2] — fl@icg, .-, @)
Ty — Ti—k

f[%] = fi, f[l'i—kaxz‘—k:—l—la e ,%—1,%‘] =

Zvolime-li x, 11 = Z, fui1 = f(Z), pak z Newtonovy formule (4.18) plyne

f(Z) = P (Z) = Po(Z) + flxo, 21, - -, Tp,y Tlwn1(T).

Porovname-li tento vztah s (4.23), dostaneme

Jer(€)
f[l'o,xl,...,xn,i'] = m pro néjaké é- - [[l'o,...,l'n,.i']. (424)
Chybu interpolace tedy muzeme zapsat také ve tvaru
E.(%) = f(Z) — P,(%) = f[xo, 21, ..., Tp, T]wni1(T). (4.25)
Z (4.24) také plyne
ARG o
flzo,x1,. .., xn) = ‘ pro ngjaké & € I[xg, x1, ..., T, (4.26)
n!

Nésleduje nékolik poznédmek.

2Rolleova véta. Jestlize f € Cl{a,b) a f(a) = f(b), pak existuje alespoii jedno c € (a,b) takové, Ze
f'(c) =0.
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1) Jestlize M, je takova konstanta, ze | f" ()| < M,41 pro kazdé x € (a,b), pak

M,
L max |wng (7). (4.27)

B, (7)] < —t
Ea@)l s Gy e

Odhad (4.27) je vsak obvykle ptili§ pesimisticky.

------- n=12
n=18
-~ \ _ -
\:./ -~ - se” -~ SN2
| | |
-0.5 0 0.5

Obr. 4.1: Graf funkce |wp4+1(z)|

2) Jestlize ma funkce f(x) derivace vSech Fadu ohrani¢ené stejnou konstantou, pak pro
dostatecné velké n je chyba libovolné mala.

Priklad 4.3. Pro f(x) = sinz lze vzit M, = 1, proto

b— n+1 bh— n+1
|En ()] < (b—a)™ D4 se dokézat, ze b=a™ —0 pro n— oo,
(n+1)! (n+1)!
takze P,(xz) — f(z) pro kazdé x z libovolného koneéného intervalu (a,b). O

3) Jestlize interpolacni polynom pouzivame k vypoctu hodnot interpolované funkce
vné intervalu (zy, x,), fikdme, Ze provadime eztrapolaci. V tomto piipadé muze byt
chyba aproximace velkd, nebot hodnota |w,,1(z)| rychle roste, kdyz se x vzdaluje
od x( doleva nebo od x,, doprava.

4) wpy1(x) muze nabyvat velkych hodnot také uvnitt intervalu (xg, x,,), zejména kdyz
jsou uzly x; rozmistény rovnomérne, tj. kdyz z; = xg + th, kde h je pevné zvoleny
krok. Na obr. 4.1 vidime, ze ve stfedu intervalu (xg, z,,) nabyva |w,1(z)| nejmensich
hodnot, v blizkosti stfedu krajnich intervalu, zejména intervali (xg, z1) a (x,_1, ),
je vsak hodnota |w,1(z)| znaéna. Toto chovani polynomu w,, () se promitne i do
prubéhu interpolantu P,(z).

Piiklad 4.4. Sestrojime interpolac¢ni polynom Rungeovy funkce

B 1
© 14 2522

f(x)
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1 | =—1/1+25x3) | ::
st 4

-1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 4.2: Interpolaéni polynom Rungeovy funkce

na rovnomérném déleni intervalu (—1,1).

Jde o znamy priklad, na kterém se demonstruje, ze pro rostouci pocet dilku chyba
interpolace neomezené roste. U

Proto

pouzivani interpolacnich polynomi vysokych stuprniu obecné nelze doporucit.

Vhodnou volbou interpola¢nich uzli vsak muzeme chybu interpolace zmensit. Na
intervalu (a, b) je optimalni zvolit

a+b n b—a
2 2

Xr; = fi, ’i:O,l,...,n,

kde tzv. Cebysevovy uzly

jsou kofeny Cebysevova polynomu T, 1(€) = cos((n + 1) arccos €). Pomoci trigono-
metrického vztahu

cosa + cos f = 2COSa+ﬁ cos&_ﬁ
2 2
dostaneme rekurentni predpis
To(g) =1, Tl(g) = ¢, Tn-i-l(g) = 2§Tn(£) - Tn—l(g)’ n=12... (428)
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Odtud wn-l-l(g) = H:L:O(é - gz) =27 n+1(£)7 takze

()] < = (=)
max |wpr1(2)] < — ,
z€{a,b) 1 AL 2

takze podle (4.27)

b—a ntl Mn+1
E,(z) <2 .
<2 (130) oy

Hermitova interpolace. Necht zg, x4, ..., 2, jsou navzdjem rizné body. V kazdém uzlu
x; je zadadno a; + 1 cisel yl-(o), yl-(l), ooy~ Oznaéme a = n+ Y oy Pak Hermitovym
interpolacnim polynomem nazveme polynom stupné nejvyse «, ktery spliuje interpolacni

podminky

— P(z)=9y",  j=01,..., 4, i=01,...,n. (4.29)

o , .. .. 0 ,
Nultou derivaci ptfitom rozumime funkéni hodnotu a znacime yl( ) = yi, t = 0,1,...,n.

Ukazme si, ze existuje jediny Hermituv polynom spliujici podminky (4.29). Dikaz pro-
vedeme ve dvou krocich.

(a) Jednoznacnost dokdzeme sporem. Predpokladejme, ze existuji dva polynomy P, a Q,
spliujici interpolaéni podminky (4.29). Pak F, = P, — @), je polynom stupné «, ktery
méa a + 1 kotenu. To je ale mozné jediné tehdy, kdyz F|, je identicky roven nule neboli
kdyz P, = Q..

(b) Ezistence. Staci ukazat, ze matice soustavy rovnic (4.29) je reguldrni. Dikaz prove-
deme sporem. Kdyby matice soustavy (4.29) reguldrni nebyla, pak bychom pro nulovou
pravou stranu soustavy (4.29) dostali nekoneéné mnoho ruznych feseni, coz je spor s jed-

noznacnosti. O
Jestlize
G _ Yo - i
Y = —f(x;), i=0,1,...,04, 1=0,1,...,m, (4.30)
dx’

fikdme, ze P,(x) je Hermituv interpola¢ni polynom funkce f(x).

Necht Z je libovolny bod, I[z,...,z,,Z] je nejmensi interval obsahujici uzly inter-
polace a necht f € C""'(a,b), kde (a,b) D I|xg,...,T,,Z]. Pak pro chybu Hermitovy
interpolace v bodé x plati

f(z) — Py(7) = LQH)(O (T — z0)* (T — )t (T — 2T (4.31)
o @t 0 1 e n ) .
kde £ = £(7) je ngjaky bod z intervalu I[zg, ..., x,,Z]. Dukaz lze provést stejné jako pro

Lagrangeovu interpolaci, viz dukaz (4.23).
Hermituv interpola¢ni polynom P,(z) = Y 5_, axz" lze urcit fesenim soustavy a + 1
rovnic (4.29) pro nezndmé koeficienty {ag}¢_.
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Priklad 4.5. Sestrojime Hermituv interpolac¢ni polynom pro data podle tabulky

| Y Yoy
Tedy zg = —1, ag = 2, y(()O) =2, yél) =4, yéQ) =12,
112 —4 12
= 1,04 =1, y%o) =2, yil) = 4
1] 2 4

Protoze je predepsano celkem 5 podminek, Hermituv polynom navrhneme jako polynom
stupné o = 4. Abychom si usettili praci, zapiSeme ho ve tvaru mocninného rozvoje okolo
toho bodu, v némz je predepsan nejvétsi pocet podminek, v nasem ptipadé tedy okolo
zo = —1. Pak

Puz)=a+bx+1)+clz+1)?+dx+1)>+e(z+1)*.

Koeficienty a, b, ¢ ziskdme snadno. Z podminky P,;(—1) = 2 okamzité dostaneme a = 2.
Podobné z podminky P;(—1) = —4 obdrzime b = —4, a protoze P} (—1) = 2¢, z podminky
P/ (—1) = 12 dostaneme ¢ = 6. Déle
P(1)=2-4-246-2°+d-2°+e-2' =2 = 8d + 16e = —16,
Pi(1)=—4+2-6-2+3-d-2°+4-¢-2°=4 — 12d + 32 = —16.

Tuto soustavu vytfesime a dostaneme d = —4, e = 1. Tedy

Pyz)=2—4(x+1)+6(x+1) -4z + 1)+ @+ =2*-1. O

Dalsi moznosti je vyjadieni Hermitova interpola¢niho polynomu pomoci zobecnénych
pomérnych diferenci.

Newtonuv tvar Hermitova interpola¢niho polynomu. Pomoci uzlu zg,zq,...,7,
a odpovidajicich hodnot fy = f(x¢), f1 = f(z1),..., fn = f(z,), definujeme posloupnost
bodu [Xo, Fo], [Xl, Fl]a cey [Xaa Fa] takto:

([X07 FO]a [Xh Fl]a ) [Xou Fa]) =
(L'L‘Oa fO]) R [l'Oa fOla\xla fl]a ) ["L‘h fll) s al’rTu fn] ) ["L‘na fnl)
(ap +1,)—krét (a1 +‘1r)—krét (anJr\lr)—krét

Jestlize By =0, B; = Bi1 + (i1 +1),i=1,2,...,n, pak
[XkaFk]:[xzafz] pro ]{]:ﬁ“ﬁz—Fl,,ﬁz—'—Oé“ ’i:O,l,...,n.

Necht X (t), k=0,1,...,a, jsou funkce definované a spojité na intervalu (0, 1), splaujici
nasledujici t¥i podminky:

(1) limy o+ Xk(t) =Xpprok=0,1,...,q,
(2) X(t) # Xo(t) pro t € (0,1), k, £ € {0,1,...,a}, k #¢,

(3) Xu(t) € I[zg,x1,...,zp] prot € (0,1), k=0,1,...,a.
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Funkce )N(k(t), k=0,1,...,«, lze zvolit treba takto:
X (t) =x; + ()7h m__it =01 1 =0,1
4 = T; S(1 s =U,L,...,0, 2=0U,1,...,N,
kde

s(i) =

1 proi=0,1,...,n—1 ]
s Pin = min{z, —z, |0 <r s <n,z, >z}

—1 proi=n.

Jestlize Fyy(t) = f(Xi(t)), t € (0,1), k=0,1,...,q, pak
[Xk(t),ﬁ’k(t)} S Xk F] prot— 0t k=0,1,...,a.

Body {[Xk(t), Fr(t)]}¢_, t € (0,1), urcujf interpolaéni polynom
pa(l',t) = do + &1(1’ — Xo) + -t &a(l' — Xo)(l' — Xl) c. (.I' — Xafl),

kde a, = f[)?o,)g,...,)?k], k = 0,1,...,a. Nasim cilem je urc¢it Hermituv polynom
P,(z) = limy_,o+ P,(z,t). Musime proto zjistit, cemu se rovna zobecnénd pomérnd dife-
rence

FlXkwr -, Xl = Tim X o(8), ., Xe(B)]-

t—0+
Ziejme f[X| = Fi, k=0,1,..., a. Jestlize X}, # X;_,, pak

S X—sq1s o, Xo) = f[ Xy, Xiomt]

stast 7"'7X77X = )
f[ k k—s+1 k-1 k] Xk_Xk‘fs

a kdyz X,_,= Xy =x;, pak zobecnéna pomérna diference

4)(z,
f[Xk:—sa"')Xk]:f[xiaxia'-'axi]:f (l )a
SN————r S!
(s+1)-krat

jak plyne z (4.26). Oznacime-li Py = f[Xp s, ..., Xi], pak ar = P

Shrnuti. Newtonuv tvar Hermitova interpolacniho polynomu

P,(z)=ay+ai(z — Xo) + -+ aa(rz — Xo)(x — X1) ... (2 — Xoe1), (4.32)
kde ap = Pip, k= 0,1,...,a. Pomérné diference P, pocitame rekurenci
PkO = Fka )
Ppo1— P15
Xk - kas pro ins 7é Xk, k= 07 17 , &
Prs = . s=1,2,...,k,
f 3('.%.@) pro Xk*s = Xk = Ty,
. /
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Oznacime-li y; = f(x;), yi(s) = fO)(z), s=0,1,...,04,1=0,]1,
nasledujicim algoritmem:

Algoritmus vypoctu zobecnénych pomérnych diferenci
k:=0

for i:=0,1,...,n do
for j:=0,1,...,a; do

Xk =X
Pro ==y
for s:=1,2,...,k do
if kas 7& Xk
Py = (Pk,sq - Pkfl,sfl>/(Xk - kas)
else
Ps = ygs)/s!
end
end s
k=k+1
end j
end i.

..., n, pak Py, vypocteme

Zduraznéme, ze (navzajem ruzné) uzly {z;}?, nemuseji byt vzestupné uspoiadané.

Priklad 4.6. Sestrojime Hermituv interpola¢ni polynom pro data z ptikladu 4.5. Prubéh

vypoctu zaznamenavame do tabulky. Dostaneme

Xe | Pro P Pro Prs Pra

-1 2 = a

-1 2 —4 == o

-1 2 —4 6 = a
1 2 0 2 =2 = a3
1 2 4 2 0 1 = ay

takze Py(x) =2 —4(z+ 1)+ 6(z+1)> =2z + 1> + (x + 1)3(z — 1) = 2* + 1.

4.1.2. Interpolacni splajny

Jestlize chceme interpolovat funkci f(z) na pomérné
musime zadat splnéni interpola¢nich podminek v dostatecné

dlouhém intervalu (a,b),
velkém poctu bodu. Po-

kud bude interpolantem polynom, musi byt vysokého stupné a to, jak vime, obvykle vede

k velkym chybam mezi uzly. Tudy proto cesta nevede. Lepsi
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na radu mensich subintervalu a na kazdém z nich sestrojit interpola¢ni polynom nizstho
stupneé.
Necht

A:I{GE$0<$1<"'<.’L'Z;1<l'i<l'i+1<"'<l'n71<l'n5b} (433)

je déleni intervalu (a,b). Body {z;}, se nazyvaji uzly splajnu, anglicky termin pro uzel
splajnu je knot. Polynomickym splajnem S na déleni A rozumime funkci, kterd je kazdém
intervalu (z;_1,2;), i =1,2,...,n, totoznad s néjakym polynomem .S;.

Lokalni splajny se vyznacuji tim, ze polynom S; je jednoznaéné urcen daty predepsanymi
na intervalu (x;_1, ;). Na lokdlnim déleni

Ap={ri1 =& <& < <& =} (4.34)
lze S; definovat jako Lagrangeuv interpolacni polynom stupné n; uréeny podminkami
Si&) =y k=0,1....m
nebo jako Hermituv interpolacni polynom stupné «; urceny podminkami
SUE) = i)Y,  j=01,....0k, k=0,1,...,n;,

kde a; = n; + 1L, ab. Piitom [yi]® = yi jsou predepsané hodnoty v uzlech & a [yi]@),
J > 1, jsou piedepsané j-té derivace v uzlech ;.
Uvazme piipad n; = 1. Pak Lagrangeuv interpolaéni polynom je linearni polynom

Yi — Yi-1 (
Ty — Ti—1

Si(x) =y + T — T 1)

Odpovidajici splajn S je zndm jako linedrni splajn. Graficky jde o ¢aru spojujici spojujici
dva sousedni body [z;_1,y;_1] a [z;, y;] isetkou. Necht

h; =x; —x;i_1, 1=1,2,...,n, a h= maxh,. (4.35)

1<i<n
Jestlize y; = f(x;),1=0,1,...,n, a f € C?(a,b), pak pro chybu interpolace plati
|f(z) — S(z)] < CR?, (4.36)

kde z € (a,b) je libovolné a C' je konstanta nezavisla na h.
Hermitovy interpola¢ni polynomy na déleni A; := {x; 1 < x;} nabizeji vice moznosti.
Konkrétné podminky

S (wia) =y,
, , 3=0,1,....,m,
SP @) =y,

urcuji Hermituv interpolaéni polynom stupné p = 2m + 1. Odpovidajici splajn S je znam
jako Hermituv interpolacni splajn stupné p. Je spojity spolu se svymi derivacemi az do
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fddu m veetng, tj. S € C™(a,b). Jestlize yl-(j) = fU(z;),i=0,1,...,n,a f € C**Ya,b),
pak pro chybu interpolace plati

|f(z) = S(x)| < O, (4.37)

kde z € (a,b) je libovolné a C' je konstanta nezavisla na h.
Populérni kubicky Hermitiv splajn je na intervalu (z;_1, x;) uréen podminkami

Sz‘($i—1) = Yi—1, Sé(%‘—l) =d;_1,
Si(xi) = Ys Si(x;) = d;.

Ptislusny Hermituv polynom S; lze zapsat ve tvaru

352 — 2di—1 — dl 1 3 di—l — 252 + dl

Si(z) = yi1 + sd;_1 + 5° » s = , (4.38)
kde
s=xr—x;i1 a 0= Vi Vst (4.39)
Ti — Ti—1
Pro chybu kubického Hermitova splajnu podle (4.37) plati
|f(z) = S(x)| < CRY, (4.40)

kde x € (a,b) je libovolné a C' je konstanta nezavisla na h.
Nelokalni splajny. Pod nelokdlnim splajnem stupné p na déleni A budeme rozumét
funkei S : (a,b) — R s nésledujicimi dvéma vlastnostmi:

(a) S € CP71{a,b) je spojitd spolu se svymi derivacemi az do fadu p — 1 véetne;

(b) S je na intervalu (x; 1, z;), i = 1,2,...,n, totozna s polynomem S; stupné p.

Mnozina SX splajnu stupné p na déleni A je linedrni prostor: jestlize Sy, Sy € SX
a ap,as € R, pak @151 + 253 € SK.

Polynomy {S;}7_, jsou uréeny pomoci n(p+1) koeficientu. Tyto koeficienty vsak nemo-
hou nabyvat libovolnych hodnot, v ivahu je tieba vzit podminky spojitosti ve vnitinich
uzlech:

Prostor 8% mé tedy dimenzi dA =n(p+1) —p(n — 1) = n+ p. K urceni splajnu S € S
je tteba predepsat n + p podminek. Obvykle se voli

S(z;))=wvy;, 1=0,1,...,n, (4.42)

kde {y;}®, jsou predepsané hodnoty v uzlech {x;}! . Zbyva predepsat dalsich p — 1
podminek. Je-li p = 2m —1 liché, pak p—1 = 2(m — 1), coz umoznuje v kazdém z krajnich
uzli a,b predepsat m — 1 okrajovjch podminek (v anglicky psané literatufe se pouziva
termin end conditions). Typické okrajové podminky pro splajny lichého stupné jsou:
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(a) Hermitovy okrajové podminky: SU)(a) = y((lj), SW(b) = yéj), j=1,....,m—1,

(b) prirozené okrajové podminky: SU)(a) = yéj), SU)(b) = yéj), j=m,...,2m — 2,

(¢) periodické okrajové podminky: SV (a) = SY)(b), j =0,...,2m — 2.
V pripadé Hermitovych a ptirozenych okrajovych podminek jsou y((lj ) resp. y,gj ) predepsané
hodnoty derivaci v bodu a resp. b. D4 se ukézat, ze podminky (4.42) doplnéné o okrajové
podminky (a) nebo (b) nebo (c) definuji splajn S € SX lichého stupné p = 2m — 1
jednoznacné, viz [20]. Poznamenejme, ze prirozené okrajové podminky se tradi¢né uvazuji
jako homogenni, tj. pro yC(Lj) = yéj) =0,5 =m,...,2m — 2. Nasleduje podrobny popis
nejznameéjsiho kubického splajnu.

Kubicky splajn je funkce S € S3. Kubicky polynom S; ve tvaru (4.38) spliiuje podminky
Si(i) = Sivi(@i) =y, Si(w;) = Siq(z) =diy, i=1,2,...,n—1.
Ke splnéni podminek spojitosti (4.41) proto sta¢i pozadovat, aby
Si (i) = Siq (), 1=1,2,...,n—1. (4.43)
Derivovanim (4.38) dostaneme

Pro x = x; je s = h;, takze

"o\ —
S (x;) h )

Prox=z;,1jes=0a

652 - 4di—1 — le
h; '

Si(xio1) =

Kdyz v poslednim vzorci zvétsime index ¢ o jednicku, obdrzime

S (2) = 60i41 — 4d; — 2d;4q .

his1
Dosazenim do (4.43) tak dostaneme n — 1 rovnic
hividi—y 4 2(hi 4+ hiv1)d; + hidipr = 3(hig10; + hiditr) i=1,2,...,n—1 (4.44)

pro neznamé dy, dy, . ..,d,. Zbyvajici dvé rovnice doplnime podle zvolenych okrajovych
podminek.

Hermitovy okrajové podminky. Zvolime S'(a) = d,, S’(b) = dy, nebo-li

dO = da7 dn = dba (445)
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kde d, resp. d, jsou predepsané hodnoty prvnich derivaci na okraji a resp. b. Pak v sou-
stavé (4.44) dosadime v prvni rovnici dy := d, a ¢len hod, prevedeme na pravou stranu,
a v posledni rovnici dosadime d,, := d, a ¢len h,,_1d, prevedeme na pravou stranu. Sou-
stavu pak tesime a ziskdme zbyvajici neznamé d;,i = 1,2,...,n — 1. Matice soustavy je
ttidiagonalni, diagonalné dominantni, takze soustavu lze snadno vytesit GEM upravenou
pro soustavy s tiidiagonalni matici.

Extremalni vlastnost. Kubicky splajn ma pozoruhodnou extremadalni viastnost, kterou
si ted popiseme. Oznacime

V ={veC¥a,b)|v(z) =y;,i =0,1,...,n,0 (x0) = do, V' (2,,) = d,}

mnozinu vSech funkei, které maji v intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci, prochazeji
zadanymi body [x;,y;], i = 0,1,...,n, a v krajnich bodech a = xy a x,, = b jejich derivace
nabyvaji predepsanych hodnot dy a d,,. Pak ff [v"(2)]? dz nabyvé na mnoziné funkei V
své nejmensi hodnoty pro kubicky splajn S(x), tj. plati

b b
/ 5" ()] dz = min / W (@) de.
a veV Ja
Tato vlastnost mé zajimavou interpretaci v mechanice. Je totiz znamo, ze ohybova
energie homogenniho izotropniho prutu, jehoz stfednicovd ¢ara ma rovnici y = v(z),
r € {a,b), ma piiblizné hodnotu E(v) = cfab['u”(yc)]2 dx, kde ¢ je vhodnd konstanta.
A dale je také znamo, ze prut, ktery je donucen prochézet pevnymi interpola¢nimi body
[z;, y;], zaujme pozici s minimdlni energii. Extremdlni vlastnost tedy tvrdi, ze kubicky
splajn aproximuje stfednicovou caru takového prutu.

Piirozené okrajové podminky. Zvolime S”(a) = M,, S”(b) = M,. Tak dostaneme

4do + 2d1 = 651 - tha, (446&)
2d,,_1 + 4d,, = 66,, + h, M. (4.46b)
Vyslednou soustavu n + 1 rovnic pro neznamé dy, dy, ..., d, dostaneme tak, ze nejdiive

vezmeme rovnici (4.46a), pak rovnice (4.44) a nakonec rovnici (4.46b).

Periodické okrajové podminky. Protoze mé platit S”(a) = S”(b), sestavime rovnici
S"(xg) = S"(x,)
a vyuzijeme podminky
S(a)=yo=y.=50),  S(a)=do=d,=50).
Tak dostaneme rovnici
hndy + hidy—1 + 2(hy + hy)dy, = 3(hpo1 + hi6y), (4.47a)
kde &1 = (y1 — yn)/h1. Zméni se také prvni z rovnic (4.44), ta bude nyni tvaru

2(hy + ho)dy + hidy + hod,, = 3(hady + h1ds). (4.47Db)
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Vyslednou soustavu n rovnic pro nezndmé di, ds, .. .,d, dostaneme tak, ze nejdiive vez-
meme rovnici (4.47b), pak rovnice (4.44) proi = 2,3,...,n—1, a nakonec rovnici (4.47a).

Podminky not a knot. Jestlize prvni ani druhé derivace v krajnich bodech a, b nezname,
osvédcil se postup, oznacovany v anglicky psané literatute jako mot a knot. Myslenka
je jednoduchéa: pozadujeme, aby splajn byl polynomem ttetiho stupné na prvnich dvou
intervalech, tj. pro zo < x < 9, a na poslednich dvou intervalech, tj. pro x, » < x < x,.
V uzlech z; a x,_ 1 tedy uz nedochazi k napojovani dvou ruznych polynomu, tj. uzel x;
a r,_1 uz neni uzel splajnu nebo-li knot, odtud nézev postupu ,not a knot“.

Polynomy Si(x) a Sy(z) maji v bodé z; spoletnou funkéni hodnotu y, stejnou prvni
derivaci d; a podle (4.43) také stejnou druhou derivaci. Aby oba polynomy byly totozné
staci, kdyz budou mit v bodé x; také stejnou tteti derivaci. Stejnou tvahu lze provést
v bodé z,,—1. Kdyz pomoci (4.38) vyjadiime podminku S{’(z1) = S5'(z1) a upravime ji
pomoci prvni rovnice soustavy (4.44), dostaneme rovnici

hado + (hy + ha)dy = [(3hy + 2h)hady + h%52]/(h1 + hs) . (4.48a)

"

Podobné zpracujeme také podminku S;" ;

(p—1) = S (x,-1) a dostaneme rovnici
(hn—l + hn)dn—l + hn—ldn - [h?—bén—l + (th—l + 3hn)hn—15n]/(hn—1 + hn) . (448b)

Neznamé dy, dy, . . ., d, pak dostaneme jako feSeni soustavy rovnic, z nichz prvni je rovnice
(4.48a), pak nasleduji rovnice (4.44) a nakonec pfijde rovnice (4.48b).

V MATLABu Ize pro vypocet kubického splajnu pouzit funkci spline. Zékladni volbou
jsou podminky not a knot, pouzit 1ze ale také Hermitovy okrajové podminky.

Aproximace kiivky. Kiivku x = ¢(t), t € (0, £), aproximujeme kiivkou x = s(¢) tak, ze
1-ta slozka s; funkce s je kubicky splajn aproximujici i-tou slozku ¢; funkce ¢ na vhodném
déleni intervalu (0, ¢). Pokud zndme body {x;},, kterymi ma prochazet splajn, zvolime
déleni 0 =ty <ty < --- <t, =Ll tieba tak, ze t; = t;_1 + ||x; — x;_1]]2, 1 = 1,2,...,n.

Chyba interpolace. Jestlize y; = f(z;), i = 0,1,...,n, dy = f'(x0), d, = f'(zy),
M, = f"(a), My = f"(b), a kdyz f € C*(a,b), pak pro chybu interpolace plati (4.40).

Bazové splajny. Splajn S, € S} 1ze vyjddiit ve tvaru

n+p

Splw) =D a;ef (@), (4.49)

kde {¢8}717 je baze prostoru SX. Pro numerické vypotty je velmi vhodnd béze tvoiend
tak zvanymi bazovymi splajny, struéné B-splajny.

Abychom mohli definovat B-splajny, potiebujeme déleni (4.33) intervalu (a, b) rozsitit
o p uzlu nalevo od a a o p uzlu napravo od b. Pripustime pfitom, ze tyto pridané uzly

mohou byt ndsobné. Dostaneme tak déleni

A={z <<z, ,<a=z<11< <2, =b< x4 < < Tpyp}. (450)
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B-splajn fadu k pifslusny uzlu z; déleni A budeme znaéit Bj,. Definice je rekurzivni, takze
zacneme splajnem tadu 1,

1 pro z; < x < Tyt1,
By = i (4.51)
0 jinak,
a B-splajn fadu k£ > 1 definujeme predpisem
B = wixBig—1 + (1 — wiy16)Bit1.k-1, (4.52)
kde -
— kdyz x; # Tipp—1,
wir(r) = Titk-1— T i (4.53)
0 jinak.

Snadno ovétime, Ze By, je po ¢astech polynom stupné k—1 a ze By, = 0 pro x ¢ (z;, ;4).
Pro derivaci B, lze odvodit

Bl = aixBij—1 — Qit1xBiy1k-1, (4.54)
kde
k—1
_— kdyz z; # xipn_1,
Qi = Titk—1 — T VE i # Tirkod (4.55)
0 jinak.

Protoze linearni B-splajn By je spojity, By, € C*%(a,b). Snadno ovéifme, ze funkce
{Bjps1}i=L, tvoif bazi v SX. Pokud se vratime k vyjédfeni (4.49), pak

(,0? = Dj_p-1p+1 = Bj—r,ra j = ]_, 2, Lo, n —f-p, (456)

kde r = p 4 1. Na intervalu (z;, ;1) mohou byt nenulové jen B-splajny {Bjr}i_; 4,1,
k=1,2,...,r. Proto

S,(z) =S (@) = Y ajBi(r) =) ai;Birj.(x). (4.57)
j=1

:L‘€<:L‘Z',:E¢+1) R
Algoritmus BSPL pro vypocet {Bj.(z)}i_; .1 Pro = € (i, Tiy1).

1. zvolr>2 z € (x;xi)

2. vynuluj matici B = {b;;} typu (r+ 1,7)

3. bq:=1

4. for k:=2,...,rdo

5. for j:=r—k+1,...,rdo

6 bk := Wik()bj k-1 + (1 — wjp15(2))bj16-1
7 end
8. end

Pak Bj.(x) = bjyr—ir, j =% —1r+1,...,4, najdeme v poslednim sloupci matice B.

90



Obrazek 4.3 zobrazuje B-splajny fadu 4 na déleni

A={0=0=0=0<02<04<06<08<1=1=1=1}.

Obr. 4.3: B-splajny {Bi}i_5

Pro vyjadieni okrajovych podminek potiebujeme derivace splajnu. Ziejmé

[57,4] V()

Z a’]JFTB(q ZalJr]Bz(qr—i—]r ) (458)

TE(Ti,Tit1)
bt j=t—r+1

Algoritmus BSPLd pro vypocet derivaci B-splajnu {B (2 ) Y5si 1 PIO T € (i, Tiq1).

L. zvolr>20<qg<r—1,z € (z;xi1)

2. vynuluj matici B = {b;;} typu (r+1,7)

3. bq:=1

4. fork:=2,...,rdo

5 for j:=r—k+1,...,rdo

6 ifk<r—q

7 bjr == wik(x)bjk—1 + (1 — wjr1k(2))bjs10—1
8 else

9. bk := ajrbjr—1 — Qjr1rbjr1p—1

10. end

11.  end

12. end

Pak Bj(ﬁ) () =bjyr—ip, j=1—r+1,...,i, najdeme v poslednim sloupci matice B.

Kardinalni B-spajny jsou B-splajny na rovnomérném déleni s uzly z; = th, kde h
je konstantni délka kroku. Kardinalni B-spajny jsou tvarové stejné, navzajem posunuté.
Plati

Bi_s.(z) = Bjy(x + sh) nebo-li B (x) = B;_s,(x — sh).
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Z (4.57) pomoci transformace z = x; + £h, € € (0, 1), obdrzime

7 T

Sy (i + &) = i Bisryjo(wi +€h) =Y iy Bj_p(a; + Eh — ih) =
=1 j=1
> ai;Bj_,(Eh) = j{:ch+] o (4.59)
j=1

kde Bsr(t) = B, (th) je kardindln{ B-splajn fédu r p¥islusny uzlu s na rovnomérném délent
s krokem délky jedna. Oznacime-li 4}(§) = B;,.(£), j =1,2,...,r, pak

T

A T — Ty
Sipi(x) = Zaiﬂ@? ( 3 ) , T € (T, Tit1). (4.60)

j=1

Algoritmus BSPLc pro vypocet kardindlnich B-splajni {¢%(£)}7_; pro & € (0, 1).

1. zvolr>2,£€(0,1)

2. vynuluj matici B = {b;;} typu (r+1,7)

3. bq:=1

4. for k:=2,...,rdo

5. for j:=r—k+1,...,rdo

6. b= [((r+ ) — by + G+ k= (r +E)byrrail/(k = 1)
7. end

8. end

Pak @?(f) = bj;, j = 1,...,r,najdeme v poslednim sloupci matice B. Kardinalni B-spajny
stupnu 1, 2 a 3 jsou uvedeny v tabulce 4.1.

p=1 p=2 p=3
Pl1-¢ 11 -¢)? 11-¢)p?

| ¢ | s(=22+2+1)| 138 -62+4)

5 3 t(—38 +32 43¢+ 1)
& 16

Tab. 4.1: Kardindlni B-splajny

Koeficienty {aj}?:f dostaneme fesenim soustavy n+p linearnich rovnic: n + 1 rovnic
(4.42) doplnime p — 1 rovnicemi pro okrajové podminky. Matice soustavy je pdsova,
v kazdém tadku je nejvyse p nenulovych koeficientu. Pro ¢asto pouzivané déleni

A={z =0 pp1==a=20<21 <Tp=b=Tp1 == Tpyp}, (4.61)

lichy stupen splajnu p = 2m — 1 a Tazeni rovnic pro

92



Hermitovy okrajové podminky

prirozené okrajové podminky

S(xo) = o,
S (o) = yéj),
S(x:) =i,
SO (@) = i,
S(xn) = Yn,

S(xo) = yo,
j=1:m—1, S () =y,
1=1:n—1, S(z;) =y,
j=m—1:-1:1, | 89, =y,

S(Tn) = Yn,

je matice soustavy p-diagonalni.
Tak tfeba pro rovnomérné déleni (4.61) s krokem délky h = (b — a)/n, pro p = 3
a Hermitovy okrajové podminky dostaneme matici soustavy

10
—3/h 3/h
1/4

0
7/12 1/6
1/6 2/3 1/6
RV
1/6 7/12
0

4.1.3. Trigonometricka interpolace

1/4
~3/h 3/h
0 1

Jj=m:2m — 2,
1=1:n-—1,

j=2m—-2:—-1:m,

je vhodna pro interpolaci periodickych funkei. Rekneme, ze funkce f je periodické
s periodou T, jestlize f(t +T) = f(t) pro kazdé t. Frekvence v = 1/T a thlovd frekvence
w = 27/T. Tak tieba funkce sin 27kt mé periodu 7' = 1/k, frekvenci v = k a thlovou
frekvenci w = 2nk. Jestlize t je cas méfeny v sekundach, pak frekvence urcuje pocet period
obsazenych v jedné sekundé nebo-li pocet cykli za jednu sekundu. Jednotkou frekvence
je Hertz, znac¢ime Hz, v zékladnich jednotkdch Hz=s"!. Piedstavme si, Ze jednomu cyklu
odpovida thel 27, ktery opiseme pfi jedné otacce po jednotkové kruznici. Uhlové frekvence
je pak uhel, ktery opiseme za v cyklu, jednotkou thlové frekvence je pocet radianu za
sekundu, zna¢ime rads—*.

Trigonometricky interpolacni polynom. K interpolaci periodické funkce s periodou
T pouzijeme trigonometricky interpolacni polynom

Pu(t)

Q

0
2+
h=

\

m—

( m
% + hz (ap, coswht + by, sinwht)

—_

pron =

(ap coswht + by, sinwht) + %n cos wmt

—
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s koeficienty ay,, by, zvolenymi tak, aby byly splnény interpolacni podminky

Pn(tk) :fk> ]{3:0,1,...,71—1, (463)
kde t; jsou uzly déleni,

0<ty<ti < ---<t,_1<T,
a fr = f(te), k = 0,1,...,n — 1. Pro n liché je trigonometricky interpolacni polynom
urcen jednoznacné, viz [20]. Pro sudé n je jednoznacnd existence zarucena, pravée kdyz
S = 37—, ti nenf celociselnym nésobkem T, viz [47]. Dosadime-li do (4.63) za P viraz
(4.62), dostaneme soustavu n linedrnich rovnic pro nezndmé koeficienty ay, b,. ReSeni

takové soustavy vyzaduje O(n?) operaci.
Trigonometricky interpolaéni polynom (4.62) lze také vyjadrit ve tvaru

Put) =3 1) (4.64)

kde £}, jsou trigonometrické fundamentéalni polynomy,

( n—1 .1 (
sinsw(t—1
[T -2 (t = f) 2m + 1 liché
k0 oz S0 §w(th — )
lh(t) = pro n = (4.65)
1 n—1 -1
sinsw(S+t—t sinsw(t —t
2 ( T3 ) H — ( ) 2m sudé,

\ sin 5w b0 ozp S0 sw(tyn — tr) \

viz [47]. Vzorec (4.65) je sice elegantni, pro praktické pouziti vsak piilis vhodny neni:
vipocet hodnoty P,(t) podle (4.64)—(4.65) potiebuje O(n?) operaci pro kazdé t.
Fazovy interpolaéni polynom. Pro efektivni vypocet koeficientu trigonometrického
polynomu (4.62) je icelné zvolit rovnomérné déleni
T
ty = —
n

k, k=0,1,...,n—1. (4.66)

Na rovnomérném déleni (4.66) je trigonometricky interpolaéni polynom jednoznacné
urcen. Skutecneé,

[y

—_
3

3

1
T

k_n(n—l)_n—l
- o2n 2

ty =
0

T
n

NI W
N =
e
|
~
|

0

takze pro n sudé S neni celoc¢iselnym nasobkem 7'.
Je-li f v intervalu (0,T) lipschitzovsky spojitd ®, pak P,(t) — f(t) pro n — oo,
t € (0,T), viz [8].

3 Funkce f(t) je v intervalu (0,T) lipschitzovsky spojita, jestlize existuje konstanta L takovd, ze
[f(x) = f(y)] < L]z —y| Va,y € (0,T).
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Koeficienty trigonometrického interpola¢niho polynomu P, ziskame prostfednictvim

fazového interpolacniho polynomu
n—1

n—1
e(n—l)iwt _ Z Cheiwth = Z ChZh, (467)

wt +02€22wt 4o +Cn—1
h=0 h=0

pu(t) = co + crél

kde i = v/—1 je komplexni jednotka, w = 27 /T, " = coswht + isinwht je periodickd
funkce s periodou Tj, = T/h a frekvenci v, = h/T, z = ¢*. Komplexn{ koeficienty {c;,}}'Z,

urc¢ime z interpolac¢nich podminek
(4.68)

Pn(tk):fk> ]{3:0,1,...,71—1.

Oznacime-li
o, = (ez’wht(), eiUth, e eiwhtn_1>T — (1’ eQﬂih/n, e eQﬂi(nfl)h/n>T, h = O, 1’ cn— 1’
pak lze interpolaéni podminky (4.68) zapsat maticové ve tvaru
n—1
f= Zchcph =V,c, (4.69)
h=0
kde 1 1 e
1 6277@'/n o 27rz (n—1)/
(4.70)

VTL = (90079017 e '7@”*1) =

1 e27rz‘(n—1)/n 27rz(n 1)2
je symetrickd Vandermontova matice, ¢ = (co,c1,...,¢cq 1)t a £ = (fo, fi,-, fuo1)?.
Odtud
1 1
c=V, 'f=_F,f, (4.71)
n
kde
1 1 . 1
1 6727ri/n 6727ri(n71)/n
F, = : (4.72)
1 e 2ri(n—1)/n e—27ri(n—1)2/n

Diikaz. Ukazeme, ze V, F,, = nl,, kde I, je jednotkova matice tadu n.

n—1 n—1 n—1
2miry/n _—2wijs/n __ 2mij(r—s)/n __ j
g e2miri/ne m— E e m=N"g.
J=0

j=0

[VnFn]rs -

§=0
kde ¢, = e*™=5)/" Pro r = s je q,, = 1, takze [V.E,],.- = n. Pro r # s dostaneme
' O

[V”F”]TS [(QTS - 1)/((]7’8 - 1)]/” =0, nebot QTs 627”(7’_5) =1.
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Vsimnéte si, ze

—iw(n—h)zr __ —2mi(n—h)k/n —27ki 2mihk/n

e —e —e e — eQﬂzhk/n

= e/hen, (4.73)
Odtud a z (4.71) a (4.72) tak dostaneme

n—1 n—1 n—1
1 1 . 1 .
o= > o= ” D fee M ey = o D fee™M h=1,2,... n—1. (4.74)
k=0 k=0 k=0

Pro h=1,2,...,n—1 jsou tedy koeficienty ¢, a c,_; komplexné sdruzené, tj. ¢,,_, = cp.

Koeficient ¢y je redlny a pro n sudé je redlny také koeficient c,/0 = (1/n) S-i—g(—1)* fi.
Vypocet hodnoty p,(t) 1ze provést pomoci Hornerova schématu aplikovaného na po-

lynom g, (2) = Sp—g cn2” pro z = et

Koeficienty trigonometrického interpolaéniho polynomu urcéime z koeficientu fa-

zového interpola¢niho polynomu. Pomoci (4.73) vyjadiime

eiwhtk + eiw(n—h)tk eiwhtk tw(n—h)tg

coswht;, = 5 , sin whty, =

a dosadime do rovnic p,(tx) = P,(tx), k =0,1,...,n — 1.
Pro n = 2m + 1 po dpraveé dostaneme

Qo " ap — th ap + th .
<Co - 5) ®o + ; [(Ch — T) ®n + (Cnh — T) Qonh:| = 0.

Protoze vektory {¢s}}24 jsou linedrné nezavislé (nebot V,, = (g, @1,...,@n_1) je re-
guldrni), koeficienty u ¢, museji byt rovny nule. Odtud

—e
27

ap = 2¢p, ap=cp+ cp_p, by =1i(ch —cpp), h=1,2,....,m.
Protoze ¢,,_j, = ¢, dostaneme
ap = 2Re(cp), bp = —2Im(cp), (4.75)

kde Re(cp) resp. Im(cy) je redlna resp. imaginarni slozka cy,.
Pro n = 2m podobné odvodime

ap = 2¢y, ap=cp+cp_p, bp=i(ch —cnp), h=12....m—1, a, =2cy,

pricemz opét plati (4.75).
K urceni koeficientu cp,, a tedy také ay, by, jsme potiebovali O(n?) operaci. V dalsim
ukazeme, Ze tento pocet lze snizit na O(nlogn) operaci.

Rychla Fourierova transformace, stru¢né FFT (podle anglického Fast Fourier Trans-
form) je algoritmus, ktery umoznuje efektivni vypocet diskrétni Fourierovy transformace,
struéné DFT (podle anglického Discrete Fourier Transform). DET transformuje posloup-
nost éfsel {yx}7—y na posloupnost {Y;}7) predpisem

n—1 n—1
Y. = Ze’%‘jk/nyj = Zw{fyj, k=0,1,...,n—1.
=0 =0
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kde w,, = e~?™/™_ Odpovidajici maticovy zapis je
Y = Fny7

kdey = (Yo,y1, - ¥Un-1), Y = (Yo, Y1,.... Y, )T a F, = {w{f}?’;io, viz (4.72). Efek-
tivni vypocet koeficientu ¢ = (1/n)F,f fazového interpolacniho polynomu lze proto
provést pomoci rychlé Fourierovy transformace.

Algoritmus FFT je zalozen na strategii zndmé jako rozdél a panuj (anglicky divide and
conquer). Podstatu FET lze nejsnadnéji vysveétlit pro piipad, kdy n = 27. Pomoci rovnosti

w, = 672m'/n — [6727ri/(2n)]2 — w2

2n
dostaneme
n—1 n/2—1 n/2—1
Y, = wafyj = Z wijkwj + Z w7(12]+1)ky2j+1 =
§=0 §=0 §=0
k=0,1,...,n—1
n/2—1 n/2—1

Z ’wi];zy% +wy, Z wi’;2ygj+1.
=0 =0
Prok=n/2+s,s=0,1,...,n/2—1,j=0,1,...,n/2 — 1, odvodime

o o ) o )
wl/ " = exp (-;g%;(n/Q—FS)) = exp(—2mij) - exp (—-;;és) = Wy,

o
w™?t = exp (—ﬂ(n/Q + s))) = exp(—mi) - exp(—2mis/n) = —w;,
n

takze
n/2—1 n/2—1
jk jk
Vi = ) whayntwn 3wy
o —
’ ’ k=0,1,...,n/2—1.
n/2—1 n/2—1

_ Jk k ik
Yojak = O whinye; —wh Y wlysji,
=0 =0

Transformaci vektoru y délky n provedeme pomoci dvou transformaci
u= Fn/?pa V= Fn/2q

vektorii p = (Y0, Y2, - - Yn—2)L aq= (Y1,¥3,.-.,Yn_1)’ polovieni délky n/2. Pak
u+dov
Y= (alan)
u—dov
kde d = (1, wy, . .. ,wﬁﬂ_l) a symbol o vyznacuje Hadamarduv soucin, tj.

dou= (d1U1, dyuy, . .. adn/2un/2)Ta dov = (d1U1> davy, .. ., dn/Zvn/2)T'
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Tento postup rekurzivné opakujeme. Kazdy krok vyzaduje O(n) operaci, kroku je
q = log, n, takze celkové vypocetni néklady jsou fadu O(nlogn). Nasleduje

Algoritmus FFT v MATLABu:

function y=F(x)

% x je sloupcovy vektor
n=length(x);

if n==1, y=x; return; end
d=exp(-2*pi*1i/n).~((0:n/2-1)’);
u=F(x(1:2:n-1));

v=F(x(2:2:n));
y=[u+d.*v;u-d.*v];

Algoritmus bez pouziti rekurzivniho volédni funkce je uveden tieba v [55]. Rychly
vypocet DFT zalozeny na principu rozdél a panuj lze odvodit i pro ptipady, kdy n neni
mocninou dvojky. Algoritmus FFT pro libovolné n je implementovan v MATLABu jako
funkce £ft. Koeficienty fazového interpola¢niho polynomu dostaneme provedenim piikazu
c=fft(f)/n.

Amplituda, faze. Trigonometricky interpolaéni polynom (4.62) muzeme zapsat ekviva-

lentné ve tvaru
4

a - .
50 —|—2Ah Sln(u]ht+¢h> 2m + 15
po-{ e
% + Z Ap sin(wht + ¢p) + %n cos(wmt) 2m,
L h=1

kde A, = \/a3 + b} = 2|cy| je amplituda a ¢, = arctg2(ay, by) je faze definovand rovnicemi
cos ¢, = by /Ap, sin ¢y, = ap/Ayp. Skutecné,

b
ay, cos wht + by, sinwht = A, (% coswht + A—h sin wht) =
h h

Ap, (sin ¢y, cos wht + cos ¢y sinwht) = Ay, sin(wht + ¢,).

Funkce arctg2 je v MATLABu implementovana jako funkce atan2. Oznacime-li

Ay = Jao] = |co|, ¢o = zsgn(ao), a pro n sudé A, = Jam| = |tml|, Om = zsgn(am),
2 2 2 2
dostaneme
Py(t) =Y Apsin(wht + ¢p). (4.77)
h=0
Funkce sgn je definovana predpisem
-1 t <0,
sgn(t) = 0 kdyz t=0,
1 t>0,
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v MATLABu viz funkce sign.
V praktickych aplikacich se ¢asto vyhledava tzv. dominantni frekvence vy = hy/T
prislusnd maximélni amplitudé A; = maxgcp<, Ap.

Priklad 4.7. Uvazujme zafizeni, které generuje periodicky signal popsany funkei
f(t) = 10 4 12 cos 1007t + 8 sin 1607t — 10 cos 3007¢.

Signal f se skldda z konstanty Ay = 10 a ze tif periodickych funkei: funkce 12 cos 1007
mé amplitudu A; = 12 a frekvenci 7, = 50, funkce 8sin 1607t ma amplitudu A, = 8
a frekvenci 7; = 80 a funkce —10 cos 3007t mé amplitudu A; = 10 a frekvenci 7, = 150.

Pifjemce signalu funkci f neznd, muze vSak hodnoty signalu mérit. Provede celkem
n méfeni v Casech ¢, = kAt, k = 0,1,...,n — 1, kde At = T'/n a T je predpokladana
perioda signalu. Hodnotu zmétenou v case t; oznacme jako fr, k=0,1,...,n — 1.

Snadno zjistime, ze f ma periodu T' = 0,14, kde ¢ je libovolné ptirozené ¢islo. Predpo-
kladejme nejdiive, ze periodu zndme a zvolime 7' = 2. Jestlize provedeme 50 méfeni na
kazdé zakladni periodé délky 0,1, dostaneme n = 1000. Vypocet amplitud dokumentuje

Program FREQ v MATLABu:

f=0(t) 10+12*cos(100*pi*t)+8*sin(160*pi*t)-10*cos(300*pi*t); % funkce
T=2; % perioda

n=1000; % poZet m&Feni

m=n/2; % polovina n

t=(0:n-1)*T/n; % d&leni na Easové ose

y=f(t); % hodnoty funkce

c=fft(y)/n; % koeficienty fazového polynomu
A=[1,2%ones(1,m-1),1] .*abs(c(1:m+1)); % amplitudy
nu=(0:n-1)/T; % d&leni na frekvencni ose
stem(nu(l:m+1),A,’k.’,’linewidth’,1); % zobrazeni amplitud
xlabel(’frekvence’); ylabel(’amplitudy’); % popisy os
set(gca, ’xtick’, [0 50 80 150 250]); % zarazky na ose x
axis([-15 265 -1 13]); grid on; % rozmé&ry okna

Grafickym vystupem programu je obrazek 4.4. Vidime, Ze se podafilo presné iden-
tifikovat frekvence a amplitudy obsazené v signalu f. Vypocet fazi a jejich vykresleni
ponechavdme jako cviceni, vyjde ¢y = m/2, ¢ = 7/2, ¢ = 0 a ¢p3 = —7/2.

V praktickych aplikacich casto periodu funkce f nezname. Frekvence a amplitudy
signédlu f lze presto priblizné zjistit. Jestlize v programu FREQ zvolime T=2.045, dostaneme
obrazek 4.5. Aproximace frekvenci je skvéla, u amplitud je to horsi.

Pokud je signal rusen nadhodnym Sumem s nulovou stfedni hodnotou, frekvence a am-
plitudy signélu f 1ze opét celkem dobte odhadnout. Kdyz v programu FREQ nahradime
prikaz y=f (t) piikazem

y=f (t)+6%(2*randn(1,n)-1); % porusSené hodnoty funkce f

dostaneme obrazek 4.6. Frekvence poruseného signalu zustaly prakticky stejné.

Aproximace Fourierovych koeficientia. Kazdou lipschitzovsky spojitou periodickou
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Obr. 4.4: amplitudy: T=2.

funkci f s periodou T lze vyjadiit pomoci Fourierovy rady

[e. 9]

a :
f(t) = ?0 + ;[ah cos wht + [, sinwht],

kde w =27/T a

2 [ 2 [T
ap = —/ f(t)coswhtdt, pn= = / f(t) sinwhtdt
T Jo T Jo

jsou Fourierovy koeficiety.
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Obr. 4.5: amplitudy: T=2,045.
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Obr. 4.6: amplitudy: T=2,045, porusend data.

Pomoci (4.74) a (4.75) dostaneme

9 n—1 9 n—1
ap = — coswhty, b, =— sin whiy,.
h nkz_ofk; k h nkZ_Ofk k

Protoze f(t,) = f(to), pro f. = f(t,) plati f, = fo. Oznacime-li At = T'/n, pak t;, = kAt,
k=0,1,...,n. Odtud

n—1
2 1 1 2
ap = TAt §f0 cos whtgy + 321 fr coswhty, + §f" coswht, | = TQ:’ﬁ(f cos wht),

kde Q7% je slozend lichobéznikové formule na n dilcich. Podobneé by, = 2/T Q.(f sinwht).
Vidime tedy, ze koeficienty {as}i-, resp. {bn}j, trigonometrického interpolacniho
polynomu Py, ;1 jsou aproximace Fourierovych koeficientu {ay, } )" resp. { B} zalozené
na priblizném vypoctu piislusnych integralu slozenou lichobéznikovou formuli. Algoritmus
priblizného vypoétu Fourierovych koeficientu «y, 8, pro h > m je popsén v [55].

4.1.4. Interpolace funkci vice proménnych

Omezime se na piipad, kdy f je funkce dvou proménnych definovana v oblasti €.

Interpolace po ¢astech linearni. Predpokladejme, ze ) je mnohouhelnik. Oblast €2
triangulujeme, tj. vyjadiime ji jako sjednoceni trojuhelniku T4, Ts, ..., T,,, z nichz kazdé
dva ruzné budto nemaji Zadny spoletny bod nebo maji spoleény vrchol popiipadé maji
spolecnou stranu. Mnozinu T = {T}}}, vSech takovych trojihelniku nazyvéame trian-
gulact oblasti Q. Vrcholy trojuhelniku triangulace oznacime Py, = [x1,y1], P» = [72,y2],
..y Py =[xy, yn] a nazveme je uzly triangulace. Piedpokladejme, ze v kazdém uzlu P; je
predepsana hodnota f; = f(x;,y;) interpolované funkce f.
Po cdstech linedrnim interpolantem funkce f na oblasti €2 rozumime funkci S, ktera
je v § spojita, spliuje interpolacni podminky S(z;,v;) = fi, i = 1,2,...,n, a kterd je na
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kazdém trojuhelniku 7} € T linedrni. Na Ty je tedy z = S(x,y) = Sk(z,y) rovnice roviny
urcené hodnotami funkce f ve vrcholech Tj. Pfipomenme, Ze rovnice roviny prochézejici
body [Ta, Ya, Zals [T, Yb, 2b] & [Te, Yo, 2¢] mUZe byt vyjddiena ve tvaru

T — Tq Y—Ya 2 — Zq
Ty = Tag Yo —Ya <b — Za =0.
Te — Tg yc_ya Ze — Za

Vypocitat hodnotu z = S(z,y) pro (z,y) € Q je snadné: urc¢ime trojihelnik 7}, v némz
bod [z, y] lezi, a vypocteme z = Si(x,y).

Chyba interpolace je tim mensi, ¢im jemnéjsi triangulaci zvolime. Kdyz f € C?*(Q)
(tj. kdyz f je v Q spojita spolu se svymi prvnimi a druhymi parcidlnimi derivacemi), pak

|f(x,y) - S(l‘,y)‘ < Ch27

kde h je nejdelsi strana trojuhelnika triangulace a C' je konstanta nezavisla na h.

Interpolace po Castech bilinearni. Predpokladejme, ze Q = (a, b) x (¢, d) je obdélnik.

Pomoci déleni @ = 2 < 21 < -+ <z, =b,c =1y <y1 < -+ < Yy = d rozlozime
vichoz obdélnik  na mensf obdélntky Ri; = {(z,y)|zi1 < « < zi,9521 < y < y;},
i =1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m. Predpoklddejme, ze v uzlech [z;,y;] jsou pfedepsany

hodnoty fi; = f(x;,y;) funkece f.
Na obdélniku R;; definujeme funkci

i —r Y — T—Ti-1 Y —Y

Sij(x,y) = fic1,j-1 - + fij—1 +
Ti — Ti—1 Y5 —Yj—1 Ti — Ti—1 Yj — Yj—1
Ti—x Y —Yj—1 T—Ti-1 Y —Yj—1
+ fic1, — + fi —
Ty — Ti—1 Yj — Yj—1 Ti — Ti—1 Yj —Yj—1

Funkce S;j je bilinedrni, tj. pro pevné x = C je S;;(C, y) linedrni funkce promeénné y a pro
pevné y = D je S;;j(x, D) linedrni funkce proménné z. Funkce S;; je interpolant funkce
f na obdélniku R;;, tj. S;; nabyva ve vrcholech [z;_1,y;_1], [z, y;-1], [z, y;] & [ziz1, y;]
stejnych hodnot jako funkce f, jak se snadno presvédéime.

Na Q definujeme funkei S predpisem S(z,y) = S;j(x,y) pro (z,y) € R;j,i =1,2,....n,
Jj=1,2,...,m. Protoze S(x;,y;) = fi;, 1 =0,1,...,n, j =0,1,...,m, fekneme, ze S je
po cdstech bilinedrni interpolant funkce f na obdélniku 2. Snadno ovérime, ze S je v €
spojitd (staci si uvédomit, ze S;;, a tedy také S, je na kazdé strané obdélnika R;; linearni
funkce jednoznaéné uréena pomoci hodnot funkce f v koncovych bodech této strany).
Kdyz f € C*(Q), pak pro chybu interpolace plati odhad

|1S(z,y) — f(z,y)] < C’(h2 + k:2), kde h = max (z; — x;—1), k= max (y; — yj—1)

1<i<n 1<j<m

a C' je konstanta nezavisla na h, k.
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4.2. Metoda nejmensich ¢tvercu

oznacuje postup pro priblizné feseni preur¢enych nebo neptesné zadanych soustav rovnic,
zalozeny na minimalizaci kvadratu jejich rezidui, viz kapitola 3.

Prokladani dat kiivkami je vyznamna skupina tloh, které lze metodou nejmensich
¢tvercu tesit (v anglicky psané literatufe se pro tyto aplikace pouzivd oznaceni curve
fitting). Popidme si, o co v takovych tlohéch jde.

Necht ¢ je nezdvisle proménné, napiiklad ¢as, a y(t) je nezndmd funkce proménné ¢,
kterou chceme aproximovat. Predpokladejme, ze jsme provedli m pozorovdni, pii nichz
byly hodnoty y ptiblizné zméteny pro urcité (navzajem ruzné) hodnoty ¢, takze

y’t%y(tz)7 i:172a"'ama

kde symbol ~ vyjadfuje ptibliznou rovnost. Nasim zdmérem je modelovat y(t) linedarni
kombinaci n bdzovych funkci pro néjaké n < m:

y(t) = 2101 () + 2apa(t) + -+ Zapn(t) = Ba(t).

Funkce R, (t) se ve statistice nazyva linedrni regresni funkce. Bazové funkce navrhujeme
podle ocekavaného prubéhu neznamé funkce y(t), urcit se maji parametry xy, s, . .., Ty,
a to tak, aby

v~ Ry (t;), 1=1,2,...,m, maticove y ~ Ax,

kde y = (Y1,%2, -, Ym)? jsou naméfend data, x = (21,29, ...,7,)T je vektor nezndmych
parametru a A je tak zvand ndvrhovd matice,
pi(t)  @2(t) .. eal(ty)
p1(t2)  pa(t2) .o nlte)
A= , , , = (1,2, -, Pn)-
e1(tm) @2(tm) .. on(tm)

Vektor ¢; = (0i(t1), pi(ta), ... pi(tm))T, i =1,2,...,n, je i-ty sloupec matice A.
Rezidua jsou rozdily mezi pozorovanimi y; a modelovanymi hodnotami R, (t;):

T :yz’_Rn(ti) :yi_Z@j(ti)xj Eyi—Zaijxj, 1=1,2,...,m,
j=1 j=1

kde a;; = ¢;(t;). V maticovém zapisu
r=y— Ax. (4.78)

Parametry x; chceme urcit tak, aby rezidua byla co nejmensi. Metodu nejmensich ¢tvercu
dostaneme, kdyz minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui:

Ix|3 = er — min. (4.79)

i=1
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Obr. 4.7: Princip metody nejmensich ¢tverct

Nekdy se pouziva také vdzend metoda nejmensich ¢tvercu: kdyz jsou néktera pozorovani
vyznamneéjsi nez ostatni, muzeme jednotlivym pozorovanim ptisoudit vahy w; > 0 a mini-
malizovat soucet vazenych ¢tvercu rezidui

m
HrH%w = Zwir? — min.
i=1

Je-1i naptiklad chyba i-tého pozorovéni priblizné rovna e;, zvolime w; = 1/e;.

Normaln{ soustava rovnic. Oznat¢me F(x) = ||y — Ax||3 = ||r||2. Regen{ minimalizacni
ulohy (4.79) musi spliovat nutnou podminku pro extrém:

2

oF 0 — i
(x) —Z yi—zaz‘j%‘ =0, k=1,2,...,n.
j=1

c%ck &ck —1
1=

Kdyz provedeme naznacené derivovani, dostaneme

i=1 =1
a odtud
n m m
E E Qi | T5 = E ik Yi k= 17 27 1,
7j=1 =1 =1
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coz lze zapsat maticové jako
ATAx = Aly. (4.80)

Soustava linedrnich rovnic (4.80) je zndma jako normdini soustava rovnic. Kdyz jsou
sloupce matice A linedrné nezavislé, je matice G := AT A pozitivné definitni, takze feseni
x* normaln{ soustavy rovnic minimalizuje F'(x) = ||r||3 a je tedy feSenim tlohy (4.79):

|y — Ax*||5 = min ||y — Ax||3 nebo-li x* = argmin|y — Ax||3.
x€eRn xER™

Vyjadiime-li normélni soustavu rovnic pomoci vektoru ¢;, dostaneme

(p1,01) (p1,02) - (P1,00)\ [T (1,y)
(P2, 1) (p2,p2) o (P2, 00) | | 22 (2,y)

_ : , (4.81)
(Pn,P1)  (Pns p2) (P Pn) ) \Tn (en,y)

kde

(i) =Y _woelt)ei(t)  a  (eny)=> ety
i=1 i=1

jsou skaldrni souciny vektoru ¢y, ¢; a ¢y, y. Matice G soustavy (4.81) se nazyva Gramova
matice soustavy vektoru {¢; fap

Pti ndvrhu aproximace R, (t) bychom méli vybirat funkce ¢;(t) tak, aby sloupce ¢;
matice A byly linedrné nezavislé. V opac¢ném piipadé, jak se dd ukdzat, ma tloha (4.79)
nekoneéné mnoho feseni, coz je zfejmé nezadouci.

Uvedme si dva vyznamné specidlni ptipady, pro které jsou sloupce matice A linedrné
nezavislé (dukaz lze najit napt. v [6]):

a) pron = N+ 1 volime p;(t) =t j=1,2,...,N 4+ 1;
b) pro n = 2N + 1 volime

k k
w1(t) =1,  por(t) = cos %t, Yort1(t) = sin %t, k=1,2,...,N,

a ,Casy pozorovani“ t; vybirame z intervalu(c, ¢ 4+ 2L), kde L > 0, ¢ libovolné.

Aproximace R, (t) je v pfipadé a) algebraicky polynom stupné N a v piipadé b) trigono-
metricky polynom stupné N.

Kdyz je m = n a matice A je regularni, pak x* = A~ 'y ar = o, tj. R,(t;) = v,
1 = 1,2,...,m. Pokud jsou vSak naméfend data y; zatizena chybami, pak neni ucelné,
aby funkce R, (t) tyto chyby kopirovala. Naopak, aby R,(t) vérohodné vystihovala (re-
konstruovala) nezndmou funkci y(t), je zddouci, aby R, (t) namérend data vyrovndvala
(vyhlazovala). To je ale mozné jen tehdy, kdyz pocet pozorovani m je vyrazné vétsi nez
pocet n navrhovych parametru, tj. pro m > n.

Priklad 4.8. Pro data predepsana tabulkou

105



til 0 ‘0,5‘ 1 ‘1,5‘ 2 ‘2,5‘ 3
Ui | 3,57 ‘ 2,99 ‘ 2,62 ‘ 2,33 ‘ 2,22 ‘ 2,10 ‘ 2.05

uréfme aproximaci Ra(t) = x1 + xoe”! metodou nejmensich étvercu. Zrejmé oq(t) = 1

a po(t) = e~'. Normalni soustava rovnic je tvaru
7 7 7
S1-1 > l-et T S1-y;
i=1 i=1 _ | =t
7 7

- 7
el Yletteet | | a ety
i=1 i=1 i=1

Vypocteme-li prislusné sumy, dostaneme soustavu (zobrazujeme nejvyse 4 desetinnd mista)

7 24647\ [z 17,88
24647 1,5805) \zy) \7,4422)°
jejiz teseni je x; = 1,9879 a x5 = 1,6087. Hledand aproximace Ry(t) = 1,99 + 1,61e™*
a ||r|| = 0,0651. O
Priklad 4.9. Daty z ptedchoziho ptikladu prolozime postupné polynomy prvniho, druhého
a tietfho stupné. Za bdzové volime funkce ¢;(t) =t/ kde j =1,2,...,nan =2,3,4.

a) Polynom pruniho stupné. Pro ¢1(t) = 1 a ¢o(t) = t dostaneme normdlni soustavu
rovnic

7 10,5 1 17,88
105 22,75) \@o)  \2345)°
kterd ma reseni x; = 3,28 a o = —0,48, takze Ry(t) = 3,28 — 0,48t a ||r||; = 0,4756.

Aproximace linedrnim polynomem tedy neni vhodnd, nebot je mélo piesné.

b) Polynom druhého stupné. Normalni soustava rovnic

7105 22,75 ) 17,88
10,5 22,75 55,125 z | = 2345
22,75 55,125 142,1875/) \x3 49,0625

m4 feseni z; = 3,53, 1o = —1,09 a x3 = 0,20, takze R3(t) = 3,53 — 1,09t + 0,2¢*
a ||r]|2 = 0,1006. Velikost rezidua se zmensila, je vsak stéle vétsi nez v piikladu 3.7.

c¢) Polynom tretiho stupné. Normalni soustava rovnic (zobrazujeme nejvyse 4 desetinnd

mista)
7 105 2275 55,125 £ 17,88
10,5 22,75 55,125  142/1875 T 23,45
2275 55,125 1421875 381,2813 T3 N 49,0625
05,125 142,1875 381,2813 1049,5469 T4 116,78

ma Teseni x1 = 3,57, 9 = —1,35, x3 = 0,43 a x4, = —0,05, takze
Ry(t) = 3,57 — 1,35t + 0,43t — 0,053 a ||r||o = 0,0360.
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Pokud bychom stupen polynomu déle zvysovali, zjistili bychom, Zze polynom R7(t) Sestého
stupné prochazi véemi body [t;, v, takze je to interpolacni polynom.

Vsimnéte si jesté prvku Gramovych matic: s rostoucim fadem nejveétsi koeficient
prudce roste. Spolu s nim prudce roste také ¢islo podminénosti Gramovych matic. Do

nasledujici tabulky jsme zaznamenali ¢isla podminénosti ko (G) pron = 2,3,...,7 (spoc-
tend v MATLABu pomoci maticové || - || normy)
n 2 3 4 ) 6 7

ko(G) | 16 | 4,27-10% | 1,91-10* | 1,20-10° | 1,17 - 108 | 2,31 - 100

Pokud bychom tabulku dat z piikladu 3.7 rozsitili o dalsi sloupce, mohli bychom teore-

ticky v regresni funkci Z?Zl z;t971 zvétsovat n (az do poctu m sloupcu). Prakticky to

vsak mozné neni, nebot pro velké n by ¢islo podminénosti Gramovy matice bylo netinosné
velké.

Splajny v metodé nejmensich étverca. Regresni funkci hleddme jako splajn
d
Sp(t) =Y a;Ph(1) (4.82)
j=1

stupné p, kde ¢ = B ,,, v = p+ 1, d = n+p < m. Koeficienty z;, j = 1,2,...,d,
uréime minimalizaci funkce

P(x) =Y (yi—Spt)* =) (y — 2 ijjr,r(tl-)> : (4.83)

i=1 =1

kde x = (z1, T, ...,74)". Oznacime-li
Bl—r,r(tl) BQ—r,r(tl) o Bn—l,r (tl) Y1
Bl—r,r(t2) BQ—r,r(t2) o Bn—l,r (t2) Yo
A= . . . ; y=1 .1,
Bl—r,r(tm) B2—r,r(tm) o Bn—l,r(tm) Ym

pak lze funkci F' zapsat maticové ve tvaru
F(x) = (y — Ax)"(y — Ax) = [ly — Ax|}3. (4.84)

Z podminky VF = o dostaneme normalni soustavu rovnic (4.80).

Vyhlazovaci bazovy splajn. Splajn s koeficienty ziskanymi feSenim normalni soustavy
rovnic obc¢as vykazuje nezadouci zvinéni. Z toho diuvodu se zavadi tzv. vyhlazovaci splajn,
jehoz koeficienty se ziskaji minimalizaci funkce

m b
G(x) =Y (v —Sp(t)*+p / [S(6)]* at, (4.85)

=1
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kde p > 0 je vhodné zvoleny parametr vyhlazeni. Pro vyhlazovaci ¢len postupné dosta-
neme

[ tsora=5 [ o a-

n—1 r Tit1 n—1
Z Z Tita |:/ Bz{/—r—l—a,r(t) z{/—r—l—ﬂ,r(t) dt:| Litp = ZX?Dixh
i=0 a,f=1 Ti =0

kde X; = (Tip1, Tiga, -, Tigr)" & Dy = {dl,5}} 5, pricemz

] Tit1
:15 = / Bz{LrJra,r(t) Z{LT+5,T'(t) dt? Q, ﬁ = 17 2’ s T

i

Integraly lze spocitat numericky formuli fadu alespon 2(r —3), tfeba Gaussovou-Legendro-
vou formuli s (r — 2)-ma uzly. Pomoci lokalnich matic D;, i = 0,1,...,n — 1, sestavime
globalni matici D na zékladé ekvivalence

n—1
E XZ-TDixZ- = x'Dx.
i=0

Celkem tedy
G(x) = (y — Ax)T(y — Ax) + px' Dx, (4.86)
takze vyhlazené koeficienty dostaneme jako reSeni soustavy linearnich rovnic

(ATA +pD)x = ATy. (4.87)

Tlustrace efektu vyhlazeni. Zvolili jsme ad splajnu r = 6 a déleni intervalu (0, 27) na

n = 10 dilki nestejné délky. V rozsifeném déleni A jsme zvolili z_s = x_4 = --- = 29 = 0,
T = T11 = -+ = 215 = 27. Déle jsme zvolili m = 30 bodu [t;,v:], i = 1,2,...,30, kde
0=t <ty <---<ty, =27 jenerovhomérné déleni intervalu (0, 27) a kde y; &~ sint; jsou

hodnoty sin¢; porusené pomoci generdatoru ndhodnych ¢isel s rovnomérnym rozdélenim.
V obrazku 4.8 teckovand ¢éra vyznacuje nevyhlazeny splajn a plna ¢ara splajn vyhlazeny
s koeficientem vyhlazeni p = 0,2.
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Obr. 4.8: Vyhlazovaci splajn: r = 6, n = 10, m = 30, p = 0,2.
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5. Numericky vypocet derivace a integralu

Spoleénym vychodiskem obou postupu je ndhrada funkce f(z) vhodnou aproximaci
o(z), kterd je pak derivovana nebo integrovana. Jsou-li hodnoty y; ~ f(x;) ziskdny
meétfenim, je vhodné data nejdiive vyrovnat, tj. ¢ ziskdme pomoci metody nejmensich
¢tvercu. Pokud je funkce f(x) zaddna pfesnymi hodnotami y; = f(z;) ve velkém poctu
uzlu x;, pak je tcelné urcit ¢ jako po castech polynomicky interpolant. Kdyz je uzlu jen
par, lze jako ¢ pouzit Lagrangeuv popt. Hermituv polynom nevysokého stupné.

5.1. Numerické derivovani

Ptiblizny vypocet derivace f’'(x) ma smysl napiiklad tehdy, kdyz

a) pro dané x muzeme ziskat odpovidajici hodnotu y = f(z), avSak explicitni vyjadfeni
funkce f(x) k dispozici nemame a proto vzorec pro f'(z) neumime napsat;

b) funkce f(x) je tak slozitd, ze vypocet jeji derivace je ptilis pracny;
¢) hodnoty funkce f(z) zndme jen v nékolika tabulkovych bodech.

V takovych piipadech je ucelné nahradit funkei f(x) vhodnou aproximaci ¢(x) a hodnotu
derivace ¢'(x) povazovat za pribliznou hodnotu derivace f’(x). Podobné postupujeme,
kdyz potiebujeme piiblizné uréit vyssi derivace: f*)(x) nahradime pomoci ¢®)(z).

V dalsim si uvedeme nékolik ¢asto pouzivanych formuli zalozenych na derivovani Lag-
rangeova interpolacniho polynomu P,(z), tj. kdyz f’(x) aproximujeme pomoci P (z).

Chyba aproximace v uzlovém bodé. Necht f € C""{a,b), kde a je nejmens{ a b je
nejvetsi z uzli interpolace. Pak pro chybu f'(xs) — P! (zs) v nékterém z uzlu x4 plati

_ SO

() = Pafan) = Tl aa) (1)

kde wyy1(x) = (x — xo)(x — 1) - - (x — x,) a & je néjaky bod z intervalu (a, b).

Piehled uzitecnych vzorci. Uvazme piipad, kdy uzly x; jsou ekvidistantni's krokem h,
tj. x; = xo + th, i = 1,2,...,n. Abychom docilili jednotného zapisu, ozna¢ime uzel xy,
v némz pocitame pribliznou hodnotu derivace, vzdy jako x. Také ostatni uzly necislujeme,
ale vyjadiujeme je pomoci x jako x + h, x — h apod. Piislusny vzorec je platny jen pro
funkce, které maji potfebny pocet spojitych derivaci. Bod & lezi vzdy mezi nejmensim
a nejvetsim uzlem pouzitym ve vzorci. Pomoci vztahu (5.1) tak dostaneme:

n=1: fa)=LENIE Dy, (5.22)
fiey = TEZTE 2R Ly, (5.20)
n=29: f’(x) _ _3f(17) + 4f(172—;h) - f(ZL’ + Qh) + %th///(E) ’ (53&)
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f(x+h>_f(x_h> 12///
~ SR E) (53)

2h

3(0) = Af 0+ F=2h) Lo (5.50)

J'(x) = 2h 3

Uvedme jesté nejzndméjsi formuli pro vypocet druhé derivace. Rovnost

fle+h)—2f(x) + f(x = h)
h2

overime uzitim Taylorova rozvoje f(x 4+ h) okolo x.

Formule ze vzorce (5.2a) je zndma jako pruni diference vpred (doprednd diference)
a formule ze vzorce (5.2b) jako pruni diference vzad (zpétnd diference). Formule ze vzorce
(5.3b) byvé oznacovana jako pruni centrdlni diference a formule ze vzorce (5.4) jako druhd
centrdlni diference.

() = — (). (54)

Numericky vypocet parcidlni derivace neptedstavuje zadny novy problém: derivuje-
me-li podle proménné z;, ostatnich proménnych z; # x; si nevSimame a nékterou z vyse
uvedenych formuli aplikujeme jen na x;. Tak tfeba pomoci doptedné diference (5.2a)
dostaneme

Of (x1,29) _ f(wy, 29+ h) — f(21,72)

~

81'2 h

Podminénost numerického vypoctu derivace. Ve vzorcich (5.2)—(5.4) jsme uvedli
vzdy formuli (jako prvni sé¢itanec na pravé strané) a jeji diskretizacni chybu (jako druhy
séitanec). Pfi numerickém vypoctu derivace hraji vyznamnou roli také zaokrouhlovaci
chyby, a to jak v hodnotach funkce f (tj. ve vstupnich datech), tak pfi vyhodnoceni
formule (tj. pfi vypoctu). Ukdzeme si to pro formuli ze vzorce (5.2a).

Ve skutecnosti za pribliznou hodnotu derivace f’(xo) povazujeme vyraz

F(xo) = f(xo+hf)L—f(xo) _ [f(x0+h)+61;]l_[f(x0)+60] _ f'(xo)+%hf”(§0)+€1;50 |

kde e resp. €g je zaokrouhlovaci chyba, které se dopustime pii vypoctu f(zg + h) resp.
f (o). Tedy

f(x0) = floo t h}i —Jn) + Eq+ E,,

kde E; := —%hf”(g) je diskretizacni chyba a E, := —(g1 — €9)/h je chyba zaokrouhlovact.
Chovéni obou chyb je pro h — 0 diametralné odlisné: zatimco |Ey| — 0, |E,| — co. Pro
mald h se tedy zfejmé jednd o Spatné podminénou tlohu: malé zmény ¢, 1 ve vstupnich
datech vyvolaji velkou zménu E, a nasledné také vysledku f! (z). Kdyz pro jednoduchost
zanedbame zaokrouhlovaci chyby vznikajici pii vyéisleni formule [f(zo + h) — f(x0)]/h,
dostavame pro celkovou chybu E = E; + E,. odhad

1 €
|E| < |Eq| + |E-] < §hM2 + QE = g(h),
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kde My = max |f"(x)| pro x € (xg,xo+ h) a € = max(|e1], |e2)|). Minimalizaci funkce g(h)
obdrzime optimalni délku kroku

hopt = 2 Mi ,  pro kterou |Eou| = g(hopt) = 21/Ms.
\ M,

Ptredpokladejme, ze hodnoty f(zg) i f(xo+ h) dokdzeme vypocitat s relativni chybou
rovnou piiblizné ¢islu ¢, takze € &~ Myd, kde My ~ max(|f(zo)|, | f(xo+h)]). Pro My =~ M,
je hopt = 24/0 a | Eopt| = 2MoV/8. Pocitdme-li tedy napi. ve dvojndsobné piesnosti a pokud
§ ~ 10710, pak hyy ~ 2 - 1078, Jestlize navic | f'(z)] =~ My, pak |E.u| =~ 2|f'(2)|V9, a to
znamena, ze velikost relativni chyby derivace f’ () je tddové rovna druhé odmocniné
velikosti relativni chyby funkénich hodnot. To nas opraviuje k tvrzeni: pri priblizném
vypoctu derivace formuli dopredné (nebo zpétné) diference dochdzi pri optimdlni volbé
kroku ke ztrdate priblizné poloviny platnyjch cifer.

-7

x 10

1.5}

g(h)

]

opt’ Eopt

0.5}

0 0.2 05 1 15 2

x10'

Obr. 5.1: Chyba numerické derivace: pro g(h) = %h +2-1071%/h je hopt =2-1078 = Eypt
Podobné chovani vykazuji i ostatni formule numerického derivovani, tj. pro krok h

blizky hope je mnumericky vypocet deriwace spatné podminénd tuloha: nepatrné zmenseni
kroku vyvola znacny narust chyby, viz obr. 5.1.

5.2. Richardsonova extrapolace

Ptiblizny vypocet derivace lze efektivné zptesnit technikou zndmou jako Richardsonova
extrapolace. Je to univerzalni postup umoznujici pomoci zakladni metody nizsi presnosti
vytvaret metody vyssi presnosti. Ukazme si, jak se to déla.

Ptredpoklddejme, ze zdkladni metoda je reprezentovana funkei F'(h) parametru h. Me-
todou F' umime vypocitat hodnotu F'(h) pro mald h > 0. Nasim cilem je co nejptresnéji
aproximovat hodnotu F'(0), kterou vsak pfimo z formule F' ur¢it neumime.
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Ptredpoklddejme, ze funkce F'(h) muze byt zapsidna ve tvaru mocninného rozvoje
F(h) = ap+arh* + agh* +azh® + ..., h € (0, ho). (5.5)

Konkrétni formule F' je zkoumdna v piikladu 5.1, viz (5.17). Pro malé h je F'(h) jisté
dobrou aproximaci F'(0) = ag. Pokusime se najit lepsi aproximaci ag. Zacneme tim, ze
vypocteme F(%). Podle (5.5) plati

F() ot (2 (1) e (2) -

Nejvétsf chybu ve virazu ag— F(h) i ag— F(%) predstavuje élen obsahujici druhou mocni-
nu h. Zbavime se ho tak, ze od ¢tyindsobku rovnice (5.6) ode¢teme rovnici (5.5) a vysledek
délime tfemi. Tak dostaneme

AF (%) = F(h
Fy(h) := # =ag+aPnt + aPns + (5.7)
Snadno oveérime, ze |a§2)| <laj|, j =2,3,.... F5(h) je proto lepsi aproximace ag nez F'(h)

nebot ag — Fy(h) za¢ind az ¢tvrtou mocninou h. Dostali jsme tedy metodu Fy, kterd je
(pro dosti mala h) lepsi nez puvodni metoda F'. Protoze Fy(h) ~ F(0) je spoctena pomoci
hodnot funkce F' pro h a %, predstavuje Fy(h) extrapolaci funkce F do nuly (ovéite, ze
Fy(h) = P1(0), kde Pi(t) je linedrn{ interpola¢ni polynom prochézejici body [(4)?, F/(2)]
a [h% F(h)]).

Podobnym postupem odstranime z F,(h) ¢len obsahujici ¢tvrtou mocninu h a ziskdme
jeste lepsi aproximaci F'(0). Nejprve vypocteme Fg(%) Podle (5.7) plati

h r\* h\°
F, (5) = ag + af (5) +af) (5) +o (5.8)

Rovnici (5.8) ndsobime 16, odec¢teme (5.7) a vysledek délime 15. Tak dostaneme metodu
F3, kterd je pro zvolené h definovana predpisem

_ 16F3(5) — Fy(h)
N 15

Fs(h) : =g + ag?’)h6 +... (5.9)
pricemz |a§3)| < |a§2)| <laj|, j = 3,4,.... Vsimnéte si, abychom mohli vypocitat F»(%),
musime nejdifve urcit F(%).

Takto muzeme pokracovat a ziskavat stale lepsi metody, pro které

4'F(3) - Fi(h) (i+1)

Fin(h) = ——F—F——=a+a 7 PP+ i=12, (5.10)

a kde Fy(h) = F(h). Pro koeficienty rozvoje pfitom plati |a§i+1)| < |qj|, j=i+1,i+2,....
Necht hy, = h/2%, s = 0,1,.... Protoze F;(h) = ag + aEZ)hZi + a§21h2i+2 + ..., snadno
odvodime, ze

|Fi(hs) — ao] < Cih?, s=0,1,..., i=0,1,..., (5.11)
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kde C; jsou konstanty nezavislé na h,. Rekneme proto, ze Fj(hs) je aproximace F(0) fadu

h* a piseme F;(hy) = F(0) + O(h*).

Poznamka. (O Landauové symbolu O(p(h))). Necht ¢(h) je funkce definovand v intervalu
(0, ho) a p je kladné ¢islo. Rekneme, ze funkce ¢(h) je tddu O(h?) a piseme @(h) = O(hP),
jestlize existuje ¢islo C' > 0 takové, ze pro vSechna 0 < h < hy plati |¢(h)] < Ch?. O

Vypocet lze prehledné usporadat do tabulky

Fy (h) Too

F (%) F(h) Tvo Tn

Fi(3) F(5) Fs(h) Ty T T

Fi(5) F2(3) Fs(5) Fa(h) = T30 T; T3 T3
Fi(i) Ba(5) Fs(3) Fi(3) Fs(h) Tio T T Tis Tu

Tab. 5.1 Richardsonova extrapolace
Tabulku vypliujeme po tadcich. Ziejmé
Ty = Fipa(h/2°77), Fi(hs) = Tiys-1,i-1- (5.12)
Prvek T,y v prvnim sloupci tabulky vypoc¢teme pomoci zakladni metody F' = F},
T = F(h/2%), s=0,1,..., (5.13)
a dalsi prvky v tomto fadku pocitame ve shodé s (5.10) podle predpisu

4'Tg; 1 — Ts 141 Toic1—Tso1i1 .
= A =T, i ’ =1.2,....5. 5.14
4Z o 1 ) 1 + 4Z _ 1 7 ? Y 9 78 ( )

Tsi .
Vypocet ukoncime a T; povazujeme za dostatecné presnou aproximaci F'(0), pokud
|Tsi - Ts,i—1| < max(5r|Tsi|a 5a) ) (515)

kde ¢, je pozadovand relativni presnost a €, pozadovana presnost absolutni. Podle (5.11)
a (5.12) pfitom

si S i+1 ‘ S=U,L,..., 1= PO AP .
T, — F(0 O h2 2 0,1 0,1 5.16

s—i )

Priiklad 5.1. Richardsonovu extrapolaci pouzijeme pro zptesnéni vypoctu derivace podle
formule (5.3b). Jestlize ma funkce f dostatecny pocet spojitych derivaci, pak

T — flx — ®)(z ®)(z

takze F'(h) je tvaru (5.5).

R+ (5.17)
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Pocitejme derivaci funkce f(x) = cosx pro x = 1. Zvolime napt. h = 0,8 a vypocet
ukonéime, kdyz bude splnéna podminka (5.15) pro &, = &, = 107°. V nésledujici tabulce
znaéime hg = h/2°% prvky Ty pocitdme ze vztahu

~cos(1 + hy) — cos(1 — hy)
s0 — 2h5 )

prvky Ty a Ty v dalsich sloupcich pocitame podle (5.14). Cisla v tabulce jsou zaokrouh-
lena na 6 cifer. Protoze |T3y — T31| < 107°, povazujeme T3y = —0,841471 za pribliznou
hodnotu f’(1). Pfesna hodnota f'(1) = —sin(1) = —0,84147098, takze T3, ma vSechny

S hs TsO Tsl TsQ

00,8 -0754543
1104 ] -0819211 —0,840766
0,2 | —0,835872 —0,841426 —0,841470

0,1 | —0,840069 —0,841468 |—0,841471

w N

cifry platné. U
Poznamka. Richardsonovu extrapolaci lze aplikovat na zakladni metodu F' také v piipadeé,
kdyz mé funkce F'(h) obecny rozvoj

F(h) = ag + a1hP* + agh?? 4+ agh? + ... (5.57)

kde 1 < p; < ps < p3 < ... jsou prirozend cisla. Presnéjsi metodu F;,; v tom pripadé
definujeme predpisem
_ 2F(3) - F(h)

Fin(h) = —=2——— =a FaT e =12, (5.10")

a Ty pocitame podle

Wi —Ts 11 Tsi1—Ts—1 o ,
- o =T+ L is12 s (504)

Tsi .

Protoze F;(h) — F(0) = az(i)hpi + ..., fekneme, zeF;(h) je aproximace F(0) tddu h¥i. Pro
p; = 21 dostaneme diive uvazovany piipad, viz (5.5), (5.10) a (5.14). O

Piiklad 5.2. Richardsonovou extrapolaci zpfesnime vypocet derivace podle formule (5.2a).
Z Taylorovy veéty dostaneme

flz+h) - f(x)
h

, fO), ),
F(h) = = f(@) + TR (5.18)

coz odpovida (5.57) pro p; = i. Pocitat budeme stejnou tlohu jako v piikladu 5.1. Ten-
tokrat pozadovanou presnost dosdhneme az pro Ty4. Richardsonova extrapolace je méné
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S hs TsO Ts 1 Ts2 TsB Ts4

0,8 | —0,959381

0,4 | —0,925838 —0,892295

0,2 | —=0,889723 —0,853608 —0,840712

0,1 | —-0,867062 —0,844401 —0,841332 —0,841421

0,05 | —0,854625 —0,842188 —0,841451 —0,841468 |—0,841471

tcinnd: zatimco pro formuli (5.3b) je T3y aproximace fadu h®, pro formuli (5.2a) je Ty
aproximace fadu h° a k dosazeni pozadované piesnosti bylo tieba zvolit mensi h,. [

= W NN = O

5.3. Numerické integrovani

Cilem tohoto odstavce je pfiblizny vypocet urcitého integralu I(f) := f; f(z)dx.
Existuje nékolik duvod, pro¢ tento integral nepocitame presné, napiiklad

1) integral I(f) neumime spocitat analytickymi metodami;
2) analyticky vypocet je prili§ pracny;
3) funkce f(z) je dana jen tabulkou.

Za ptibliznou hodnotu integralu I(f) povazujeme integral Q(f) = I(p), kde () je
vhodna aproximace funkce f(z).

5.3.1. Zakladni vlastnosti kvadraturnich formuli

Zacneme tim, ze si uvedeme jednoduchy

Piiklad 5.3. Pro veétsi ndzornost vykladu predpoklddejme, ze funkce f(z) je na inter-
valu (a,b) kladnd. Interval (a,b) rozdélime na n stejnych dilka délky h = (b — a)/n
pomoci délicich bodu z; = a +ih, i = 0,1,...,n, a obsah plochy pod kiivkou f(z) na-
hradime obsahem plochy pod lomenou ¢arou spojujici body [x;—1, f(z-1)] a [z;, f(24)],
i=1,2,...,n. Funkce ¢(x) je tedy po ¢astech linedrni aproximaci funkce f(z) a priblizna
hodnota integralu I( f) je souctem obsaht lichobézniku s vrcholy [z;_1, 0], [x;, 0], [x;, f(z;)]
a [zi1, f(@io1)].
Vysledkem je predpis

QRf) = sh(ficr+ i) =h[5fo+ frt-+ facr + 5fa) (5.19)
i=1
kde f; :== f(x;). Dostali jsme tak jednu ze zakladnich formuli numerického integrovéni,

tzv. sloZenou lichobéznikovou formuli. Index 1 znadi ,trapezoid“, coz je anglicky preklad
slova lichobéznik. V dalsim budeme formule pro pfiblizny vypocet integrali oznacovat
také jako kvadraturni formule.
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Obr. 5.2. Slozena lichobéznikova formule

Diskretizacni chyba. Urceme chybu, které se dopustime, kdyz misto presného integralu
I(f) pouzijeme kvadraturni formuli Q%.(f). Na intervalu (x; 1, x;) vznikne chyba

= " Sy de = Shl () + ) = / " @) - P de,
kde

f(ﬂfz) - f(xi71>
h

Pi(z) = f(wi1) + (x —xiq)

je linedrni interpolaéni polynom funkce f(x). Uzitim vzorce (4.23) pro chybu interpolace
f(x) — Pi(x) dostaneme

= / S €@ — 7o) — 1) da

Ti—1
Protoze funkce (x — x;_1)(z — x;) neméni na intervalu (x; 1, ;) znaménko, z prvni véty
o stfedni hodnoté integralu? plyne existence bodu n; € (z;_1, ;) takového, ze

=) [ e = s = ) de =~ P

i—1

4Prvni véta o stiedni hodnoté integralu, viz [44]: Je-li f(z) spojitd v (a,b) a je-li g(x) integrovatelna
a g(z) > 0 resp. g(x) <0, existuje aspon jeden takovy bod ¢ € (a,b), ze

[ swar =5 [ gwar
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Pro celkovou chybu R}(f) = I(f) — Q% (f) proto dostaneme

n

h2 (b —a) b—
Ry =35 B30 o) = S gy = e, )

12

kde n € (a,b). Tedy R%(f) = O(h?) a diskretizacni chyba R%:(f) — 0 pro h — 0.

Zaokrouhlovaci chyba. Podivejme se jesté na chybu zaokrouhlovaci. Jestlize v kvadra-
turni formuli (5.19) pouzijeme misto presnych hodnot f; ptiblizné hodnoty f; = f; + €,
pak

Q) =hl3fot+ fit+ farr + 3] = Q3(f) + hldeo + o1+ +ens + 3]

Ziejmé I(f) = Q(f) + R:(f) + Eg, kde Ep := —h[3co+e1++ - +e,_1+ 12,] je celkova
zaokrouhlovaci chyba. Jestlize |e;| < € := Moey,, kde My = maxqp |f(2)| a €y, je strojové
presnost, dostaneme odhad

|Er| < hne = (b—a)e = (b— a)Moe,, .

Vidime, ze odhad velikosti zaokrouhlovaci chyby |Er| nezavisi na h. Pokud uvazime také
zaokrouhlovaci chyby aritmetickych operaci, odhad zaokrouhlovaci chyby bude

|ER| S (b — &)Mggm + (TL + B)Mogm.

Protoze n nebyva prilis velké, muzeme konstatovat, ze numerické integrovani je podstatné
méné citlivé na zaokrouhlovaci chyby nez numerické derivovani a proto pii bézném nu-
merickém vypoctu integralu nemusime zaokrouhlovacim chybam vénovat zadnou zvlastni
pozornost. [

Obecny tvar kvadraturni formule. Kvadraturni formuli pro ptiblizny vypocet in-
tegralu I(f) = fab f(x) dx budeme zapisovat ve tvaru

Q(f) = wof (o) +wif(wr) + -+ wnf(zn) . (5.21)

Body xg, x1, ..., z, se nazyvaji uzly a ¢isla wg, wy, . . ., w, koeficienty kvadraturni formule.
Budeme piedpoklddat, ze a < 29 < 27 < -+- < z, < b. Rozdil I(f) — Q(f) oznacime
R(f) a nazveme (diskretizacni) chybou kvadraturni formule, tedy

I(f) = Q)+ R(f).

RA&d kvadraturni formule. Algebraicky 7dd r = r(Q) kvadraturni formule Q(f) defi-
nujeme jako nezdporné celé ¢islo takové, ze R(xz7) = 0 pro j =0,1,...,r a R(z™1) # 0.
Formule je tedy tadu r, pokud integruje presné polymomy stupné r a polynomy stupné
r + 1 uz presné neintegruje. Charakteristika kvality kvadraturni formule pomoci alge-
braického Fadu je prirozend. Podle Weierstrassovy véty, viz [44], lze totiz kazdou spojitou
funkci libovolné presné aproximovat polynomem.

Necht P,(z) = f(xo)lo(x) + f(z1)li(x) 4+ - - - + f(2n)la(z) je Lagrangeuv interpolaéni
polynom funkce f(z) stupné n. Integraci P,(x) na intervalu (a,b) dostaneme tzv. inter-
polacni kvadraturni formuli

QUf) = I(P) = f(xo) / to(x) da + (1) / () de+ -+ f(za) / 0o(z) dz.

a a
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Formule je tvaru (5.21) a jeji koeficienty jsou
b
wi:/&(:p)dx, 1=0,1,...,n. (5.22)

Interpolaéni kvadraturni formule (5.21), (5.22) je ziejmé fadu alespon n, 1ze viak dokézat,
ze tadu vyssiho nez 2n 4+ 1 byt nemiuze.

Zvysovani radu? Je prirozené ptat se, zda kvadraturni formule dostateéné vysokého
fadu dokdze aproximovat integrél s pozadovanou piesnosti. Odpovéd na tuto otdzku ndm
dava nasledujici

Véta 5.1. Necht Q;(f) := > wif(a}),i=0,1,..., jsou formule s kladngmi koeficienty
radu i, pricemz 0 <rg <1y < -+ <71; <Tip1 < ....Pak pro kaZdou funkci f(x) spojitou
na intervalu {a,b) plati

lim Q(f) = I(f).

Dikaz. K libovolnému £ > 0 existuje podle Weierstrassovy véty polynom P,,(x) stupné
m takovy, ze |f(z) — Pn(z)| < € Vx € (a,b). Pak pro kazdé r; > m plati

[1(f) = Qi) < [I(f = Po)| + [1(Fn) — Qi(Prn)| + [Qi(Prn — f)| < 26(b — a),

nebot |I(f — Pn)| < e(b—a), |I(Pn,) — Qi(Py)| = 0 protoze formule Q; je tadu r; > m,
a dale

|Qi(Pr = )| < Wil P = f(a)| <€ |wil =) w) =e(b—a).
j=0 Jj=0 Jj=0

V posledni nerovnosti jsme vyuzili toho, ze w} > 0 a ze Q;(1) =I(1) =b—a. O

Chceme-li tedy spocitat integral I(f) s pfedepsanou presnosti e > 0, tj. tak, aby platilo
II(f)—Q(f)| < e, staci pouzit interpolacéni kvadraturni formuli dostatecné vysokého réadu
s kladnymi koeficienty. Z definice (5.22) koeficientu interpolacni formule je zfejmé, ze
pozitivnost koeficientu w; lze zajistit jediné vhodnym vybérem uzliu kvadraturni formule.
V odstavci 3 pozname Gaussovy formule, které pozadované vlastnosti maji.

Slozené formule. Jinou cestou umoznujici docilit potfebnou presnost numerické inte-
grace je pouziti sloZenych kvadraturnich formuli. Jednu slozenou formuli jsme jiz poznali,
totiz slozenou lichobéznikovou formuli Q%(f), viz (5.19). Z odhadu chyby (5.20) plyne, ze
pro dostatecné jemné déleni intervalu (a, b) je chyba |I(f) — Q%(f)| numerické integrace
slozenou lichobéznikovou formuli libovolné mala. Pouzivaji se i jiné slozené formule nez je
formule lichobéznikova. Hlavni myslenka je vSak vzdy stejné: interval (a,b) se rozdéli na
m podintervalu (a;, b;), 1 = 1,2,...,m, tak, ze

azal<bl:a2<bgza3<~~<bm,1:am<bm:b,

a na kazdém podintervalu (a;, b;) se pouzije kvadraturni formule Q;(f) nevysokého radu.
Formule na jednotlivych podintervalech jsou obvykle téhoz typu. Slozenou kvadraturni
formuli pak rozumime formuli Q™ (f) = >_°, Q:(f). Oznacime-li 0 = max;(b; — a;)
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délku nejdelstho podintervalu, vznikd ptirozend otazka, zda Q™(f) — I(f) pro o — 07
Nasledujici veta tiké, ze za velmi slabych predpokladu tomu tak skutecné je.

Véta 5.2. Necht a = a; < by = (Ig <b=a3 < - <by_1=a, <b, =0bjedéleni
intervalu (a,b), o = max;(b; — a;), Q"(f) = d_im, Qi(f) je slozend kvadraturni formule
na intervalu (a,b) a Qi(f) := Y7 gwif(x}) je kvadraturni formule na intervalu (a;, b;),
ktera md kladné koeficienty a je mdu alespon 0. Pak pro kazdou funkci f(x), kterd je
v intervalu {a,b) lipschitzovsky spojitd, plati
tim Q(f) = (/).

Dikaz. UZitl'm prvni véty o stiedni hodnoté integralu, a déle toho, ze pro formuli fadu 0
plati Z] owh = Qi(1) = f;z dx = b; — a;, dostaneme

b;
[ @)= Q)| = e - @) - @I =

S wifm) = S wl ()
j=0 =0

n;
<Y il L — ) <
=0

L(bZ — ai) ’wZ = L(bZ — ai)Q S LO'(bZ — ai),

J

a odtud

I(f) — |<LO’Z ;) <Lb—a)o—0 prooc—0. O

5.3.2. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

jsou interpolacni formule s uzly x; = xo + th, ¢ = 0,1,...,n. Uzavrené Newtonovy-
Cotesovy formule dostaneme pron > 1, h = (b—a)/n a xo = a, takze z,, = b, tj. koncové
body intervalu (a,b) jsou uzly. Oteviené Newtonovy-Cotesovy formule dostaneme pro
n>0 h=(0b—-a)/(n+2)ax =a+ h, takze z,, = b — h, tj. koncové body a, b uzly
nejsou. Lze dokazat, ze Newtonovy-Cotesovy formule jsou fadu n 4+ 1 pro n sudé a fadu
n pro n liché. Z téchto formuli maji vSechny koeficienty kladné jen uzaviené Newtonovy-
Cotesovy formule pro n = 1,2,...,7 an = 9, z otevienych Newtonovych-Cotesovych
formuli pak jen formule pro n = 0,1 a n = 3. Nejznaméjsi Newtonovy-Cotesovy formule
jsou formule obdélnikové, lichobéznikova a Simpsonova. V dalsim se ndm bude hodit také
formule Booleova. VSechny tyto formule si nyni uvedeme.

Obdélnikova formule je oteviend Newtonova-Cotesova formule pro n = 0 s jedinym
uzlem xy = %(a + b). Interpola¢ni Lagrangeuv polynom Py(z) stupné 0 proto je

Po() = fo —f(“b)
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a odpovidajici formule je tvaru

Qi) = | "Pye) de = (b— a)f ( . b) . (5.23)

Index »; znac¢i ,,midpoint “, v anglicky psané literatuie se totiz obdélnikova formule oznacu-
je jako ,midpoint rule“. Nazev formule vyjadiuje skutecnost, ze pro f((a 4+ b)/2) > 0 je
Q@ (f) obsah obdélnika o strandch délky b — a a f((a + b)/2). Pro chybu plati

L= ), kden e (ab). (5.24)

RM(f)=24

Chybu obdélnikové formule odvodime snadno pomoci Taylorova rozvoje a prvni véty
o stfedni hodnoté integralu:

/abf(x)dx—(b—a)f (a;b) :/ab {f(x)—f(“;b)] Az =
s 5oy

[ (=) LD gy S0 (Y e L

Obdélnikova formule je fadu 1. To okamzité plyne ze vzorce (5.24): protoze druhd derivace
polynomu stupné jedna je rovna nule, musi byt Ry (2?) =0 pro j = 0, 1.

dx =

a (a+b)/2 b a b a (a+b)/2 b

Obr. 5.3. Obdélnikova, lichobéznikova a Simpsonova formule

Lichobéznikova formule je uzaviend Newtonova-Cotesova formule pro n = 1 s uzly
ro = a, x1 = b. Formuli jsme jiz odvodili v ivodu této kapitoly. Zopakujme tedy, ze li-
chobéznikovou formuli dostaneme integraci linedrniho interpola¢niho polynomu prochéze-
jictho body [a, f(a)] a [b, f(b)] v mezich od a do b. Snadnym vypoctem dostaneme

Q1) = [ Pulo)ds =21 @) + 10, (5:29

Nézev formule vyjadiuje skutecnost, ze pro f(a) > 0, f(b) > 0 je Qr(f) obsah li-
chobéznika, jehoz rovnobézné strany maji délky f(a), f(b) a jehoz vyska je rovna b — a.
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Pro chybu lichobéznikové formule plati

1
Rr(f) =5 /")~ ), ke € (a,b) (5.26)
Vzorec pro chybu byl odvozen v tvodu této kapitoly, chyba tam byla oznacena jako r;.

Lichobéznikova formule je fadu 1. Vsimnéte si:

a) Pokud se druhd derivace f”(x) funkce f(z) na intervalu (a, b) prilis neméni, pak je
absolutni hodnota |Rr(f)| chyby lichobéznikové formule pfiblizné dvakrét vétsi nez
absolutni hodnota |Ry/(f)| chyby formule obdélnikové.

b) Pokud druhd derivace f”(x) funkce f(z) nemeéni na intervalu (a, b) znaménko, tj. je-
li funkce f(x) potdd konvexni nebo konkdvni, pak znaménko chyby lichobéznikové
formule je opacné nez znaménko chyby formule obdélnikové. Za téchto okolnosti
presnd hodnota I(f) integralu lezi v intervalu, jehoz krajni body jsou hodnoty

Qu(f) a Qr(f).

Simpsonova formule je uzaviend Newtonova-Cotesova formule pro n = 2 s uzly xg = a,
x1 = (a+b)/2 a xo = b. Integraci kvadratického Lagrangeova interpola¢niho polynomu
Py(z) prochazejictho body [z, f(x0)], [z1, f(x1)] a [xa, f(x2)] dostaneme

b—a

asth) = [ wyar =" 1w +4r (52) + 50 (.27

Snadno provéifme, ze Qg(z?) = I(z7) pro j = 0,1,2,3, a ze Qg(z?) # I(x?), tedy Simp-
sonova formule je fadu 3. Odvozeni vzorce pro chybu Rg(f) Simpsonovy formule je uz
obtiznéjsi, spokojime se proto jen se vzorcem samotnym. Plati

Rs(f) =~ ) (b;“) . kdene (ab). (5.28)

Booleova formule je uzaviend Newtonova-Cotesova formule pro n = 4,

Op(f) = =12 [7f(a)+32f (3"Zb) +12f (a;b> +32f (ang) +7f(b)] . (5.29)

90

Formule je tddu 5, pro chybu plati

Ro(f) = — oz FO ) (l%) . kden € (a,b). (5.30)

Slozené formule uvedeme jen pro pfipad, kdy jednoduché formule na podintervalech
jsou vsechny stejné a to bud'to obdélnikové nebo lichobéznikové nebo Simpsonovy (se-
staveni slozené Booleovy formule ponechdvdme ¢tendii jako cviceni). Budeme uvazovat
ekvidistantni délen{ x; = a + ith, kde h = (b —a)/n.

Slozenou obdélnikovou formuli dostaneme souc¢tem jednoduchych obdélnikovych for-
muli na jednotlivych podintervalech (x; 1, ;). Vysledkem je formule

Qu(f) =h[fip+ fspp+ -+ facrz] . kde fiiip = f(z: — h). (5.31)
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Pro jeji chybu R}, (f) plati

h2(b — - b
_ _h3 Z f// o (24n a) Z f”(ni) _
=1

kde n € (a,b).

Slozenou lichobéznikovou formuli Q(f) véetné jeji chyby RF(f) jsme jiz uvedli, viz
(5.19), (5.20). V MATLABu je slozena lichobéznikova metoda implementovana jako pro-
gram trapz.

Slozenou Simpsonovu formuli dostaneme pro sudy pocet dilku n tak, ze secteme jed-
noduché Simpsonovy formule na intervalech (g, xs), (€2, z4), ..., (Xy_2, z,). Dostaneme

RO (532)

Q) =2 fo 4+ o+ 2ot S i)+

%[fn—él + 4fn—3 + fn—2] + %[fn—2 + 4fn—1 + fn] - (533)

T S A Al

Pro chybu R%(f) slozené Simpsonovy formule plati

RY(f) = - 9—10h5f(4’(n2) — W) — = o) =
— oM L2 (1O ) + £ )+ FO )] = (534)

b—a
— Wf(4)(77)h47 kde n € (a,b) .

Rombergova integrace je zalozena na pouziti slozené lichobéznikové formule a opako-
vané Richardsonovy extrapolace. Teoretickym vychodiskem Rombergovy metody je plat-
nost Fulerova—Maclaurinova vzorce

Bgl 2z 1)(1)) _ f(2i*1)(a)] + R, (f),

i=1 (5.35)

Bm m m
kde Rm(f) = (b - (l)ﬁiﬂ +2f(2 +2)(nm)> Nm € (a'7 b)a

Qr(f

koeficienty Bs; jsou tzv. Bernoulliova ¢isla, viz napt. [43]. Vzorec (5.35) plati za predpokla-
du, ze funkce f(x) je v intervalu (a, b) spojita spolu se svymi derivacemi az do tddu 2m+2
véetné. Aproximaci QF(f) integralu I(f) lze zpfesnit uzitim opakované Richardsonovy
extrapolace. Rozvoj (5.35) je totiz stejného typu jako vzorec (5.5), na némz je opakovana
Richardsonova extrapolace zalozena. Srovnanim (5.5) a (5.35) vidime, ze ve vzorci (5.5)
staci polozit
b—a .
F(h):Q%(f>7 h = ) aO::[(f)a pi:IQZ'

n
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Pii vypoctu koeficientu Ty; postupujeme podle vzorcu (5.13)—(5.14), ny = 2°ng je pocet
dilka formule Q% (f) s krokem hy, = ho/2%. Pti vypoctu Top10 = Q7 (f) vyuzijeme
vSechny hodnoty funkce f(x), které jsme jiz pfedtim pouzili k urceni Ty = Q7% (f), viz
krok 3 v nésledujicim algoritmu.

Algoritmus Rombergovy metody
Krok 1. Déno a, b, n, g, €a.
Krok 2. s:=0; ng:=n; hy := (b—a)/n; Too := Q7(f);
Krok 3. Tey10:= % [Tso +hsd> s fla+ (k — %) hs)};
Krok 4. ngi1 :=2ng; hgyq = %hs; s:=s+1;1:=1;
Krok 5. 6 := (Ts;1— Ts—1,-1)/(4" = 1); Tg; := Ty i1 + 6;
je-li |6] < max (eg|Ts|,€4), pokracujeme krokem 6;
je-li ¢ = s, pokracujeme krokem 3;
jinak polozime 7 := i + 1 a opakujeme krok 5;
Krok 6. Polozime I(f) ~ Ty;
Nasleduje ptehled zakladnich vlastnosti Rombergovy metody.
a) Vypocet Ty; odpovidd kvadraturni formuli fadu 2i + 1 s kladnymi koeficienty.

b) Pro ¢ =1 dostavame slozenou Simpsonovu formuli: Ty = Q¢ (f), kde ny = ny2°.

¢) Aproximace Ty je slozend Booleova formule. Ty; pro i > 2 vsak uz zaddnou piimou
souvislost se slozenymi formulemi Newtonova-Cotesova typu nema.

d) Pro chybu podle (5.35) a (5.16) plati [Ty, —I(f)| < K;(b—a)h?t? kde hy_; = ho /257"

Konstanta K; zavisi na (2i + 2)-hé derivaci funkce f(x). )

e) Ma-li funkce f v intervalu (a,b) spojité derivace az do fadu 2i + 2 véetné, pak
Ty — I(f) pro s — 0o. Pokud ma funkce f v intervalu (a,b) derivace vsech tadu,
pak také T3 — I(f) pro s — oo.

Zduraznéme, ze uspésné pouziti Rombergovy metody predpoklada, ze integrovana funkce
f(z) ma dostatecny pocet spojitych derivaci v celém intervalu {(a, b).

Poznamka. Z Eulerova-Maclaurinova vzorce (5.34) plyne
Qr(f) = I(f) + O(h**?), pokud f*V(a) = f@=D(b) proi=1,2,...,m.

Slozené lichobéznikové pravidlo je tedy velmi piesné pii integraci dostateéné hladkych
periodickych funkei v piipadé, kdy délka b—a intervalu integrace (a, b) je celym nésobkem
periody. O
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5.3.3. Gaussovy kvadraturni formule

Zabyvejme se numerickym vypoctem

[ wtwsa,
kde w je pevné dand nezdpornéd vdhovd funkce na intervalu (a, b). Interval (a, b) muze byt
neomezeny, tieba (0, 00) nebo (—oo,00). O vdhové funkci budeme piedpoklddat, ze
(a) w je v (a,b) spojitd a nezdporna,
(b) integrély fabw(x)xk dz, k=0,1,..., existuji a jsou konecné, (5.36)
(¢) je-li p polynom, p(z) > 0 v (a,b), f;w(:c)p(:c) dz =0, pak p= 0.

Podminky (5.36) jsou splnény napfiklad tehdy, kdyz funkce w je kladnd a spojitd na
omezeném uzavieném intervalu {(a, b).
Pomoci prvni véty o stfedni hodnoté integralu snadno dokazeme, ze podminka (5.36¢)

je ekvivalentni s podminkou ffw(x) dx > 0.
Necht P,(z) = >"", f(x;)l;(z) Lagrangeuv interpolacni polynom funkce f(z). Inter-
polacni kvadraturni formuli s vahou definujeme predpisem

b n
Q= [ wle)Pula)do =Y wif (),
a i=0
kde koeficienty (5.37)
b
w; = / w(z)li(x)dz, i=0,1,...,n.

Proa<mzy <z <<z, <bje Q(f) obecné jen fadu n, tj. Q(x') = fab(,u(:zc)xZ dz, pro
0 < i < n. Vhodnou volbou uzla {x;}!", lze tad formule (5.37) vyrazné zvysit. K tomu
pouzijeme

Ortogonalni polynomy. Pro funkce u, v definujeme skalarni soucin

(u,v) ::/ w(z)u(x)v(x) de

v prostoru vSech funkci f takovych, pro které integral fabw(:c) f?(z) dx existuje a je
konecny.

Necht {p,(z)}22, je soustava polynomu stupru n. Rekneme, ze tato soustava je v in-
tervalu (a, b) ortogonalni, kdyz plati

(pi,pj) =0 proi#j.
Ke konstrukci ortogonalnich polynomu se vyuziva rekurentni vztah
piri(z) = (v — ai)pi(z) — Bipia (), i=1,2,...,

(5.38)
pricemz klademe  po(7) =1, pi(r) =2 — ap.
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Koeficienty «yg, aq, 51, ..., 4, B, ... jsou zvoleny tak, aby polynomy pg, p1,...,pi+1 byly
ortogonélni. Koeficient o uréime z podminky 0 = (p1,po) = (x—ap, po). Déle postupujme
indukei, tj. piedpokladdme (p;, %) = 0 pro k < i a uréime «y, 3;. Zadame

0= (piy1, i) = ((x — )pi, pi) — Bi(Pi—1,pi) = (¥pi, pi) — ipi, pi) — Bi(Pi-1,1s),
a protoze (p;_1,p;) = 0 podle indukéniho predpokladu, je

Podobné z pozadavku
0= (pi-i-lapi—l) = (($ - ai)piapi—l) - ﬁz‘(pi—l,pz‘—l) = (xpiapi—l) - ﬁz‘(pi—l,pz‘—l)
dostaneme

(xpia pifl)

P = (pzel,piq) '

Tento vztah jesté upravime pomoci rovnosti

(piapi> = ((95 - aifl)piflapi) - ﬁifl(pzé%pi) = (95291‘717291‘)
na vysledny tvar

(pia pi)

bi= (pz‘—lapi—l) '

Snadno ovérime, ze (p;+1,pr) = 0 také pro k < i — 2, takze celkem (piy1,px) =0, k < 4.
Proto také (pi1,2%) = 0, k < i, nebot 2" lze vyjadiit jako linedrni kombinaci py(x) pro
¢ < k. Tim je indukéni krok ukoncen.

Koeficienty ortogonalnich polynomu p; tedy pocitdme ze vzorcu

LPi; Pi . ir Di .
= TPP) gy ep) (5.39)
(pi> i) (pi-1,Pi-1)
Ukéazeme, ze
Veéta. Koreny x;, + = 1,2,...,n, n-tého ortogondlniho polynomu p, jsou redlné, jedno-

duché a vsechny lezi v otevieném intervalu (a,b).

Diikaz. fabw(x)pn(x) dz = (pn,po) = 0 pro n > 0. Proto p, v (a,b) méni znaménko, tj. p,
m4 uvniti (a,b) alespon jeden koten liché ndsobnosti. Necht a < 21 < 25 < ... < 2, < b,
kde {z;}{_, jsou vSechny koteny p, liché nasobnosti. Polozime q,(z) = Hle(x — z;). Pak
Pnqe > 0V {(a,b) a tedy ffw(:p)pn(x)qu) dz > 0 podle (5.36¢). To vsak pro £ < n nemuze
nastat. Proto ¢ = n. O

Gaussova kvadraturni formule Q¢,(f) = > w;f(x;) je interpola¢ni kvadraturni
formule (5.37), jejiz uzly {z;}!, jsou kofeny (n + 1)-niho ortogonélniho polynomu p,, .
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Tvrzeni 1. Gaussova kvadraturni formule Qg, je rddu 2n + 1.

Dukaz. Polynom fo,1(z) stupné 2n + 1 lze vyjadiit ve tvaru

foni1(x) = Po(z) + pryi () gn(2),

kde P,(z) = > o fon+1(2i)li(z) je Lagrangeuv interpola¢ni polynom funkce fo,11(2),
jehoz uzly zg,x; ..., x, jsou kofeny ortogondlniho polynomu p,.1(z), a g,(x) je néjaky
polynom stupné n. Skutecné, polynom fo,,1(x) — P,(x) ma kofeny xg, x1, .. ., x,, je proto
deélitelny ¢lenem (x — zo)(z — x1) ... (x — z,,) a tedy také polynomem p,,;(z). Pak

[ @) forala) do = [ @) [Pa(o) + s )an ()] do = Qo Foner),

nebot (pn+1,¢,) = 0 je disledkem ortogonality polynomi {px(z)}7t) a

[ @B d =3 @) [ w@)a@)d = 3 wifanen(w) = Qonlfons):

Protoze f (z)p2q(z)dz > 0, Qay je Tadu 2n + 1. O
Tvrzeni 2. Koeficienty Gaussovy kvadraturni formule Qg jsou kladné.

Diikaz. Gaussova formule Qg, integruje polynom ¢? stupné 2n presné. Proto

b
/ w(z) 3 () de = Qan(?) = Zwkﬁ xy)

nebot ¢;(z;) =0 pro i # k a {;(x;) = 1. Odtud w; = f;w(:p)ﬁf(x) de >0. O

Tvrzeni 3. Interpolacni kvadraturni formule Q, kterd integruje presné polynomy stupmni
0,1,...,2n+ 1, je Gaussova kvadraturni formule Qcgy,.

Diikaz. Jestlize interpolacni kvadraturni formule (5.37) je fadu 2n+ 1, pak pro ortogonélni
polynomy {p;.}}7, dostaneme

n b
Qpnpy) = Y wipnir(x:)p;(:) :/ w(@)pna(z)p;(z)de =0, j=0,1,....m,

nebo-li
po(wo) po(r1) ... polzn) WoPnt1(To) 0
pl(flfO) Pl(fl) p1(.$n) wlpn-{—l(l'l) _ 0 ' (5.40)
pn(xo) pn(xl) pn(xn) wnanrl(xn) 0

Z regularity matice soustavy (5.40) plyne w;p,41(x;) = 0,7 =0,1,...,n, a protoze w; # 0,
Pnt1(z;) = 0. To znamend, ze uzly zo, x1, . . ., T, jsou kofeny ortogonalniho polynomu p,, ;.
Dokazali jsme tedy, ze Q = Qg,. U
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Disledek. Gaussova kvadraturni formule je interpolacni kvadraturni formule mazimdl-
niho radu.

Diikaz. Staci zkombinovat tvrzeni 1 a 3. Integruje-li interpolac¢ni kvadraturni formule
presné polynomy stupnu 0,1,...,2n + 1, pak jde o Gaussovu kvadraturni formuli. Ta
je fadu 2n + 1, tj. polynomy stupné 2n + 2 uz piesné neintegruje. Rad 2n + 1 je tedy
maximalni a je dosazen pravé pro Gaussovu kvadraturni formuli. [

Gaussova—Legendrova formule je urcena pro vypocet

/ 11 f(z)da.

Polynomy ortogondlni na intervalu (—1,1) s vdhou w = 1 jsou zndmy jako Legendrovy
polynomy. Lze je popsat rekurentnim predpisem
(n+1)Pyi(x) = 2n+ DzP,(x) —nP,1(z), n=12,..
pficemz klademe FPy(z) =1, Pi(z)==x. G4
Zejména tedy
1

Py(x) = %(3952 ~1), Pyx) = 5(50° —30).

Vsimnéte si, ze polynomy sudého stupné obsahuji jen sudé mocniny x a polynomy lichého
stupné zase jen liché mocniny z. Da se ukazat, ze kofeny Legendrovych polynomt jsou
symetrické, tj. kdyz zop < 1 < -+ < z,, pak x,_; = —x;, 1 = 0,1,...,n. Pro n sudé
Ty /2 = 0.

Gaussova kvadraturni formule (5.37), jejiz uzly jsou kotfeny Legendrova polynomu
P, 11, se nazyva Gaussova—Legendrova kvadraturni formule.

Chyba Gaussovy—Legendrovy kvadraturni formule muze byt vyjadiena ve tvaru
22n+3[(n+ 1)[]4
(2n + 3)[(2n +2)1]3°

RGn(f) = dnf(2n+2) (77Gn>7 kde Nen € (_17 1) a dn =

viz napf. [20].

Koeficienty w; Gaussovych-Legendrovych formuli lze vypocitat integraci Lagrange-
ovych fundamentalnich polynomu, w; = fjl li(z) dz, viz (5.22). Vyhodnéjsi je vSak pouzit
formuli

2

(1= a)[Fppa ()

Vybrané Gaussovy—Legendrovy formule. Pro n = 0, 1,2 specialné dostaneme for-
mule

w; = i=0,1,...,n (5.42)

Qanlf) = 2f(0), Reo(f) = 31" (nen),
ath =1 (-)+1 (). Rea(f) = 122 1),
Qaa(f) = 2 (—V/05) + 550) + 27 (VOB) . Realf) = 1=z



Vsimnéte si, ze Qgo(f) je obdélnikova formule. Formule Q¢ (f) integruje presné polynomy
stupneé 3 stejné jako Simpsonova formule. Zatimco Simpsonova formule Qs( f) je tiibodova,
Gaussova—Legendrova formule Qg1 (f) je jen dvoubodova. Srovnanim tvaru zbytku Rg(f)
Simpsonovy formule a Ry (f) Gaussovy—Legendrovy formule 1ze usuzovat, ze Gaussova—
Legendrova formule je piiblizné o 50% presnéjsi.

S rostoucim poctem uzlu formule Qg,(f) koeficient d,, ve vyjadieni zbytku Rg,(f)
velmi prudce klesa, napifklad pro 9-ti bodovou formuli Qgs(f) je ds =~ 1,82 - 10721 Aby
také chyba Rg,(f) byla mald, musi byt integrovand funkce f(z) na intervalu (—1,1)
spojita spolu se svymi derivacemi az do fadu 2n + 2 a hodnota jeji (2n + 2)-hé derivace
nesmi byt ptilis velka: plati totiz

[Ran(H)] < dMansz, kde Maniz = max [f@ ()],

Gaussovy—-Legendrovy formule l1ze pouzit pro integraci na libovolném omezeném inter-

valu (a, b), sta¢i pouzit transformaci

a+b b-—a

T = 9 +T€7 56 <_171>7

pomoci které prevedeme integraci z intervalu (a,b) na interval (—1,1).

Gaussova-Cebysevova kvadraturni formule je urcena pro vypocet

[,
1V 1-— 1'2
Polynomy ortogondlni na intervalu (—1,1) s vdhou w(x) = 1/4/1 — 22 jsou Cebysevovy
polynomy, viz (4.28). Formule (5.37), jejiz uzly jsou kofeny Cebysevova polynomu 7,1,
se nazyva Gaussova—Cebysevova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou

2t +1 s

T; = COS T, w; = —— 1=0,1,...,n. (5.43)
n+1

Gaussova-Laguerrova kvadraturni formule umoznuje vypocet

/OOO e~ f(z) da .

Ortogonalni polynomy na intervalu (0, 00) s vahou w(x) = e~* jsou Laguerrovy polynomy

definované rekurentnim predpisem
Lo(x) =1, L1(x) =1—=x,

o() 1(@) ) (5.44)

Lyvi=0Cn+1—2)L,(z) —n“L,_1(x), n=12,...

Gaussova kvadraturni formule (5.37), jejiz uzly jsou kofeny Laguerrova polynomu L1,
se nazyva Gaussova—Laguerrova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou

x; . koreny Laguerrova polynomu L, 1,
(n+1)!]2 i=0,1,...,n. (5.45)

w; . W; = T
|:Ln+2(xi)
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Gaussovu—Laguerrovu formuli lze pouzit také na intervalu (—oo, b) resp. (a,00): pomoci
transformace x = b—¢&, £ € (—00,0), resp. x = a+&, £ € (0,00), prevedeme integral pres
interval (—oo, b) resp. (a,00) na integral ptes interval (0, co).

Gaussova-Hermitova kvadraturni formule je uréena pro vypocet
& 2
/ e f(z)dx.

—T

Ortogonalni polynomy na intervalu (—oo, 00) s vdhou w(x) = e * jsou Hermitovy poly-

nomy definované rekurentnim predpisem
Ho(x) =1, Hi(z) =2z, Hyy1 =2xH,(z) —2nH, 1(z), n=12... (5.46)

Gaussova kvadraturni formule (5.37), jejiz uzly jsou koteny Hermitova polynomu H,, .1,
se nazyva Gaussova—Hermitova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou
x; . koteny Hermitova polynomu H, 1,
22 (n + 1)/7 1=0,1,...,n. (5.47)
 [Hapa(w)?

w; . W;

Radauovy a Lobattovy formule V tadé aplikaci je uzitecné pouzivat formule Gaussova

typu, tj. maximélniho mozného tadu, které maji nékteré uzly predepsané. Zvlasteé dulezité
jsou piipady, kdy mezi uzly potfebujeme zatadit jeden nebo oba koncové body intervalu
(—1,1). Je-li uzlem jen jeden z krajnich bodu +1, dostavame Gaussovy—Radauovy formule
radu 2n, je-li uzlem jak bod —1 tak bod 1, dostavame Gaussovy—Lobattovy formule fadu
2n — 1. V nasledujici specifikaci formuli predpokladame, ze —1 < zg <21 < --- <z, < 1,
takze wy ptislusi k nejmensimu uzlu xg a w, ptislusi k nejvétsimu uzlu z,,.

Leva Gaussova-Radauova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou

x; © kofeny polynomu P, 41 + F,,

2 1—a; 19 (5.48)
W; : Wy = 77" Ww; = s t=1,4,...,1N,
7 (n+1)? [(n+ 1)P,(z;)]2

kde P, a P, jsou Legendrovy polynomy.

Prava Gaussova-Radauova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou

x; : koteny polynomu P, — P,,
1+ x; , 9 (5.49)

Q- i = 5 :O,l,..., —1’ n —
I ROV A ! N

kde P, a P,.;1 jsou Legendrovy polynomy.

Gaussova-Lobattova kvadraturni formule mé uzly a koeficienty
z; . kofeny polynomu (1 — x?)P/,
2 1=0,1,...,n, (5.50)
n(n + 1) [P (z;)]*

w; . W; =
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kde P, je Legendruv polynom.
Pro zajimavost uvadime, ze Lobattova formule se tfemi uzly, tj. pro n = 2, je znama
Simpsonova formule fadu 3. Lobattova formule pro n = 3 je fadu 5 a ma tvar

o =glre-n+ s+ |7 (-5 ) + 1 ()] (5:51)

5.3.4. Adaptivni integrace

je zaloZzena na nerovnomérném deéleni intervalu integrace (a,b): v mistech, kde je inte-
grovana funkce dostatecné hladka a méni se pomalu, pouzijeme déleni hrubsi, a v mistech,
kde je vypocet integralu obtizny, pouzijeme déleni jemnéjsi.

Vysvétleme si, jak se to prakticky déla. Integrél I(a,b) := fab f(z) dz pocitdme dvéma
ruznymi kvadraturnimi formulemi a dostaneme aproximace @1 (a, b) a Q2(a, b). Jedna z for-
si na chvili predstavime, ze formule @)y je zcela presnd, muzeme chybu I(a,b) — Q1(a,b)
aproximovat vyrazem (a(a,b) — Q1(a,b). Proto, je-li |Q2(a,b) — Q1(a,b)| < €, kde € je
vhodné zvolend tolerance, povazujeme Q(a,b) := Q2(a, b) za piibliznou hodnotu integralu
I(a,b). V opatném piipadé, tj. pro |Qz(a,b) — Qi(a,b)| > e, interval (a,b) rozdélime,
napf. na dva stejné dlouhé intervaly (a, c) a (¢, b), kde ¢ = (a+b)/2, na téchto intervalech
spocteme nezavisle na sobé ptiblizné hodnoty Q(a,c) a Q(c,b) integralu I(a,c) a I(c,b)
a nakonec polozime Q(a,b) = Q(a,c) + Q(c,b). Algoritmus je rekurzivni: vypocet Q(a, c)
a Q(c, b) na ,dcerinych“ intervalech (a, c) a (¢, b) probiha analogicky jako vypocet Q(a,b)
na ,materském“ intervalu (a, b).

Existuje celd fada programu pracujicich na principu adaptivni integrace. Nékolik jich
m4 také MATLAB. Program quad je zalozen na Simpsonové formuli Q%, presnéjsi program
quadl vychdzi z Lobattovy formule fadu 5, viz (5.51). Teoreticky zdklad obou programu
je vylozen v ¢lanku [19]. Kromé toho MATLAB nabizi jesté program quadgk pouzivajici
Gaussovy-Kronrodovy formule fada 7 a 15. Misto programu quad a quadl MATLAB
doporucuje pouzivat program integral zaloZeny na strategii popsané v ¢lanku [48].

Program quad pouzivd jako Q(a,b) slozenou Simpsonovu formuli Q% tadu 3,

Q1(a,b) = %[f(a) +4f(d) +2f(c) +4f(e) + f(D)],

kde h=b—a,c=1(a+b),d=c— 1h, e =c+ 1h, a jako Q2(a,b) Booleovu formuli Qp

radu b,

h
Q2(f) = g, [7f(a) +32f(d) + 12f(c) + 32f(e) + T/ (b)].
Hruhy popis zaznamenava nasledujici
algoritmus QUAD:

function Q(f,a,b,¢);
I := Qi(f,a,b); { Simpsonova formule Q% }
I :=Qs(f,a,b); {Booleova formule Qp }
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= (a+b)/2; { stfed intervalu (a,b) }

if abs (Iy — ;) < € then { je dosazena pozadovand presnost ? }
Q=1 {'ano, hodnota I, se akceptuje }
else { ne, rekurzivni volani funkce @) na dcefi- }

Q:=Q(f,a,c,e)+ Q(f,c,b,e); {nych subintervalech (a,c) a (c,b) }

Kvli jednoduchosti jsme do algoritmu QUAD nezahrnuli prenos funkénich hodnot f(a),
f(d), f(c), f(e) a f(b) (pouzivaji se pfi vyhodnoceni formuli @); a @)2) z materského
intervalu (a, b) do dcefinych intervalu (a, c) a (c, b).

Program quadl pouziva jako @ (a,b) Lobattovu formuli tadu 5,

Q1(a,b) = éh{f(a) +f(0) +5[f(c—ah) + f(c+ ah)]},

kde h = 3(b—a), c = 3(a+b), « = ==, a jako formuli Qs(a,b) Gaussovu-Kronrodovu
formuli tadu 9, viz [19],

S

Q2(a, ) = ﬁ{m (a) + f(0)] + 432[f (c — Bh) + f(c+ Bh) |+

625[f(c — ah) + f(c+ ah)] + 672f(c)},

kde 5 = \/g Jestlize |Qa(a,b) — Q1(a,b)| < e, klademe Q(a,b) = Q2(a,b), je-li viak
|Q2(a,b) — Q1(a,b)| > ¢, interval (a,b) se opét rozdéli, tentokrat vsak na Sest dcetinych
intervalu (a,c— Bh), (¢ — Bh,c— ah), (c—ah,c), (c,c+ah), (c+ ah,c+ Bh), (c+ Bh,b).
Formule )1 a Q)2 pouzivaji celkem sedm hodnot funkce f(x). Hodnoty v krajnich bodech se
prejimaji z materského intervalu, takze na kazdém dcefiném intervalu je tteba spocitat pét
novych funkénich hodnot. Pti zjemnovani déleni tedy vyuzijeme vSechny funkéni hodnoty,
které byly spocteny na materském intervalu.

5.3.5. Numericky vypocet vicerozmérnych integrala

Dvojné intergdly na obdélniku. Necht D = {(a,b) x (c,d) je obdélnik, pak

//Df(x,y)dxdy:/ab/cdf(x,y)dydx:/ g(x) dz, kde g(z /fa:y

Jestlize integral f * g(x) dz aproximujeme formuli Q,(g) = Yo owig(z;) tadu p, a in-

tegraly g(x;) f f(z;,y) dy aproximujeme formulemi @Q,(g(x;)) = Z;n:o w} f (i, y;) Tadu
Dy, dostaneme soucinovou kvadraturni formuli

m
E w xzayj

=0 7=0

n

kterd integruje presné polynomy x'y? pro 0 < i < p, a 0 < j < p,. Rikdme také, ze
formule je fadu p, v proménné x a fadu p, v proménné y. Formule @, a @, jsou nejcastéji
téhoz typu.
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Je-li Q, obdélnikova formule na intervalu (a, b) a @, obdélnikova formule na intervalu
(c,d), dostaneme soucinovou obdélnikovou formuli

(5.52)

Q(f)=|D|f(a+b ”d),

2 72

kde |D| = (b—a)(d — ¢) je obsah obdélnika D. Jsou-li obé formule lichobéznikové, dosta-
neme soucinovou lichobéznikovou formuli

_ D]

QU) =1 [ fla.0) + £(b.0) + f(b,d) + f(a.d)] . (5.53)

a jsou-li obé formule Simpsonovy, dostaneme soucinovou Simpsonovu formuli

Dl

Q(f)zﬁ

{f(a, ¢) + f(b,¢) + f(b,d) + fla,d) +
3255 (5520) 55

16f (a;b,cgdﬂ. (5.54)

Formule na referencnim c¢tverci. Formule se casto uvadéji na referenénim cétverci
D = (—1,1)% Uzitim transformace

CL—H7+b—a5 _C—I—d_i_d—c
2 7 S YTy 2

xr = m, _1§£>77§]-a

Ize integraci na obdélniku (a,b) x (c,d) prevést na integraci na ¢tverci (—1,1)2.

Gaussovy soucinové formule. Pro ), = Q, = Q¢, dostavame soucinové Gaussovy
formule. Je-li n = 0, obdrzime stejné jako v jedné dimenzi obdélnikovou formuli. Pro
n = 1 dostaneme Gaussovu 2 X 2 soucinovou formuli

Q(g) = g(~0, —a) + gla, —a) + g(a, @) + g(~a0), a = %

kterd na referenénim ¢tverci D integruje pfesné polynomy &7 pro 0 < 4, j < 3. Formule
je tedy stejného tadu jako formule Simpsonova, ma vsak jen ¢tyti uzly zatimco formule
Simpsonova jich mé devét! Pro n = 2 dostaneme Gaussovu 3 x 3 soucinovou formuli

25
~ 8l
40
81
64

gg(oao)a a = 0767

Q(g) [9(—a, —a) + g(a, —a) + g(a, @) + g(—a, a)|+

[g(oa _a) + g(a> 0) + 9(07 a) + g(_a> 0)]+

kterd na referenénim étverci D integruje piesné polynomy &'n’ pro 0 < i, 5 < 5.
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Dvojny integral na konvexnim ¢étyithelniku D s vrcholy P;(z;,v:), i = 1,2,3,4, viz
obr. 5.4,

Ps
n

P, Py(-1,1) P5(1,1)

L g

(1
Py
Pl (o O

L Pl(ilvi]-) P2(1771)

Obr. 5.4. Ctyfihelnik D Obr. 5.5. Referencni ctverec D

muzeme pomoci transformace
4 4
T = x(faﬁ) = Zi:l szZ(fan)7 Yy = y(faﬁ) = Zi: yzNz(ga 77)7

kde  Ni(&n)=1(1-6)(1—-n),  Ns(&n) = 4(
No(&,m) = 3(14+6(A—n),  No(&n) =31 =61 +n),

pievést na integraci na referenénim ¢tverci D = (—1,1)?, viz obr.5.5:

= =

A

/D f(z,y) dedy = /D F(& mldetd (€, ) dedy, kde F(E,m) = f(x(€n),y(Em)

a J(&,n) je Jacobiova matice zobrazeni D — D,

ox(&,n) 0x(&,n)

A 0& on
J —
(&) Ay(&,m) oy n)
0& on

Integral na referen¢nim ctverci D spocteme tieba soucinovou Gaussovou formuli.
Umime-li integrovat na jednom konvexnim c¢tyiihelniku, umime to také na kazdé ob-
lasti €2, kterou lze z konvexnich ¢tytuhelniku slozit. Volbou dostateéné malych ¢tyiihelnika
lze integral na {2 spocitat dostatecné presné.
Jinou moznosti je vykryti oblasti €2 pomoci trojihelniki. Proto je tcelné znat dobré
formule pro numerickou integraci na trojihelnicich.

Dvojny integral na trojihelniku. Uvazujme tedy trojuhelnik 7' s vrcholy P, P, a Ps.
Nejjednodussi formule je analogem obdélnikové formule (5.52). Jde o formuli

QUf) =IT|f(F), (5.55)
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kde |T| je obsah trojthelnika T a Py = (P + P> + Ps) je jeho téziste. Formule (5.55)
integruje presné polynomy stupné 1, tj. je presna pro f(z,y) = ax + by + ¢, kde a,b, ¢
jsou libovolna ¢isla. Stejnou presnost ma vsak tato formule i v piipadé, kdy T je libovolnéd
ohranic¢end rovinnd oblast. Skute¢né, je znamo, ze pro soutradnice (o, yo) tézisté Ty oblasti
T a pro jeji plochu |T| plati

1 // 1 1
Ty = — rdxdy, v :—//ydxdy, 1:—// drxdy.
A CT ) r Tl JJr

Proto
1
axg+ byg +c = m//[aijby—l—c]dxdy
T

a tedy formule (5.55) je pro polynom ax + by + ¢ presna.
Pro f(x,y) = ax + by + ¢ na trojihelniku T plati f(Py) = 5[f(P1) + f(P2) + f(P3)].
Mame proto dalsi formuli

Q) = Tisey + 1p + 1Py, (5.56)
ktera je na trojihelniku 7" pro polynomy stupné 1 pfesné.
Formule
an = Lig(s) + 150+ 1. (557)

kde Sy = 3(Pi+ P,), Sy = 2(Pa+ P3) a S3 = 1(P3 + P1) jsou stiedy stran trojihelnika T,
integruje pfesné polynomy stupné 2, tj. z'y’/, 0 < i+ j < 2. Jako cviceni si provedme

Dukaz. Zobrazeni
r=2x1+ (332 - 371)5 + (953 - 951)777 Yy=uy+ (3/2 - yl)f + (yzs - 3/1)77

prevadi referencni trojuhelnik 7' s vrcholy Py(0,0), Py(1,0), P5(0,1) na trojuhelnik T
s vrcholy Pi(21,41), Pa(®2,y2), Ps(x3,y3) a plati

//T f(z,y)dzdy = 2|T| /O1 /016 f(e,n)dedn,
de

~

f&m) = flzr + (22 — 21)§ + (23 — z)n, 91 + (Y2 — y1)§ + (Y3 — y1)n).

k

Je-li f(x,y) kvadraticky polynom v proménnych z,y, je f (&,m) kvadraticky polynom
v proménnych &, n. Proto staci ovérit, ze formule (5.57) integruje presné polynomy stupné
2 na referencnim trojuhelniku T.

Je-li f(z,y) linedrni polynom, je 5[ f(S1)+ f(S2)+ f(S3)] = f(P), formule (5.57) tedy

prechézi ve formuli (5.55) a ta je pro linedrni polynomy pfesna. Zbyva proto proveérit
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cleny €2, &n, n? na T. Piimym vypoctem zjistime, ze

Lo 11 1/ 1\ ]

2 2

dédn=— == = = 0
[ eaen=5=55]() <(3) +).
bt 1 11 ]
dédn=—=—-"-=
AQA gndedn = o7 =5 -3

Lopi=g 1 1
2dédn = — = = -
AQA n”d&dn 3= 3

Na trojihelnicich lze konstruovat také kvadraturni for{nule Gaussova typu, viz [63].
Na referen¢nim trojihelniku s vrcholy P;(0,0), P2(1,0) a P3(0,1) lze integral

W

Wl

1 pl-¢
1(f) = / / F(6,m) dnde
0 0
pomoci transformace

n=1t1-¢)

prevést na tvar

1,1
I(f) = 1— 1— déde .
=] [a-osei-e
Dalsi transformaci

5:%(1—u), t:%(l—v)

dostaneme

I(f):%/_11/_11(1+u)f(§(1—u),5(1+u)(1—v))dudv:/1 /_l(l—i—u)f(u,v)dudv.

—1J-1
Tento integral jiz lze pocitat souc¢inovou kvadraturni formuli:

n n (TLJrl)Q*l

QU =D wiw) flus,v) = guwfwlf (51— ), f(L+w) (L= vy) = Y wif (€,
4,j=0 i,j=0 i—0

kde Q,(v¥) = Y  wi(u;) je Gaussova formule s vdhou 1 + w na intervalu (—1,1)

a Qulp) = Z?:o wip(v;) je Gaussova-Legendrova formule. Vyslednd formule integruje

pfesné polynomy &'/ pro 0 < i+ j < 2n + 1. Tak napiiklad soucinova 2 x 2 formule na
referen¢nim trojihelniku 7" je tvaru

3

Q) =D wif(&m),

=0
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0,15902 06908 71989  0,15505 10257 21682 0,17855 8728263616
0,0909793091 28011 0,64494 8974278318 0,07503 11102 22608

0,0909793091 28011  0,64494 8974278318 0,28001 99154 99074
0,15902 06908 71989  0,15505 1025721682 0,66639 02460 14701

W N = O

Tato formule je na referen¢nim trojuhelniku T pfesna pro polynomy £/, kde 0 < i+75 < 3.
Populdrni je také sedmibodova Radonova formule radu 5 (integruje presné polynomy
&'l pro 0 < i+ j < 5). Na referencnim trojihelniku T je tvaru

QUf) =af(t,t) +b[f(r,r) + f(r,s) + f(s,r)] + c[f(u,u) + fu,v) + f(v,u)],
kde

r=(6-+v15)/21, s=(94+2V15)/21, t=1/3

u=(6+V15)/21, v=(9-2V15)/21,

a=9/80, b= (155—+/15)/2400,  ¢= (1554 V/15)/2400.
Dalsf uziteéné formule pro integraci na trojihelnicich lze nalézt v [54], [61].

Trojné integraly. Formule pro vypocet trojnych integralua se obvykle uvadéji pro piipad,
kdy oblast integrace je Sestistén, pétistén nebo ctytstén.

Integrace na referenc¢ni krychli. Nejvice se pouzivaji Gaussovy souc¢inové formule.

A~

Uvadeji se pro referencni krychli K = (—1,1)3. Pouzijeme-li pro integraci v kazdém
ze soufadnicovych smeéru stejnou Gaussovu-Legendrovu formuli Qgn(¢) = >0 wip(&),
dostaneme soucinovou Gaussovu formuli

Qlg) = Y wawwpg(&,&.%) . (5.58)

i,j, k=0
ktera na referencni krychli K integruje piesné polynomy &'n/¢* pro 0 <i,5,k < 2n + 1.

Integraci na konvexnim Sestisténu K s vrcholy P;(z;,v;, 2), 1 =1,...,8, viz obr. 5.6,
lze pomoci transformace

8

r=a(6n,0) =) Ni(&n.€),
8

y=y(En Q)= uli(&n.0),
8

e=2(6m,0) =) aNi(&n,0),

kde
Ni(&,n,¢) =31 =1 =n)(1—=¢),  Ns(&n,¢) =31 =0 —n)(1+),
No(€,m,¢) = 5(1+6A—n)(1=¢),  Ne(&n,¢) =51 +EA—n)(1+0),
N3(&,n,¢) =51+ +n)1—=¢),  Ne(&n, Q) =30+ +n)(1+0),
Ny(&,n, Q) = (1= +n(1—=¢),  Ns(&n,¢) =321 =A+n)(1+¢),
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prevést na integraci na referencni krychli K= (—1,1)3, viz obr.5.7,

/ f(z,y, 2) dzdydz = / F(6,m,€)|det 3(€,, €)] dednd,
K K

kde f(f,n,() = f(z(&,n,0),y(&,n,0),2(£,1,0) a j(f,n,() je Jacobiova matice zobrazeni
K — K,

0x(&,n,¢) 0x(&,n,¢) 0x(£,n,Q)
o€ an ac

Ay(&,m,¢) Oy(&,m,¢) dy(&,n, ()
o€ an aC

02(§,m,¢)  0z(§,n,¢)  92(§,7,()
o€ an aC

J(En,¢) =

Integral na referencni krychli K pak spoc¢teme Gaussovou soucinovou formuli (5.58).

pg C p?(la 1, 1)
o
|
|
/////f {/////
Ps ; Ps

! Ui

|

|

|

| A§
! P
W] 7 s

’
’
’
/
s
~ & ~
Pl(_17_17'1) P2

Obr. 5.7. Referenéni krychle K

Obr. 5.6. Sestistén K

Integrace na jehlanu. Na c¢tyrbokém jehlanu S s vrchloly P, P, Py a P, se pouziva
formule

QUf) =IVIf(F), (5.59)

kde |V je objem jehlanu a Py = i[Pl + P> + P + Py] je jeho tézisté. Formule (5.58)
integruje presné linearni polynomy ax + by + cz 4+ d. To umi také formule

Vi

QUf) = = [f () + f(B2) + f(Bs) + F(Py)]. (5.60)
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Formuli radu 2 si uvedeme pro referencni trojboky jehlan S s vrcholy Pl((), 0,0), Pg(l, 0,0),
P5(0,1,0), P4(0,0,1). Formule je tvaru

Q(9) = 5ylo(e@.0) + 9(8, 0,0) + g(a 5,0) + (a0, 5)]
kde a=025—./0,0125, B=1-3a, (5.61)

a na referencnim jehlanu S integruje pfesné polynomy £in/¢*, kde 0 < i+j+k < 2. Tuto
a dalsi uzitecné formule lze najit v [54], [61].
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6. ReSeni nelinearnich rovnic

Kofeny nelinedrni rovnice f(z) = 0 obecné neumime vyjadiit explicitnim vzorcem.
K teseni nelinearni rovnice proto pouzivame itera¢ni metody: z jedné nebo nékolika poca-
tecnich aproximaci hledaného kotfene x* generujeme posloupnost xg, x1, s, ..., ktera ke
kofenu z* konverguje. Pro nékteré metody staci, kdyz zadame interval (a,b), ktery obsa-
huje hledany koten. Jiné metody vyzaduji, aby poc¢ateéni aproximace byla k hledanému
kofenu dosti blizko; na oplitku takové metody konverguji mnohem rychleji. Casto proto
zaciname s ,hrubou®, avsak spolehlivou metodou, a teprve kdyz jsme dostateéné blizko
kotene, ptejdeme na ,jemnéjsi, rychleji konvergujici metodu.

Abychom nage uvahy zjednodusili, omezime se na problém urceni realného jednodu-
chého korene x* rovnice f(z) = 0, tj. predpoklddame, ze f'(z*) # 0. Budeme také auto-
maticky predpoklddat, ze funkce f(z) je spojita a ma tolik spojitych derivaci, kolik je jich
v dané situaci zapotiebi.

6.1. Urceni pocatecni aproximace

Pocateéni aproximaci kofenu rovnice f(x) = 0 muzeme zjistit z grafu funkce f(z):
rucné, nebo radéji pomoci vhodného programu na pocitaci, vykreslime funkci f(z) a vy-
hleddme jeji pruseciky s osou x.

Jinou moznosti je sestaveni tabulky [x;, f(z;)] pro néjaké déleni

Aa=xg<T1 < Tig<z<--<x,=0>

zvoleného intervalu (a,b). Kdyz ve dvou sousednich bodech tabulky nabyva funkce f(x)
hodnot s opatnym znaménkem, tj. kdyz f(x;_1)f(x;) < 0, pak mezi body x; 1 a x; lezi
redlny koten rovnice f(z) = 0.

Piiklad 6.1. Ziskdme hruby odhad kofenu rovnice f(z) = 0, kde
f(z) =4sinz —2° — 1.
Z obrazku 6.1 zjistime, Ze existuji tii kofeny: ] € (—2,—1), 25 € (—=1,0) a2} € (1,2). O
Na principu znaménkovych zmén je zalozena

Metoda bisekce znama také jako metoda puleni intervalu. Predpokladejme, ze funkce
f(z) ma v koncovych bodech intervalu (ag, by) opacnd znaménka, tj. plati f(ao)f(by) < 0.
Sestrojime posloupnost intervalu (ay, b1) D (az,b2) D (as, b3) D ..., které obsahuji kofen.
Intervaly (ajy1,bp+1), k= 0,1,..., uréime rekurzivné zpusobem, ktery si nyni popiseme.

Stied intervalu (ag, bg) je bod x4 = %(ak + bg). Kdyz f(zg11) =0, pak x4 = 2* je
koten a dél nepokracujeme. Pokud f(zgi1) # 0, polozime

(a best) = { (ak,xpy1), kdyz f(ag)f(zrs1) <O, o
k+15 Ok41 (Tgs1,b), kdyz  f(ag)f(zgs1) > 0. )

Z konstrukee (ag1,br+1) okamzité plyne f(axs1)f(brs1) < 0, takze kazdy interval (ag, by)
obsahuje koten. Po k krocich je koten v intervalu Iy, := (ay, bx) délky

| = by — ar, = 271(bk—1 —Qpq) == 2%(60 —ap) .
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y= 4sinx-x>-1

Obr. 6.1: Graf funkce 4sinz — 2% — 1

Stred x4 intervalu (ay, by) aproximuje kofen z* s chybou
|21 — 2] < 2(bp — ar) =275 (b — ap) - (6.2)
Pro k — oo ziejmé |Ix| — 0 a x5 — z*.

Priiklad 6.2. Metodu bisekce aplikujeme na rovnici z ptikladu 6.1. Jako pocéatecni zvo-
lime interval (ag,by) = (1,2). Pfipomen-

ay by Th41 f(Tr41) me, ze f(1) > 0, f(2) < 0. Proto také
1 2 1,5 <0 f(ax) >0, f(by,) < 0prokazdé k. Posloup-
1 1,5 1,25 <0 nost intervglﬁ zaz/namer,léyéme do tabul-
1,25 15 1,375 -0 ky. Po péti krocich m4 interval (as, bs)

délku 27° = 0,03125 a x5 = 1,421875

1,375 1,5 1,4375 <0 o 5 . .
’ ’ ’ aproximuje kotfen s chybou nepfresahujici
1,375 1,4375 1,40625 >0 9-6 — 0,015625. 0

1,40625 1,4375 1,421875

T WD~ O

Metoda bisekce konverguje pomalu: protoze 107! = 27332 zpiesnéni o jednu dekadic-

kou cifru vyzaduje v prumeéru 3,32 kroku. Vsimnéte si, ze rychlost konvergence vyjadiena
vztahem (6.2) viibec nezavisi na funkci f(z). To proto, Ze jsme vyuzivali pouze znaménka
funkénich hodnot. Kdyz tyto hodnoty (a piipadné také hodnoty derivaci f(z)) vyuzijeme
efektivnéji, muzeme dosahnout podstatné rychlejsi konvergence. Takové zpresnujici”
metody vSak konverguji pouze tehdy, kdyz pro né zvolime dostatecné dobrou pocatecni
aproximaci. Vhodné pocatecni aproximace byvé casto urcena pravé metodou bisekce.

6.2. Zpresnujici metody

Snad nejznaméjsi mezi nimi je
Newtonova metoda nebo-li metoda tecen. Jak je u itera¢nich metod zvykem, vyjdeme
7z poateéni aproximace g a postupné poéitdme x;, x, . .. zpusobem, ktery si ted vysvét-
lime.

Predpokladejme, ze zndme x; a méame urcit lepsi aproximaci xy ;. Udélame to tak, ze
bodem [z}, f(zx)] vedeme teénu ke kiivee y = f(x) a prusecik teény s osou x povazujeme
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za Tr+1. Do rovnice tecny

y = f(xx) + f(z) (@ — )
tedy dosadime y := 0, vypoc¢teme x a polozime ., := x. Tak dostaneme ptedpis

f(zy)

T )

(6.3)

Vypocet ukonéime a 1 povazujeme za dostatecné piesnou aproximaci kofene, pokud
|Tk1 — x| < e, pripadné |xgi — zg] <elzg| nebo | f(xpsr)| <e, (6.4)

kde ¢ je pozadovana presnost. Tim sice neni zaruceno, ze také |z;,1 — 2*| < &, je to ale
obvykly zptsob, pomoci néhoz iterace ukonéime. Tato tzv. stop kritéria jsou vhodna i pro
dalsi metody, které v tomto odstavci uvedeme.

f(x)
y=0
o Ixf(x)]

(Y=Y I0ex) = (x)

Obr. 6.2: Newtonova metoda

Priklad 6.3. Newtonovou metodou uréime kladny koten rovnice z piikladu 6.1. Zvolime
zo = 2. Vypocet ukonéime, kdyz | f(x;)] < 107°. Posledni sloupec vyzaduje znalost pies-

k T, f(xx) foe)  flow)/f(oe)  ap— 2
012 —5,362810 —13,66459  0,392460 0,563550
1] 1,607540 —1,156877 —7,899490 0,146450 0,171089
2| 1,461090 —0,143158 —5,966406 0,023994 0,024640
31 1,437096 —0,003653 —5,662524  0,000645 0,000646
4 1 1,436451 —0,000003 0,000000

ného teseni. To ziskdme provedenim jesté jednoho kroku Newtonovy metody. Da se uka-
zat, ze " = x5 = 1,43645032 m& vsSechny cifry platné. Pozadovand ptesnost byla tedy
dosazena ve ¢tvrtém kroku, x4 = 1,43645 mé vSechny cifry platné. U
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Konvergence Newtonovy metody. Nechf e, = z, — 2* je chyba v k-tém kroku.
Ukazeme si, jak souvisi s chybou eg,; v kroku nasledujicim. Z Taylorova rozvoje f(z*)
okolo x; dostaneme

0= (%) = flon) + (" = ) [ an) + 50" = 202" (€),

kde ¢ je néjaky blize neurceny bod intervalu, jehoz krajni body jsou x; a x*. Kdyz rovnici
délime f'(xy), dostaneme

L e 1O _ S

_ e IR G701 I
)~ Flag &) { ¢ f’(wk)]

takze mame

1 2
== 6.5

a kdyz z, — ¥, pak

% B lf”(x*)
7 —5C,  kde (J_Qf/(x*).

Protoze chyba ery; je imérnd druhé mocniné chyby e, fikame, ze Newtonova metoda
konverguje kvadraticky nebo také, Ze je druhého Fddu. Uvedme si piesnéjsi definici:

Necht xy, 1,9, ... je posloupnost, kterd konverguje k x* a e, = ), — x*. KdyZ existuje
¢islo p a konstanta C' # 0 takovd, Ze

lim 11l _ (6.6)

k—oo |€k‘p B

pak p se nazyvd Tad konvergence posloupnosti a C' je chybovad konstanta. Specidlné rikame,
ze

linedrnt, p=1 a C<1,
konvergence je superlinedrni, kdyz p>1,
kvadraticka, p=2.

Rekneme, Ze dand metoda je 7ddu p, jestlize viechny konvergentni posloupnosti ziskané
touto metodou maji rad konvergence vétsi nebo rovny p a nejméné jedna z téchto posloup-
nosti md rad konvergence rovny presné p.

V blizkosti kofene plati: ¢im vyssi fdd p, tim rychlejsi konvergence, nebot
|exs1| = Clexl”,

takze kdyz |ex| je malé, pak |e,y1] je tim mensi, ¢im je p vetsi.

Vime uz, ze kdyz Newtonova metoda konverguje, pak rychlost konvergence xp — x*
je alespon kvadratickd (pro nékteré funkce f muze byt i vyssi). Zbyva jesté zodpovédét
otazku, za jakych podminek je zaruceno, ze konvergence vibec nastane. Ukazme si to.
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Predpokladejme, ze v néjakém okoli I kotene plati
1] f"(y)
2] f'(x)

Kdyz x), € I, pak z (6.5) plyne |exy1| < m|ex|* nebo-li |meyy 1| < |meg|?. Opakovanim

této uvahy dostaneme

<m pro vSechna r,y€el.

Imersa] < meg|* < [mep_1]* < Ime_s|® < [mep_s]'® < -+ < meg|” kde r = 28

Kdyz plati |meg| < 1, pak jisté |exy1] — 0 a tedy x4 — x*. Dokézali jsme tedy, ze
Newtonova metoda vidy konverguje za predpokladu, Ze pocdtecni aproximaci zvolime dosta-

tecné blizko ke korenu.

Dobrou pocateéni aproximaci xy muzeme ziskat napt. metodou bisekce. Vhodnym
spojenim metody bisekce a Newtonovy metody lze sestrojit kombinovanou metodu, kterd
vzdy konverguje, viz napt. procedura rtsafe v [40]. V blizkosti kofene se pfitom uplatni
jen Newtonova metoda, takze konvergence je rychld.

Pomoci nacrtku snadno ovérime, ze Newtonova metoda konverguje, kdyz jsou splnény
tzv. Fourierovy podminky:

a) [ € C?%a,b) a ptitom f(a)f(b) < 0;
b) f" a f” neméni na intervalu (a,b) znaménko a f’(x) # 0 pro kazdé x € (a,b);
c) jako xq volime ten z bodu a, b, v némz je f(xo)f"(xo) > 0.

Prakticky vyznam vSak Fourierovy podminky nemaji, nebot pro velké b — a obvykle tyto
podminky bud’to neplati nebo je neumime snadno ovérit.

Metoda secen. V kazdém kroku Newtonovy metody musime pocitat hodnotu f(xy) a de-
rivaci f'(xy). Kdyz vzorec pro vypocet derivace nemame k dispozici, nebo kdyz naklady
spojené s vypoctem derivace jsou vysoké, muzeme derivaci aproximovat podilem

f(or) — f(xr-1) .

Ty — Tg-1

/ ~

fae) =

Tak dostaneme metodu secen: zadame dvé pocatecni aproximace xg, r; a pocitame
To, T3, ... podle predpisu

T — Tk—1

f(o) — f(xr-1)

Nazev metody vychazi z jeji geometrické interpretace: xy, 1 je x-ova soutadnice pruseciku
piimky prochézejici body [xg_1, f(xr—1)] & [xk, f(zx)] s osou :

fow) = flzr)

T — Th—1

f(zy). (6.7)

Tpt1 = T —

y = f(ax) +

(x—x) =0 = T = Thtq -

Protoze tato piimka protina graf funkce f, je to seéna, odtud metoda secen.
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f(x)
y=0

o [Ixfex)l
Y=y (x=x) = (¥,7y,_J(X=%_,)

Obr. 6.3: Metoda secen

Vsimnéte si, ze v kazdém kroku vyéislujeme hodnotu funkce jen jednou: vypocteme
f(zx), hodnotu f(x_1) prevezmeme z predchoziho kroku.

D4 se odvodit, ze rychlost konvergence metody secen je radu p = %(1 +/5) ~ 1,618,
tedy ponéekud nizsf nez u Newtonovy metody. Cislo 7 = (v/5—1)/2 =~ 0,618 je tzv. pomér
zlatého tezu.

Priiklad 6.4. Metodou secen urc¢ime kladny kofen rovnice z piikladu 6.1. Zvolime o = 1,

xr1 = 2. Vypocet ukonc¢ime, kdyz bude
k T S () Tp — T |f(zr)] < 107°. Az do ¢tvrtého kroku
ol1 1,365884 —0,436450 (vypocet x5) je konvergence pomérné po-
112 —5,362810 0,563550 mala. Teprve v poslednich dvou krocich se
2 | 1.202094 0.091513 —0,233456 pl{lé uplatnila rychld konvergence metody
3] 1,327357  0,543420 —0,109094 secen. L
4 | 1,478177 —0,246970  0,041726
51 1,431051  0,030349 —0,005400
6 | 1,436208  0,001370 —0,000242
71 1,436452 —0,000008  0,000001

Metoda sec¢en zarucené konverguje, pokud zvolime startovaci hodnoty xg a x; dosta-
tecné blizko ke kotenu z*. To lze zajistit napt. metodou bisekce. Dalsi metodou, jak ziskat
dobré startovaci aproximace, je varianta metody secen znama jako

Metoda regula falsi. Poc¢atecni aproximace zg a x; se voli tak, aby f(zo)f(z1) < 0. Nova
aproximace xp,q se opét ziskda jako prusecik seény s osou x. Secna vsak tentokrat spojuje
bod [z, f(xx)] s bodem [zy, f(z,)], kde ¢ je nejvétsi index, pro ktery f(xy)f(z,) < 0.
Vypocet tedy probihd podle vzorce

Ty — Xy

Tl = T — mf(l'k), k= 1,2,.... (68)
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Ptitom pro k =1 je £ = 0, a po vypoctu xy,; uréime index ¢ takto:

kdyz f(zry1)f(ze) > 0, pak £ = k, v opaéném piipadé se ¢ neméni.

Vyhodou metody regula falsi je to, ze podobné jako metoda bisekce vzdy konverguje:
interval [, jehoz koncové body jsou x; a x4, obsahuje koten. Na rozdil od metody bisekce
vsak délka intervalu I, nekonverguje k nule. Rychlost konvergence metody regula falsi je
jen linedrni. Metodu regula falsi (podobné jako metodu bisekce) proto pouzivdme pouze
pro ziskani dobré pocatecni aproximace, pak prechazime na rychlejsi metodu.

Obr. 6.4: Regula falsi

Priklad 6.5. Metodou regula falsi uréime kladny kofen rovnice z piikladu 6.1. Zvolime

k1l =z, T f(zy) T — xF
0 1 1,365884 —0,436450
110 1 2 —5,362810 0,563550
211 2 1,202994 0,991513 —0,233456
311 2 1327357 0,543420 —0,109094
411 2 1,389245 0,253012 —0,047205
511 2 1416762 0,108896 —0,019688
611 2 1,428369 0,045283 —0,008081
711 2 1433156 0,018561 —0,003295
15 2 1,436448 0,000014 —0,000002
1611 2 1,436449 0,000006 —0,000001

Steffensenova metoda se 7idi predpisem

Tpt1 = T —

dy,

Fze)

)

kde d

fQor + flex) = f)

xo = 1, 21 = 2. Z tabulky je vidét,
Zze pocinaje druhym krokem je
xy = 2. Déle je ztejmé, ze do ¢tvr-
tého kroku je pfesnost metody re-
gula falsi srovnatelna s presnosti
metody secen, viz piiklad 5.4.
V nésledujicich krocich je uz ale
patrna linearni konvergence, pod-
minka |f(xx)| < 107° je splnéna
az pro rig. Vsimneéte si: délka in-
tervalu I, = (zx,2), k > 2, kon-
verguje k ¢islu x —a* = 0, 563550.
O
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je specidlné spoctend aproximace f’(xy) pripominajici doptednou diferenci:

[+ hi) — fa)
hy, ’

f'xy) = dy, = kde hy = f(az).

vvvvvv

f(z + hy). Oproti metodé secen je tu jedno vyhodnoceni funkce navic. Na druhé strané
lze ukézat, ze rychlost konvergence Steffensenovy metody je stejnd jako u Newtonovy
metody, tedy kvadraticka.

Metoda inverzni kvadratické interpolace. Metoda secen pouziva dva predchozi body
k ziskani dalsiho, pro¢ tedy nepouzit t¥i?

Body [zr_2, f(2k_2)], [xk_1, f(xk_1)] a [zk, f(xx)] muzeme prolozit parabolu Ps(x)
a hledat jeji prusecik s osou z. Za dalsi aproximaci xy,; pak zvolime ten z kofent polynomu
Py(z), ktery je bliz k predchozi aproximaci xj. Na tomto principu je zalozena Millerova
metoda. PotiZ je v tom, Ze parabola nemusi z-ovou osu protnout, nebot kvadratické funkce
Py (z) nemusi mit redlné koteny. Vypocet je proto tieba provadét v komplexni aritmetice,
a to 1 v pfipadé, ze rovnice f(z) =0 ma jen reilné kofeny.

Misto paraboly v proménné x muzeme tfemi body prolozit parabolu Q3(y) v promén-
né y, ur¢enou interpola¢nimi podminkami

Qa(f(zh—2)) = T2, Qo(f(zr1)) =21,  Q2(f (7)) = 21 -

Jsou-li hodnoty f(zx_2), f(zx_1) a f(zx) navzdjem ruzné, parabola ()5 (y) existuje a pro-
tind osu x v jediném bodé. Klademe tedy xry1 = @2(0). Tato metoda je znama jako
metoda inverzni kvadratické interpolace. Jeji konvergence je superlinearni radu p ~ 1,839,
viz [21].

Brentova metoda. Metoda inverzni kvadratické interpolace spolu s metodou se¢en a me-
todou bisekce jsou zdkladem populdrni Brentovy metody, viz napt. [37], ddle také program
zbrent v [40] nebo funkce fzero v MATLABu.

Prednosti Brentovy metody je to, Zze nepouziva derivace funkce f, je spolehliva, tj.
zarucené konverguje ke kotenu, a po nékolika poc¢atecnich krocich se chyba rychle zmensuje,
nebot rychlost konvergence je superlinedrni.

Startovaci body xg a ;1 je tieba zvolit tak, aby f(zo)f(x1) < 0. Aproximace x5 se urci
metodou secen. Necht (ay,b;) je interval, jehoZz koncové body jsou zy a z;. Pak ziejmé
x9 € (ay,by). Dalsi aproximaci x3 budeme hledat v kratsim intervalu (as, by) C (aq, b1),
jehoz jeden koncovy bod je x5 a druhy je ten z bodu ay, by, v némz ma funkce f opacéné
znaménko nez v xo, takze f(az)f(b2) < 0 a (az, be) obsahuje kofen.

Ptivypoctu xs, 24, . .. Brentova metoda pouziva jednu ze tii zakladnich metod tak, aby
nova aproximace .1 € (ag,by). Déle se vybere interval (ajy1,bk+1) C (ag, bx) obsahujici
koten. Jednim z jeho koncovych bodu je xy, 1, druhym je ten z bodu ag, by, v némz méa
funkce f znaménko opacné nez v xp,q. PTi vypoctu xyy; se prednostné pouzije metoda
inverzni kvadratické interpolace, pokud takto ziskand aproximace neni dostatecné dobra,
zkusi se metoda secen, a kdyz ani ta nezabere, pouzije se jako zachrana metoda bisekce.
Podrobnéjsi popis Brentovy metody je uveden napt. v [37], [40].

Piiklad 6.6. Budeme hledat kladny koten rovnice z prikladu 6.1 a porovname jednotlivé
metody podle poc¢tu pk kroku a poctu pf vyhodnoceni funkce f (u Newtonovy metody
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do pf zahrneme také pocet vyhodnoceni derivace f’). Pro vypocet Brentovou metodou
jsme pouzili upraveny program fzerotx, viz [37].
Vypocet jsme zahajili takto:

v metodé bisekce pocatecni in- ° 107 107 107 107® 107°
terval (ao,bo) = (1,2), v New-  hisekce 9/11 19/21 29/31 39/41 49/51
tonove a Steffensenove metode  regyla falsi | 10/12 17/19 25/27 33/35  40/42
r9 = 2, v ostatnich metodé(;h secny 6/8 7/9 8/10 8/10 9/11
roo= 1am = 2 Poudli oo, 4/8  5/10 5/10 6/12 6/12
Jsme stop laitérium |f(z)] <& gm0l 4s 510 612 612 7/14
V tabulce jsou uvedeny hodnoty

pk/pf pro nékolik toleranci e. Brent 6/7 7/8 7/8 8/9 8/9

Nejmensi pk ma Newtonova metoda, nejmensi pf Brentova metoda. Z vypisu o prubéhu

vypoctu Brentovou metodou vyplyva, ze se ani jednou nepouzila bisekce, proto tak skveély
vysledek. ([l

Poznamka (O metodé prosté iterace). Predpoklddejme, ze funkce g € C(a, b) spliuje tyto
dvé podminky:

(@) g(z) € {a,b) Vo e {a,b),
(B) existuje ¢islo ¢, 0 < g < 1, takové, ze |g(z) — g(y)| < qlz — y| Vz,y € (a,b).

Pak rovnice x = g(x) ma v {(a,b) jediné teseni x* a posloupnost postupnijch aproximaci
Ty = g(zg), k = 0,1,..., konverguje k z* pro kazdé zo € (a,b). Bod z* = g(z*) se
nazyvéa pevny bod funkce g (zobrazuje z* na sebe). Nésleduje nécrt dukazu.

1) Ezistence. Z podminky («) plyne g(a) > a, g(b) < b, odtud (a—g(a))-(b—g(b)) <0,
takze v (a,b) lezi kofen rovnice z — g(z) = 0.

2) Jednoznacnost. Necht pro z*,y* € (a,b) plati z* = g(z*), y* = g(y*). Podle (B)
lz* — y*| = |g(z*) — g(y*)| < ¢lz* — y*|, coz je mozné jediné kdyz z* = y*.

3) Konvergence. Podle (B) je |z —a*| = |g(zx—1) — g(2*)| < ¢lak—1 — x*|. Opakovanim
této tvahy dostaneme nakonec |7 — z*| < ¢*|lzg — 2*| — 0 pro k — oo, takze
T — x*.

Misto podminky (3) muzeme pro g € C'*(a,b) pouzit silngjsi podminku
(B) 1d(x)] <qg<1  Vxeab).

Podle véty o stfedni hodnoté totiz g(z) — g(y) =
pro z,y € (a,b) podle (5') je [g(x) — g(y)| = |g

Vsimnéte si, ze pro (a,b) = (z* — 0,2* 4+ ) j
nosti podminky (8): g(z)—2*| = |g(z) — g(z")
pak také |g(z) — z*| < 0.

Ptiblizny vypocet kofene x* rovnice x = g(x) podle formule xy 1 = g(zx) se nazyva
metoda prosté iterace nebo také metoda postupnijch aproximact. Podminky («) a (5) nebo
(8") jsou postacujici pro konvergenci této metody.

g (&)(x —y), kde € lezi mezi x a y, takze
(H\x—m<qw—mtJmmM®
e platnost podminky (a) dusledkem plat-
< glr—z*| < |x—a*|, tj. kdyz |z —z*| <4,
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Vhodnou tpravou rovnice f(z) = 0 na tvar = g(z) muzeme dostat fadu ruznych
konkrétnich metod. Tak tieba pro g(z) = x — f(x)/f'(z) dostaneme Newtonovu metodu.

Rychlost konvergence posloupnosti postupnych aproximaci {xy}2, zavisi na chovani
funkce g v bodé z*. Jsou-li splnény podminky (a) a () nebo (f’), a ma-li g dostatecny
pocet spojitych derivaci, daji se dokazat nasledujici tvrzeni.

e Pokud ¢'(z*) # 0, je ad konvergence roven jedné a plati |z — 2% < glog — 2.
e Pokud ¢'(z*) =0 a ¢"(z*) # 0, je tad konvergence roven dvéma.

e Obecné, pokud jsou derivace ¢ (z*) =0, s = 1,2,...,7 — 1, a g™ (z*) # 0, konver-
gence je radu 7.

Pro Newtonovu metodu ¢'(x) = f(z)f"(x)/(f'(x))?, tj. ¢'(z*) = 0, takze konvergence
xp — o je fadu alespon dva (coz potvrzuje ndm jiz znamy vysledek).

D4 se také dokazat, ze kdyz |¢'(z*)| > 1, pak pro zy # =* posloupnost postupnych
aproximaci k * konvergovat nemuze. U

Priklad 6.7. Nelinearni rovnice f(z) = 2? — 2z — 3 = 0 m4 kofeny z* = —1 a 2* = 3.
Prozkoumame konvergenci ke kotfenu x* = 3 pro nékolik iteracnich funkei g.

1. g(z) = (22— 3)/2, ¢'(x) =, |¢'(3)] = 3, pro xy # 3 konvergence nenastane.

2. g(x) =22+ 3, ¢'(x) = 1/y/2x + 3, |¢'(3)| = 1/3, linedrni konvergence nastane napf.
pro libovolné z z intervalu (2,4), nebot v ném |¢'(z)] < 1/V/7.

3. g(x) =2 +3/z, ¢(x) = =3/2% |¢'(3)] = 1/3, linedrn{ konvergence nastane napf. pro
libovolné g z intervalu (2,4), nebot v ném |¢'(z)| < 3/4.

1 g(a) = (22 +3)/(20—2), ¢(x) = 2(a>— 20— 3)/ 20— 2)?, ¢'(3) = 0, ¢"(3) = 1/2, kvad-
ratickd konvergence nastane napt. pro zg z intervalu (2,5;3,5), v némz |¢'(x)| < 0,39,
jak snadno zjistime. Ovérte, ze tato iterac¢ni funkce odpovida Newtonové metodeé. 0

Poznamka (O ndsobnyjch korenech). Rekneme, ze kofen 2* rovnice f(z) = 0 mé ndsob-
nost g, jestlize funkce g(x) = f(z)/(x — 2*)9 je v bodé x* definovana a kofen v ném uz
nema, tj. kdyz 0 < |g(z*)| < oo. Jestlize mé funkce f(z) v okoli kofene z* spojité derivace
az do tadu ¢ véetné, pak fU)(2*) =0, =0,1,...,q— 1.

Nékteré z doposud uvedenych metod lze pouzit také pro nalezeni nasobnych korenu,
konvergence vSak byva pomalejsi. Tak tfeba Newtonova metoda konverguje jen linedarne
s chybovou konstantou C' = (¢ — 1) /q.

Kdyz ocekdvame, ze rovnice f(x) = 0 muze mit ndsobné koteny, je vhodné vyuzit
toho, ze funkce u(x) = f(x)/f'(x) ma pouze jednoduché koteny. Misto rovnice f(x) =0
tedy Fesime rovnici u(z) = 0. O

Poznamka (O dosazitelné presnosti). Necht zj je aproximace jednoduchého kofene rov-
nice f(z) = 0. Pomoci véty o stfedni hodnoté dostaneme

flag) = fa) = f(2") = () (xp — 27),

kde £ je néjaky bod lezici mezi xy, a z*. Predpokladejme, ze pri vypoctech pracujeme jen
s pribliznymi hodnotami f(zx) = f(zx) + O, pricemz |0 < 0. Pak nejlepsi vysledek,
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kterého mizeme dosdhnout, je f(xy) = 0. V tom piipadé | f(z;)| < 0, takze

= < ~ = £

SO~ 1O @)
pokud se f’ v blizkosti kofene piilis neméni. Vypocitat * s mensi chybou nez €} nelze.
Proto se €} nazyva dosazitelnd presnost korene x*. Vsimneéte si: kdyz je velikost smérnice
| f/(*)] v kofenu z* mald, je dosazitelnd piesnost 5 velkd, viz obr. 6.5. V takovém piipadé
je vypocet kofene x* $patnée podminény problém: mala zména f vyvold velkou zménu z*.

|z — @

f(x)

— y:O

Obr. 6.5: Dosazitelnd presnost kofene

Podobné tvaha pro koten nasobnosti ¢ dava dosazitelnou presnost

* 6q' Ha
o (f<q><as*>> |

Exponent 1/q je pticinou toho, ze vypocet ndsobného kofene je obecné Spatné podminénd
tiloha. Tak tfeba pro f(z) = 27 je #* = 0 kofen néasobnosti ¢ a & = §'/9. Pro ¢ = 15
a 6 =107'° dostaneme &% = 0,1! O

Poznamka (O korenech polynomi). Polynom p,(x) stupné n mé n obecné komlexnich
kofentu. Pro vypocet jednoduchych redlnych kotenu funkce f(x) = p,(z) lze pouzit li-
bovolnou z dosud uvedenych metod. O tom, jak se vyporadat s piipadnymi nasobnymi
koreny, pojednava vyse uvedend poznamka. Pro vypocet komplexnich kotenu lze pouzit
napi. Newtonovu metodu, v niz jako pocatecni aproximaci volime komplexni ¢islo.

Pokud nés zajimaji vSechny kofeny polynomu, tak po nalezeni redlného kofene x*
polynom p,(z) délime ¢lenem x — z*. Tak dostaneme polynom p,_1(x) = p,(x)/(x — x*)
stupné n — 1 a déle hleddme jeho koteny. Kdyz je * komplexni koten, pak je korenem
také komplexné sdruzené ¢islo *. V tom piipadé délime p,(x) kvadratickym polynomem
(x — 2*)(z — x*), jehoz koeficienty jsou realna ¢isla. Tak dostaneme polynom p, ()
stupné n — 2 s redlnymi koeficienty a pokracujeme hledanim jeho kotent.

Pro vypocet kofenii polynomu jsou navrzeny také specidlni, velmi efektivni metody,
o nichz lze ziskat informace napt. v [55]. 0

6.3. Soustavy nelinearnich rovnic

Mnohé z metod urcéenych pro feSeni jedné nelinedrni rovnice lze zobecnit na feSeni
soustav nelinearnich rovnic. Bohuzel to neplati pro metodu bisekce ani pro metodu regula
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falsi. A co je jesté horsi: pro soustavy nelinedrnich rovnic neni znama zadna univerzalni

metoda, ktera by dokazala spolehlive urcit dostatecné dobrou pocatecéni aproximaci feseni.

Uspokojivou pocédtecéni aproximaci proto musime odhadnout. Pomoci nam muze znalost

konkrétniho problému, ktery na feSeni nelinearni soustavy vede. Odhad teseni lze nékdy

ziskat také na zakladé pomocnych vypocétu provedenych za zjednodusujicich predpokladu,

napiiklad tak, Ze nelinearni problém aproximujeme vhodnym problémem linearnim.
Uvazujme tedy soustavu n nelinearnich rovnic o n nezndmych

fl(xlax%'")xn) :07

fg(l‘l,xz,...,xn) = O,

nebo-li f(x)=o0, (6.10)
falzy, 22, ..., 2,) =0,
fde 1 fi(zy, w2, ..., 2n) f1(x) 0
) fg([L‘l,IL'Q,...,ZL‘n) B fQ(X) 0
x=|[ .1, f(x)= : = . a o=|.
T falzy, 22, .y 2y) fn(x) 0

Resenim soustavy (6.10) je kazdy éselny vektor x*, pro ktery f(x*) = o.
V tomto odstavci budeme automaticky predpoklddat, ze funkce f(x) je spojita a ma
tolik spojitych derivaci, kolik je jich v dané situaci zapottebi.

Newtonova metoda a jeji modifikace. Newtonovu metodu odvodime z Taylorova
rozvoje

o = f(x") = £(xi) + £ (3i) (x" — x) + -+ = £(xp) + £/(x0) (X" — %)
tak, ze pribliznou rovnost nahradime rovnosti a misto x* piSeme x;1, tj. pocitame
F(xe) (01 —x0) = —£(x) (6.11)
kde f'(x) je Jacobiho matice funkce f(x), tj.
0fi(x) 0fi(x) 9f1(x)

0x; oxy Oz,
Af2(x)  0fa(x) df2(x)

f'ix)=| on dxy  Omy,

Ofn(x)  O0fn(x) Ofn(x)
011 Ooxy  Oux,

Vypocet organizujeme tak, ze nejdiive vyfesime soustavu linearnich rovnic
f'(xx) dp = —f(xz) a pak uréime X = X +dj. (6.12)

Kdyz je matice f'(xj) reguldrni, muzeme linedrni soustavu rovnic vyfesit metodami po-
psanymi v kapitole 2 (je-li f'(xy) singularni, je tfeba metodu vhodné modifikovat, popf.
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vypocet jako netspésny ukoncit). Pro velké n a fidkou matici f'(x) lze efektivné pouzit
iteracni metody (xj je dobra pocédteéni aproximace, navic x;.1 neni tfeba pocitat prilis
presné, nebot je to jen mezivysledek na cesté k nalezeni x*).

Newtonova metoda konverguje, pokud je pocatecni aproximace x, dostatecné blizko
kotene x*. Rychlost konvergence je kvadraticka, tj. existuje okoli O(x*) bodu x* a kon-
stanta C' takovd, ze

%1 — x| < Cllxe —x*[* Yxp € O(x7).
Pro ukonceni iteraci pouzijeme nékteré ze stop kriterii
I = xill <2, it — xell < ellxall nebo [[E(xes)] < e, (6.13)

kde ¢ je zadand presnost. Tato kritéria jsou obecné pouzitelna také pro dalsi metody,
které si v této kapitole uvedeme.

V kazdém kroku Newtonovy metody je tfeba Fesit soustavu linedarnich rovnic (6.11), coz
pro velké n predstavuje znacny objem vypoctu. Navic je tteba v kazdém kroku vypocitat
n? slozek O f;(xx)/0z; matice f'(x;). To muze byt také velmi obtizné v piipadé, ze parcialn{
derivace nejsou urceny jednoduchymi vzorci. Proto se nékdy postupuje tak, ze se f'(xy)
prepocitava jen obcas, napi. kazdych m kroku, tj. x;,1 pocitame podle

f'(xp) (g1 — xx) = —f(xx), k=p,p+1,....,p+m—1, p=0,m,2m,....

V takovém piipadé je tcelné rozlozit matici f'(x,) pomoci LU rozkladu na soucin dolni
trojuhelnikové matice L, a horni trojihelnikové matice U,

f'(x,) = L,U,.

Tato nérocna operace se provede jen pro k = 0,m,2m, .... Aproximaci x;,; pak dosta-
neme fesenim dvou soustav linedrnich rovnic s trojuhelnikovymi maticemi,

Lyy = —f(xz), Uyd, =y, Xp41 = Xp, + dy -

Pro k ¢ {0,m,2m, ...} tedy provadime jen ,laciné“ zpétné chody. V propracovanych algo-
ritmech se prepocet Jacobiho matice nevoli staticky, tj. kazdych m kroku, ale dynamicky;,
tj. prop =0 < p; < py < ..., ato podle rychlosti poklesu [|f(xy)||-

Parcidlni derivace v Jacobiho matici f'(x) se ¢asto aproximuji pomoci diferen¢nich
podilq,

dfi(x)
&cj

fl'(lll'l, .. .,.Tj + h], .. .,.I'n) — fz(X)
h; ’

kde h; # 0 jsou vhodné zvolené parametry, h = (hy, ha, ..., h,)T. Pro malé h; > 0 je
A;;(x, h) standardni aproximace 0f;(x)/0x; dopfednou diferenci. Matice A(x,h) s prvky
A;;(x,h) je aproximaci Jacobiho matice f'(x). Kdyz tedy v (6.11) nahradime f'(xj) po-
moci A(xyg, hy), dostaneme diskretizovanou Newtonovu metodu

A(Xk, hk)(Xk+1 - Xk) = —f(Xk) . (614)
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Zobecnénou metodu secen dostaneme, kdyz za j-tou slozku hﬁ»k) vektoru h, dosadime
B _ D0
j j j
Steffensenovu metodu obdrzime, kdyz polozime h;k) = fij(xx) (pro n =1 je pak rovnice

(pron = 1 je pak rovnice (6.14) totozna s predpisem (6.7)) a zobecnénou

(6.14) totozna s predpisem(6.9)). Rad konvergence obou metod je stejny jako v jedné
dimenzi, tj. 1,618 pro metodu secen a 2 pro Steffensenovu metodu. Metoda secen potiebuje
dvé dostatecné dobré pocatecni aproximace Xy a Xj.

Priiklad 6.8. Newtonovou metodou uréime kofeny soustavy rovnic
flr,y) =2" =2y’ = 1=0,
g(x,y) =y* — 227y +2=0.

Podle (6.12) uréime X1 = (Tpy1, Yry1)? takto:

(e ) (o) = (o) () = (e tie)

Soustavu rovnic je vyhodné vyfesit pomoci Crammerova pravidla, tj.

kde
D:fxgy_fygxa D:v:fgy_fyga Dy:fzg_fgza

pricemz hodnoty vsech funkei se pocitaji v bodé [xy, yx].

Z obrazku 6.6 zjistime, Ze soustava ma celkem tii kofeny. Vybereme si tieba ten, ktery
lezi ve ¢tverci Q = {[z,y]| —2 < 2 < —1,1 < y < 2}, a jako pocatecni aproximaci
zvolime z¢p = —1, yo = 1. Vypocet ukoncime, kdyz

1€ (%n11) oo = max{|f (@rs1, Yer1)]; [9(Trr1, yran) |} < 107°.

Vypocet je zaznamendn v nésledujici tabulce (fx a g oznacuje hodnotu v bodé [z, yx]).

T, Yk I Ik Ty — " Ye —Y*
—1 1 —1 1 0,394069 —0,631182
—-1,5 2 1,625 1 —0,105931 0,368818

—1,379562 1,673966  0,240186  0,318968  0,014507  0,042784
—1,392137 1,629879  0,000193  0,012219  0,001932 —0,001303
-1,394072  1,631182 —0,000005 —0,000018 —0,000002  0,000000
—1,394069 1,631182 —0,000000 —0,000000  0,000000  0,000000

U W N~ O

Vsimneéte si, ze v blizkosti kotene je konvergence velmi rychla. Pfesné feseni jsme aproxi-
movali pomoci x5. x5 = —1,39407 a y5 = 1,63118 maji vSechny cifry platné. U

Zvyseni spolehlivosti metod Newtonova typu. Newtonova metoda a jeji varianty
nemuseji konvergovat, kdyz startujeme daleko od kotene. Je vSak mozné piijmout jista
opatteni, ktera oblast konvergence téchto metod podstatné rozsiti.
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Obr. 6.6: Soustava dvou nelinearnich rovnic

Nejjednodussi je pouzit tlumenou Newtonovu metodu, ve které se Newtonuv (nebo
aproximovany Newtonuv) krok dj pocitd jako obvykle, ale pak se jako dalsi aproximace
bere xp11 = X + A\pdg, kde Ax je ciselny parametr. Daleko od kotene byva krok dy
nespolehlivy, mnohdy piilis velky, a tak se muzeme pokusit vybrat \; tak, aby x;.1 byla
lepsi aproximace x* nez x;. Jednim ze zpusobu, jak toho dosdhnout, je sledovat ||f(xx)||2
a zajistit, aby v kazdé iteraci délka vektoru f(x;) dostatecné poklesla. Parametr \; je
také mozné urcit minimalizaci funkce ¢(\) = |[f(xx + Adg)|]2 (minimalizaci se vénuje
nasledujici kapitola). At uz parametr \; volime jakkoliv, v blizkosti kofene vzdy staci
brat A\, = 1 a dosahnout tak fadu konvergence netlumené metody.

Ponékud komplikovanéjsi, avsak mnohem spolehlivéjsi, je Newtonova metoda s lokdlné
omezenym krokem, ve které x,.1 = X, + dy a krok d; dostaneme minimalizaci funkce
o(d) = [|f(xg) + f'(xx)d]|2 na oblasti ||d||s < Ak, kde Ay je vhodné voleny parametr. Pro
¢(dy) = 0 dostaneme standardni Newtonovu metodu (6.12).

Podrobnéjsi (a mnohé dalsi) informace k tomuto tématu ¢tenar najde ve specializované
literatute, napf. v [39)].
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Metoda prosté iterace. Necht g(x) = (g1(x), 92(X), ..., 9.(x))T je vektorovd funkce
definovand a spojitd v uzaviené oblasti 2, tj. g; € C(Q),i=1,2,...,n, a necht g spliuje
nasledujici dvé podminky:

(o) g(x) € Vx €,
(B) existuje ¢islo g, 0 < g < 1, takové, ze ||g(x) — g(¥)|| < q|lx — || vx,y € Q.

Pak rovnice x = g(x) ma v Q jediné feseni x* a posloupnost postupnijch aproximact
Xpr1 = g(Xk), k =0,1,..., konverguje k x* pro kazdé x, € Q2. Ptitom

et — x| < gllxe — x|

tj. rychlost obecné jen linedrni konvergence zavisi na ¢, viz [20].
Rekneme, ze €2 je konvexni oblast, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje také tsecku,
ktera tyto body spojuje, tj.

x,y€Q = Xy ={x+tly—x)]0<t<1}eq.

Jestlize © je uzaviend konvexni oblast a g; € CY(Q), i = 1,2,...,n, pak misto
podminky (/) muzeme pouzit silnéjsi podminku

B) llgx)| <qg<l Vxe.

Skutecné, podle véty o stiedni hodnoteé, viz [20],

lg(x) —g(y)ll < max [lg'(x+tly —x)|| - [x =yl < qllx =yl

T 0<t1
Jestlize Q = {x| ||x — x*|| < ¢}, € > 0, pak podminka («) plyne z podminky (/3):
lg(x) —x*[ = [g(x) —g(x)| <gllx x| = (xeQ=gx) Q).

Ptiblizny vypocet kofene x* rovnice x = g(x) podle formule x;; = g(x) se nazyva
metoda prosté iterace nebo také metoda postupnijch aproximact. Podminky («) a (£) nebo
(8") jsou postacujici pro konvergenci této metody.

Piiklad 6.9. Metodou prosté iterace urcime feseni soustavy rovnic

r=02+0,1(—zy*+ 32),
y =0,6+0,1(—2%" - 2y)

v oblasti Q = {[z,y]| 0 < 2z < 1,0 <y < 1]}. Nejdiive ovéiime, ze funkce
gl(xa y) = 0a2 + Oal(_ny + 31’) ) 92(1', y) = 0a6 + 071(—1'2y3 - 2y)

spliuji podminky («), ().
Protoze pro [z,y| € Q plati

0<02+4+01(—2y*+32)<1, 0<06+0,1(—2%®—2y) <1,
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tj. [91(z,y), g2(z,y)] € Q, podminka («) je splnéna.
Abychom ovérili podminku(f), vyjddiime si Jacobiho matici

9gi(z,y)  Og(z,y) )
/ or dy —0,1y* + 0.3 —0,2zy
g'(x) = =
9ga2(x,y)  9ga(,y) —0,2z13 —0,32%y% — 0,2
Ox dy
a odhadneme napf. v || - [|s normeé

g (x)|lso = max{| — 0,1y* +0,3| + | — 0,2zy| ;| — 0,225°| + | — 0,32%y* — 0,2} .
Ziejmeé
18" (%)l < max{0,340,2;0,240,5} =0,7  prox = [z,y] € Q,
takze podminka (53) je splnéna pro ¢ = 0,7.
Vypocet zahdjime tieba z pocatecni aproximace xg = 39 = 0 a pro ukonceni iteraci

pouzijeme stop kritérium

k11 = X lloo = max{|zxi1 — @5 [yrir — yel} <1077,

Vypocet je zaznamenan v nasledujici tabulce.

k Tp, Yk Tp — Th—1 Yk — Y—1 T — 2" Y —Y*
010 0 —0,275892 —0,499211
1102 0,6 0,2 0,6 —0,075892 0,100789
21 0,252800 0,479136 0,052800 —0,120864 —0,023092 —0,020075
31 0,270036 0,503470 0,017236 0,024334 —0,005856 0,004259
8 | 0,275882 0,499209 0,000025 —0,000009 —0,000010 —0,000001
91 0,275889 0,499211 0,000007 0,000002 —0,000003 0,000000

Ptesné teseni jsme aproximovali pomoci X15. 9 = 0,27589 a y9 = 0,49921 maji vsechny
cifry platné. U

Poznamka. Kdyz g(x) = Tx + ¢ je linearni funkce, pak g'(x) = T. Pokud || T|| < 1, pak
jsou postacujici podminky («), (5) splnény pro kazdé x, takze x; — x* pro libovolnou
pocatecni aproximaci xg. Tento vysledek jsme dokazali v kapitole 2, viz (2.32).
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7. Vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru

7.1. Zakladni vlastnosti

Necht A je ¢tvercovd matice fddu n. Ulohu
najit nenulovy vektor x a skalar A\ tak, aby platilo Ax = \x (7.1)

budeme nazyvat problém vlastnich cisel. X je vlastni ¢islo a x je odpovidajici pravy viastni
vektor, struéné vlastni vektor. K vlastnimu ¢islu A ptislusi také levy vlastni vektor y # o
splitujici yT A = Ay?. Protoze ATy = Ay, je y pravy vlastni vektor matice AT. P¥i popisu
metod pro vypocet vlastnich ¢isel a vektoru se proto omezime na pravé vlastni vektory.
V nasledujici kapitole 7.1.1 ukazeme, Ze pro redlnou matici jsou vlastni ¢isla a vlastni
vektory obecné komplexni. Je proto prirozené definovat problém vlastnich éisel pro kom-
plexni matice, pak se vSe odehrava v komplexnich oboru, matice, vlastni ¢islo i vlastni
vektor jsou komplexni. Protoze se vSak ve vétsiné aplikaci vyskytuji jen redlné matice,
zaméiime se pravé na né. V dalsim proto budeme ptedpokladat, ze matice A je redlna.
Mnozinu v8ech vlastnich ¢isel matice A oznacime A\(A) a nazveme ji spektrum matice A.

7.1.1. Existence a jednoznacnost

Rovnici Ax = Ax lze ekvivalentné zapsat ve tvaru
(A-XM)x=o. (7.2)

To je homogenni SLR, kterd ma nenulové feseni tehdy a jen tehdy, kdyz je matice soustavy
singularni. Vlastni ¢isla matice A tedy musi spliovat charakteristickou rovnici

det(A — AI) = 0. (7.3)

Zde p(\) = det(A — AI) je polynom stupné n v proménné A, tzv. charakteristicky polynom
matice A. Vlastni ¢isla matice A jsou tedy koteny jejiho charakteristického polynomu. Ze
zakladni véty algebry plyne, Ze polynom

PA) = A" AT e Ao = (A=A ) (A= Ag) - (A=), cn = (—=1)",

ma presné n korenu. Matice A fadu n ma tedy n vlastnich ¢isel, ktera ale nemuseji byt
realnd a nemuseji byt navzajem ruzna. Komplexni vlastni ¢isla se vyskytuji vzdy v kom-
plexné sdruzenych dvojicich: kdyz A = a +if3, kde i = v/—1 a 3 # 0, je vlastni ¢&islo, pak
také A = o — if3 je vlastni éislo.

Vlastni vektory ziskdme Fesenim SLR (7.2). Tyto soustavy maji pro kazdé A nekonecéné
mnoho feseni x € N(A—AI), kde N(A—AI) je jadro matice A—AI, viz (3.3). Tedy zatimco
vlastni ¢islo A € A(A) je uréeno jednoznacné jako jeden z kotenu charakteristického
polynomu matice A, odpovidajici vlastni vektor x € N(A — M) jednoznac¢né uréen neni.

Vlastni éfsla matic pocitdme iteraéné, nebot kotfeny obecného polynomu stupné vétsiho
nez Ctyfi jinak urcit neumime. To by vSak nemél byt problém, nebot je zndma rada
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kvalitnich numerickych metod pro vypocet kofenu polynomu. Na prvni pohled je tedy
feseni problému vlastnich ¢isel snadné: staci vhodnou numerickou metodou najit vsechny
koteny charakteristického polynomu a pak feSenim piislusnych soustav linearnich rovnic
dopocitat odpovidajici vliastni vektory. K praktickému vypoctu vlastnich ¢isel matic vsak
postup zalozeny na fteSeni charakteristické rovnice obecné vhodny neni. Zde je nékolik
duvodu:

e Vypocet koeficientu charakteristické rovnice je vypocetné narocny.

e Koeficienty charakteristické rovnice jsou velmi citlivé na malé zmény v koeficientech
matice.

e Zaokrouhlovaci chyby vznikajici pti vypoctu koeficientu charakteristického poly-
nomu mohou zpusobit, ze kofeny numericky sestaveného charakteristického poly-
nomu se budou podstatné lisit od kofenu presného charakteristického polynomu.

e Vypocet kofenu polynomu vysokych stupnu je obtizna uloha.
Proto transformace
matice ——  charakteristicky polynom —  vlastni ¢isla

nevytvari podstatné jednodussi ,,meziproblém® a je obecné numericky nestabilni.

Vzhledem k existenci velmi kvalitnich a stabilnich algoritmu pro vypocet vlastnich
¢isel, s nékterymi z nichz se seznamime v dalsich kapitolach, se pouziva postup opaény:
k danému polynomu p se sestavi pridruzend matice A, jejiz charakteristiky polynom je
roven p, a vypoctou se vlastni ¢isla matice A, coz jsou hledané koteny polynomu p. Pro
p(x) = 2" + ¢ 12"+ - + 1w + ¢ lze piidruzenou matici zvolit napf. ve tvaru

—Cp—1 —Cph—2 ... —C1 —(
1 0 .. 0 0
A=| o0 1 ... 0 0|
0 0 | 0

tj. v prvnim fadku jsou zdpornymi znaménky opatiené koeficienty polynomu, v prvni
poddiagonadle jsou jednicky a ostatni prvky jsou nulové. V MATLABu takto poc¢ita koteny
polynomu funkce roots.

7.1.2. Nasobnost a diagonalizovatelnost

Algebraicka ndsobnost vlastniho ¢isla je jeho nasobnost jako kofene charakteristické
rovnice. Jestlize je algebraickd nésobnost vlastniho ¢isla rovna jedné, iikdme, ze vlastni
¢islo je jednoduché, a je-li algebraicka nasobnost vétsi nez jedna, hovotfime o ndsobném
vlastnim cisle.

Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla je pocet linearné nezavislych vlastnich vektoru
prislusnych tomuto vlastnimu ¢islu. Geometricka nasobnost je tedy vzdy mensi nebo rovna
nasobnosti algebraické.
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Rekneme, ze viastni ¢islo je defektni, kdyz jeho geometrickd ndsobnost je mensi nez
nasobnost algebraickd. Je-li algebraicka i geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla stejné,
fikame, ze vlastni ¢islo je nedefektni. Matice, ktera ma defektni vlastni ¢islo, se nazyva de-
fektni matice. Matice, jejiz vSechna vlastni ¢isla jsou nedefektni, se nazyva nedefektni ma-
tice. D4 se ukazat, ze nedefektni matice A fadu n ma n linedrné nezavislych vlastnich vek-
tora Xy, Xa, . . ., X, prislusnych k vlastnim ¢islum A;, Mg, ..., A, (fikdme také, ze matice ma
tplny systém vlastnich vektori). Necht D = diag(Ay, Ao, ..., A\n) a X = (X1, X2, ..., X,),
pak X je regularni a plati

AX =XD, takze X 'AX =D a A =XDX'.

Vidime tedy, ze nedefektni matici A lze transformaci X 'AX pievést na matici diago-
nalni. Matice s touto vlastnosti se nazyvaji diagonalizovatelné.

Vyjédieni matice A ve tvaru A = XDX ™!, kde D je diagondlni, nazyvame spektralnim
rozkladem matice A (anglicky spectral decomposition, ¢astéji se viak pouzivé priléhavejsi
termin eigenvalue decomposition, ktery bohuzel nema vhodny cesky ekvivalent).

7.1.3. Lokalizace vlastnich ¢isel

Symetrickd matice je diagonalizovatelnd, ma redlna vlastni ¢isla, vlastni vektory pfti-
slusné ruznym vlastnim cislim jsou navzajem ortogonalni, vlastni vektory piislusné na-
sobnym vlastnim ¢islum lze ortogonalizovat. Symetrickd matice A je tedy diagonalizo-
vatelnd pomoci ortonormalni matice vlastnich vektoru, tj. existuje ortonormalni matice
X vlastnich vektort s vlastnosti X”AX = D. Pozitivné definitni matice je symetricks
matice s kladnymi vlastnimi ¢isly. Diikaz uvedenych tvrzeni viz napt. [30].

Protoze spektralni polomér p(A) < [|A|], viz (2.31), vSechna vlastni ¢isla matice A
lezi v komplexni roviné v kruhu se stiedem v pocatku a polomérem ||Al].

Gersgorinova véta. Vlastni ¢isla matice A = {ay;}7,_, jsou vSechna obsazena ve sjed-
’ o - - n
nocen{ kruht se stredy apy a poloméry » 7 ., |a;|-

Diikaz Necht ) je vlastni &fslo a x je odpovidajici vlastni vektor normalizovany tak, Ze
|%]|oo = 1. Necht zj je slozka vektoru x takovd, ze x| = 1. Protoze Ax = \x, je

(/\ — akk):pk = Z Ay,
7k

takze

A —arel < largl - |zl < lawgl . O

J#k JF#k

Aplikaci této véty na AT vidime, ze podobny vysledek plati také pro kruhy se stiedy ay,
a poloméry » i .y |al-
7.1.4. Podminénost

vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice vyjadiuje jejich citlivost vici malym zméndm
koeficienti matice.
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Jako reprezentativni ilustraci prozkoumame citlivost vlastnich ¢isel diagonizovatelné
matice A, takze X "1AX = D, kde X je matice vlastnich vektori a D je diagonalni matice
pifslusnych vlastnich éisel. Necht AA = E je mald zména matice A, y je libovolné vlastni
¢islo pozménéné matice A + E a F = X 'EX. Pak

X1 A+EX=X'AX+X'EX=D+F,

takze matice A + E a D + F jsou podobné a tedy maji stejnd vlastni ¢isla (viz kapitola
7.1.5). Proto existuje vlastni vektor v matice D + F pfislusny vlastnimu éislu p, takze
(D + F)v = pv, coz muzeme piepsat do tvaru

v = (uI — D) 'Fv

za predpokladu, ze p neni vlastni ¢islo D (a tedy ani A, coz je prijatelny predpoklad
odpovidajici situaci, kdy zména A vyvold zménu vsech vlastnich ¢isel). Odtud

IVl < I(uX=D) "l IFllp - Ivll,  atedy  [|(uI—D)~H," < [[F],.

Protoze pro diagondlni matici C = diag(cy,ca,...,¢,) a p € (1,00) je ||C||, = max]|¢],
dostavdme [|(uI — D)~ |, = 1/|u— M|, kde Ay je vlastni ¢islo D (a tedy A) nejblizsi k pu.
Celkem tedy

=i = [[(pI=D)7H[;* < [[Fl, = [XTEX[, < X7 |- 1Bl 1X]], = #p(X) [ E], -
Ukazali jsme tedy, ze kdyZ A je diagonizovatelnd, pak
pro kazdé p € AN(A + AA) existuje A € M(A) takové, Ze |p — A < k,(X)[|AA,.

Tento vysledek (znamy jako Bauerova-Fikova véta, viz napt. [42]) k4, ze

citlivost vlastnich c¢isel diagonizovatelné matice A lze odhadnout ¢islem podminénosti
kp(X) = [IX|l, - IX 7Y, matice jejich viastnich vektori.

Odtud plyne, ze vlastni ¢isla matice mohou byt velmi citlivd na zmény jejich koefi-
cientu, pokud jsou vlastni vektory matice témér linedrné zdvislé (tj. je-li matice témeér
defektni).

Skveéla situace nastava pro symetrické matice: k nim totiz vzdy existuje ortonormalni
matice X vlastnich vektort, takze ko(X) = 1, coz znamend, ze vlastni ¢isla symetrickijch
matic jsou vZdy dobre podminénd.

Bauerova-Fikova véta postihuje citlivost vSech vlastnich ¢isel jednim vzorcem. Citlivost
jednotlivych vlastnich ¢isel vsak muze byt znacné rozdilna. Prozkoumejme tedy citlivost
individudlniho vlastniho ¢fsla A na malou zménu AA = E matice A. Necht x resp. y je
pravy resp. levy vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu A a uvazujme pozménény problém

(A+E)(x + Ax) = (A + AN)(x + Ax) .

Vyrazy na levé a pravé strané roznasobime. Piedpokladejme, ze vlastni ¢islo A je jedno-
duché. Pak 1ze ¢leny EAx a ANAx povazovat za dostatecné malé a zanedbat je, viz [42].
Provedeme-li to a vyuzijeme toho, ze Ax = Ax, dostaneme ptibliznou rovnost

AAX 4+ Ex ~ MAX 4+ AXx.
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Prondsobime-li obé strany y?, mame
yITAAx + yTEx ~ \y? Ax + AdyT'x.

Protoze y je levy vlastni vektor, y' A = \y’, a odtud
yIEx ~ A\y'x.

Pro jednoduché vlastni ¢islo y7x # 0, viz [17], takze

T
E
A)\%y X

yIx

Odtud pro |AM| obdrzime ptiblizny odhad

[yl - ]2 1
AN S o IIEll2 = IEl2,

~ lyTx| | cos 6,

kde @, je uhel, ktery sviraji levy a pravy vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢islu .
Ukazali jsme tedy, ze pro jednoduché vlastni ¢islo A matice A a odpovidajici vlastni
cislo A + AX mirné pozmenéné matice A + AA priblizne plati

1

- | cos 6]

[AAS KA)[AA]2, kde k()

(7.4)

je tak zvané ¢islo podminénosti vlastniho ¢isla X matice A.

Vsimnéte si, ze pro symetrickou matici a jednoduché vlastni ¢islo x =y, takze 6, = 0
a piislusné ¢islo podminénosti k() je rovno jedné. Jsou-li vSak levy a pravy vlastni vektor
témer kolmé, je ¢islo podminénosti k() velké, takze zména A\ vlastniho ¢éisla A vyvoland
malou zménou AA matice A je velkd. V MATLABu pocitd ¢isla podminénosti £(\;) vSech
vlastnich ¢isel \;, i = 1,2,...,n, funkce condeig.

Analyza podminénosti ndsobnych vlastnich ¢isel komplikovanéjsi. Plati naptiklad, ze
nasobna nebo témér nasobna vlastni ¢isla jsou spatné podminéna. Také analyza citlivosti
vlastnich vektoru je pomérné slozita. Ukazuje se, ze kdyz matice ma dobfe podminéna
a navzajem dostatecné vzdédlena vlastni ¢isla, pak jsou vlastni vektory dobfe podminéné,
[42]. Jsou-li vSak vlastni ¢isla $patné podminénd, nebo kdyz existuji skupiny navzajem
blizkych vlastnich ¢isel, pak jsou vlastni vektory spatné podminéné.

Podminénost vlastnich ¢isel 1ze nékdy zlepsit pomoci tzv. vyvazeni matice (anglicky
,balancing“), viz kapitola 7.2.5, v MATLABu funkce balance.

7.1.5. Transformace.

Mnohé numerické metody pro vypocet vlastnich ¢isel a vektoru jsou zalozeny na re-
dukci puvodni matice na jinou jednodussi matici, jejiz vlastni ¢isla a vlastni vektory lze
vypocitat snadnéji. Uvedeme si proto nékolik transformaci, které vlastni ¢isla a vlastni
vektory bud’to neméni nebo umoznuji jejich snadnou rekonstrukei.

Posun znamena odecteni konstanty od diagonalnich prvku matice. Jestlize Ax = Ax
a {1 je konstanta, pak (A — pul)x = (A — p)x. Tedy vlastni ¢isla matice A — pI se oproti
vlastnim ¢islum matice A posunou o p, vlastni vektory se vSak nezmeéni.
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Inverze. Je-li A reguldrni a Ax = Ax, pak A # 0 a A~'x = (1/)\)x. Tedy vlastni ¢isla
matice A~! jsou pfevracené hodnoty vlastnich éfsel matice A, vlastni vektory obou matic
jsou stejné.

Mocniny. Jestlize Ax = \x, pak AFx = AA*"Ix = ... = A\*x pro k pfirozené. Tedy k-t4
mocnina matice ma za vlastni ¢isla k-té mocniny vlastnich ¢isel puvodni matice, vlastni
vektory se nemeéni.

Polynomy. Je-li p(t) = ¢y + ¢t + cot? + -+ + ¢xt* libovolny polynom stupné k, pak
definujeme p(A) = col +c1 A + A%+ - - - + ¢, AF. Jestlize Ax = \x, pak p(A)x = p(\)x.
Matice p(A), kde p(t) je polynom, ma vlastni ¢isla p(A), vlastni vektory matic A a p(A)
jsou stejné.

Podobnost. Rekneme, ze matice A a B jsou podobné, existuje-li reguldrni matice T
s vlastnosti

B =T 'AT.

Matice T se nazyva matice podobnosti nebo také podobnostni matice.
Jestlize A je vlastni ¢islo matice B a y je odpovidajici vlastni vektor, pak

By=)\y = T !'ATy=)y — ATy =)Ty — Ax=)x pro x=Ty.

Vlastni ¢isla podobnych matic jsou tedy stejna, vlastni vektory ptislusné témuz vlastnimu
¢islu jsou sice ruzné, jeden z druhého vsSak lze snadno ziskat prostfednictvim matice po-
dobnosti.

7.1.6. Diagonalni, trojahelnikové a blokové trojiihelnikové matice.

Diagondlni matice D = diag(d;,ds,...,d,) ma vlastni ¢isla \; = d; a odpovidajici
vlastni vektory y; = e;, kde e; je i-ty sloupec jednotkové matice.

Diagonizovatelnou matici A lze pomoci podobnostni transformace T~'AT = D pievést
na diagonalni matici D. Protoze vlastni ¢isla mohou byt komplexni, je matice D i matice
podobnosti T obecné komplexni. Pro symetrickou matici A existuje realna ortonormalni
matice podobnosti Q takovd, Ze matice Q' AQ = D je diagonlni.

TrojihelnikovA matice ma nuly budto pod hlavni diagondlou, pak hovoifme o horni
trojuhelnikové matici, nebo ma nuly nad hlavni diagondlou, v tom ptipadé jde o dolni
trojuhelnikovou matici. V dalsim budeme trojihelnikovou matici rozumét horni trojihel-
nikovou matici. Necht tedy T = {tij}7,=1 je trojihelnikovd matice, tj. t;; = 0 pro i > j.
Z charakteristické rovnice det(T — AI) = 0 okamzité plyne, Ze vlastni ¢isla matice T jsou
jeji diagondlni prvky, tj. A\; = t;;. Vlastni vektory lze dopocitat také snadno. Matice T — Al
ma na hlavni diagonale nuly v pozicich, v nichz t; = \. Je-li

Upp u U
T-XM=]o 0 vT
O o U33
a Uy je regularni, pak odpovidajici vlastni vektor lze zvolit ve tvaru
Yy
x=|-1],
o
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kde y je teseni rovnice Uy = u.
Vyznam trojuhelnikovych matic v tloze vlastnich ¢isel plyne ze Schurovy véty:

Ke kazdé c¢tvercové matici A existuje unitdrni matice Q takovd, Ze

tir tiz ... tin

0 0 ... ot
je hornd trojihelnikovd matice. Rozklad A = QT QM se nazjvd Schuriv rozklad matice A,
T se nazyvd Schuriv tvar matice A a sloupce q1, qQa, - - ., q, matice Q se nazyvaji Schurovy
vektory.

Diikaz Schurovy véty lze najit napt. v [30].

Pro tplnost uvedme jesté definici unitdrni matice. Ctvercové matice Q je unitdrnd,
jestlize Q7 Q = QQ! = I. Piitom Q¥ je matice Hermitovsky sdruzend, tj. transponovana
a komplexné sdruzend: kdyz Q = {gi;}7,=, a QY7 = {q{j ii=1, pak qg = @;; je cislo
komplexné sdruzené s cislem g;;.

Protoze Q7 = Q7!, je kazd4 ¢tvercovd matice A podobnd s trojihelnikovou matici
T = Q 'AQ, piicemZ matice podobnosti Q je unitarni. Zdturaznéme, Ze matice T a Q
jsou obecné komplexni.

Schuruv tvar redlné matice ma komplexni slozky v piipadé, ze matice méa néjaka
komplexni vlastni ¢isla. Nastésti vSak existuje redlnd varianta Schurovy véty:

Ke kazdé redlné ctvercové matici A existuje ortonormdlni matice Q takovd, Ze

T11 T12 Tlp
Oy Te ... T

Q"AQ=T=| = " ¥ (7.5)
O, O, ... T,

je blokové trojuhelnikovad redlnd matice, v niZ diagondlni submatice Ty jsou cltvercové
radu jedna nebo dva a poddiagondlni submatice Oy;, © > j, jsou nulové. Viastni c¢isla dia-
gondlnich submatic Tddu dva jsou komplexné sdruZend vlastni c¢isla matice A, zbyvajici
diagondini submatice vddu jedna jsou redlnd vlastni ¢isla matice A. Rozklad A = QT QT
se nazyvd redlny Schuriv rozklad matice A, matice T se nazyvd redlny Schuriv tvar
matice A, sloupce qi, qo, - - ., qn matice Q jsou redlné Schurovy vektory.

Pro vypocet komplexniho i redlného Schurova tvaru matic existuje fada kvalitnich
programu, viz napf. [3]. V MATLABu lze pouzit funkci schur.

Blokové trojihelnikova matice. Redlny tvar Schurovy matice je specidlnim piipadem
horni blokové trojuhelnikové matice

A11 A12 e Alp
O A ... A

A .21 .22 . .Qp (7.6)
O, Op ... A,
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se ctvercovymi diagondlnimi maticemi A;; a nulovymi poddiagondlnimi maticemi O;;.
Protoze determinant matice A je sou¢inem determinantu diagonélnich submatic (dusledek
Laplaceovy véty), vSechna vlastni ¢isla A dostaneme z vlastnich ¢isel diagondlnich sub-
matic. Také vlastni vektory A lze ur¢it pomoci vlastnich vektoru diagondlnich submatic.
Problém vlastnich ¢isel pro blokové trojuhelnikové matice 1ze proto rozlozit na mensi sub-
problémy, které se fesi snadnéji, a mnohé algoritmy vypoctu vlastnich ¢isel toho vyuzivaji.

7.2. Metody vypoctu

7.2.1. Mocninna metoda

Zakladni varianta mocninné metody, viz algoritmy 7.1 a 7.2, umoznuje vypocet vlastni-
ho vektoru piislusného k vlastnimu ¢islu o nejvétsi absolutni hodnoté. Algoritmus 7.3 umi
urcit vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢islu o nejmensi absolutni hodnoté. Pro zvolené
¢islo p algoritmus 7.3 najde vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢islu, které je k p nejbliz.
Mame-li dobrou aproximaci vlastniho vektoru, algoritmus 7.4 tento vlastni vektor najde.

Algoritmus 7.1 : mocninnd metoda

1.  xg je libovolny nenulovy vektor
2. fork:=1,2,... do

3. X, = Axy_

4. end

Predpokladejme, ze A je diagonizovatelnd matice s jedinym dominantnim vlastnim
cislem \q, tj.

a necht v, je odpovidajici vlastni vektor. Pak x; konverguje k ndsobku v;. Naznaéme si
dukaz tohoto tvrzeni. Startovaci vektor xo vyjadiime ve tvaru xo, = Z?Zl a;v;, kde v;
jsou vlastni vektory piislusné vlastnim cislum A;. Pak

Xp = Axp 1 = A%xp 9= = AFxy =
Ak Z ;v = Z OéjAij = ZO&j)\?Vj = )\lf (oqvl -+ Z()\j/)\l)kajvj> .
j=1 j=1 j=1 j=2

Pro j > 1, [\;/Mi] < 1, proto (A;/A1)F — 0 a tedy nevymizi pouze ¢len obsahujici v.
Vlastni ¢islo Ay muzeme dopocitat pomoci Rayleighova podilu.

Rayleightiv podil pro matici A a vektor x # o je ¢islo
xT Ax

TX.

R(A,x) =

X

Je-li x vlastni vektor matice A a A je odpovidajici vlastni ¢islo, pak

T T
R(A,x):X AX:X )\X:)\.

xT'x xT'x
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Jestlize tedy xx — vy, pak R(A,x;) — A;.

Nasleduje vycet nékterych nedostatku mocninné metody:

e Startovaci vektor xy nemusi obsahovat zadnou slozku ve sméru dominantniho vlast-
ntho vektoru vy (tj. ay = 0). Tento piipad je velmi nepravdépodobny, pokud xg
volime nahodné, a prakticky nepfedstavuje zadny problém, nebot zaokrouhlovaci
chyby obvykle takovou slozku vytvori.

e Jestlize existuje nékolik vlastnich cisel o stejné absolutni hodnoté, pak mocninna
metoda viubec nemusi konvergovat.

e Geometricky rust slozek muze vést pro |A;| > 1k preteceni a pro || < 1 k podteceni.
Proto je ucelné v kazdém kroku vektor x; normovat tak, aby jeho norma byla rovna
jedné.

Algoritmus 7.2 : normalizovand mocninna metoda

xg je libovolny nenulovy vektor, ||xq|l2 =1
for k:=1,2,... do

Vi = Axpy

X 1= Yi/l[yell2

op = XL Axy,

AN o

end

Pak x;, — vy, |[vi|o = 1 a 0, = R(A,x;) — A;. Piikaz na fddku 5 lze nahradit
pifkazem oy := x7yx. Dals{ moznosti je vypusténi fddku 5 a dopocitani vlastniho ¢fsla az
po dokonceni cyklu. Vypocet vlastniho ¢isla uvniti cyklu mé smysl pro zatazeni vhodného
stop-kritéria pro ukonceni iteraci. Kromé podminky typu ||xx —xx_1||2 < € lze pouzit také
|oy — ok_1| < €. Spolehlivéjsi kritérium na ukonceni iteraci zalozené na vypoctu levych

A2

a pravych vlastnich vektoru lze najit tieba v [42].
Pro chybu plati, viz [56],
k A |2
||Xk; - (:tv1)||2 == O s |O'k — )\1| == O — s (78)
A1 A1
pricemz =+ znamend, ze uvedeny vztah plati v kazdém kroku jen pro jedno ze znamének
plus a minus.

7.2.2. Inverzni iterace.

Protoze vlastni ¢fsla matice A~! jsou pievradcenymi hodnotami vlastnich éfsel mati-
ce A, mocninnd metoda aplikovand na A~! konverguje k vlastnimu vektoru pifslusnému
nejmensimu vlastnimu éfslu A. Misto abychom v kazdém kroku poéitali y, = A~'x,_q,
feSime soustavu rovnic LUy, = x;_1, pficemz LU rozklad A = LU provedeme jen jednou,
pred zacatkem iteraci. Tak dostaneme

165



Algoritmus 7.3 : inverzni iterace

Xo je libovolny nenulovy vektor, ||xo|l2 = 1
for k:=1,2,... do
vypocCti y, feSenim rovnice Ay = Xp_1
Xy, =Y/ llyxll2
o) = Xfok

SN

end
Pak Xk — Vi, ||V1||2 = ]_, a o — Al, kde |)\1| < minggjgn |/\]|

Inverzni iterace s posunem. Necht u je dané ¢islo, A; je vlastni ¢islo nejblizsi k 1 a A;
je vlastni ¢islo, které je druhé nejblizsi k p, pticemz

= Al <l = Al < min | — Aol
01,7

Jestlize treti fadek algoritmu 7.3 nahradime tadkem
3. vypocti y, FeSenim rovnice (A — pl)yr = xp_1

pak x; — v, ||vi|l2 = 1 a o), — A;. Pro chybu plati, viz [56],

), |ak—Ai)|:o<";:;; ) (7.9)

vyznam = je stejny jako v (7.8). Inverzni iterace s posunem je uzite¢na zejména tehdy,
kdyz néjakou metodou ziskdame priblizné hodnoty vlastnich ¢éisel a chceme k nim dopocitat
odpovidajici vlastni vektory.

= Ai
I — (£vi) 2 = O ]
=2

Dalsi modifikaci mocninné metody je nésledujici

Algoritmus 7.4 : metoda Rayleighovych podili

1. x¢ je libovolny nenulovy vektor, ||xo|l2 =1

2. fork:=1,2,... do

3 or = Xb_ 1 Axp_1

4. vypocti yi Fesenim rovnice (A — opl)yr = x5_1
5. xi=yi/llyelle

6. end

Metoda konverguje pro skoro kazdy startovaci vektor xq. Je-li xq dostatecné dobré apro-
ximace vlastniho vektoru v;, pak (ox,xr) — (A, v;), kde \; je vlastni ¢islo odpovidajici
vlastnimu vektoru v;. Nastane-li konvergence, je kubicka, tj.

%1 — (F)vill = O (Ixk = (£)Vill?) . Nowsr — Xl = O (Jow — Ail?)

viz [56]. Efektivnost jinak velmi rychlého algoritmu ¢dstecné snizuje to, ze v kazdé iteraci
musime znovu faktorizovat matici A — opI. Ma-li vSak matice A specialni tvar umoznujici
snadnou faktorizaci, napiiklad kdyz je ttidiagonalni, je metoda Rayleighova podilu vyni-
kajici.
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7.2.3. Redukce.

Predpokladejme, Ze jsme mocninnou metodou vypocetli dominantni vlastni ¢islo Ap,
|A1] > maxe<i<, |\i|, a odpovidajici vlastni vektor x;. Ukazme si, jak uré¢it dalsi vlastni
¢islo Ay metodou redukce (v anglicky psané literatute se pouzivé termin deflation).

Pro jednoduchost se omezime na ptipad, kdyz matice A je symetricka. Pak matice
A=A — \ixix] /%1 |2 md vlastni éisla 0, Ag, . .., Ay, viz [43]. Jestlize je Ay dominantn{
vlastni ¢islo matice Ay, tj. kdyz |Ao| > maxs<;<, |\, mocninnou metodou aplikovanou
na matici A; uréime aproximaci o, vlastniho ¢isla A\g. Pomoci inverzni iterace aplikované
na puvodni matici A s posunem p = 09 pak vypocteme Ay a odpovidajici vlastni vek-
tor xo. Tento postup muzeme opakovat a vypocitat nékolik dalsich dvojic (Mg, x¢). Pro
urceni vétsiho poctu vlastnich ¢isel a odpovidajicich vlastnich vektoru je vsak metoda po-
stupnych redukei prilis tézkopadna a proto dame prednost nékteré z efektivnéjsich metod,
s nimiz se seznamime v nasledujicich kapitolach.

7.2.4. Simultanni iterace

je urcena pro vypocet nékolika paru vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru soucasné. Nej-
jednodussi postup spo¢iva v pouziti mocninné metody pro nékolik startovacich vektoru.

Algoritmus 7.5 : simultanni iterace

1. Xy je libovolnd matice typu (n, p) hodnosti p
2. fork:=1,2,... do

3. X = AX_;

4. end

Necht pro vlastni ¢isla A plati [M| > || > -+ > [N > [Mpsa| > -0 > |\
a necht v; je vlastn{ vektor pifslusny k \;. Oznacme S = span(vy,va,...,v,) a ddle
S, = span(X;) = span(A¥Xy). Jestlize zadny ze sloupcti matice X nenf kolmy k S, pak
S — S, tj. vektorovy prostor generovany sloupci matic X konverguje k vektorovému
prostoru generovanému p dominantnimi vlastnimi vektory.

Stejné jako v mocninné metodé hrozi podteceni nebo ptreteceni. Navic dochéazi ke zhor-
sovani podminénosti matic Xy, takze sloupce X tvori Spatné podminénou bazi prostoru
Si. Oba tyto nedostatky muzeme piekonat, kdyz v kazdém kroku budeme sloupce Xy
ortonormalizovat pomoci Q)R rozkladu.

Algoritmus 7.6 : ortogonalni iterace

1. Xy je libovolnd matice typu (n,p) hodnosti p
2. fork:=1,2,... do

3. Y. = AX,_;

4. proved redukovany QR rozklad Q,Ri = Y},
5. Xk = Qg

6. end

Redukovanym @ R rozkladem rozumime vyjadieni Y, = QzRy%, kde Qy je matice typu
(n,p) s vlastnost! Q1 Qy = I a Ry, je horn{ trojtihelnikovd matice fadu p. Redukovany
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QR rozklad uréime nékterou z metod uvedenych v kapitole 3.4.

@R rozklad pouzivame k sestrojeni ortonormalni baze v prostoru tvoreném sloupci
matice Y. Za X}, zde bereme Q misto Y. Protoze prostor generovany sloupci matic
Qr a Yy je stejny, vytvarime stejné podprostory S jako v algoritmu 7.5, tentokrat vsak
s ortonormalni bazi.

Véta (o ortogondlni iteraci) Matice Qy, konvergugi k matici Q, jejiz sloupce tvori ortonor-
mdlni bdzi prostoru S. Matice Ty, = QF AQy konvergugi k horni blokové trojihelnikové
matici T = QTAQ. Jeslize M| > [Ag| > -+ > [\ > A1 > 0o 2> Ay, pak T = {ti}7,,
je horni trojuhelnikovd matice a na jeji diagondle jsou vlastni ¢isla \; = t;;, 1 =1,2,...,p.
Dukaz lze najit napt. v [11] a [30]. Je-li A navic symetrickd, pak T = diag(A1, Aa, ..., \p)
a Q= (v1,vy,...,V,) je matice odpovidajicich vlastnich vektort.

Ortogonalizace provadénd v kazdém kroku je nakladna, navic konvergence muze byt
velmi pomald. V dalsi kapitole ukazeme, jak lze tyto neptiznivé okolnosti zmirnit.

7.2.5. QR metoda

Efektivni implementace QR metody patii mezi vubec nejpouzivanéjsi programy pro
vypocet vSech vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru plnych (tj. nefidkych) matic. Proto
budeme Q)R metodé vénovat néalezitou pozornost.

Algoritmus 7.7 : QR metoda

1. Ag:=A

2. fork:=1,2,... do

3. proved QR rozklad Q.Ry, = Aj,_;
4 A, = R.Qx

5. end

Ukazme si, ze jde o postup, ktery je ekvivalentni s ortogondlni iteraci pro p = n
a Xg = A. Pomoci tadku 3 a 4 algoritmu Q) R metody odvodime, ze

Ar=RiQi = QIA; 1 Qv = QI Q) AL 2Qi 1Qr == QTAQ,

kde Qk = Q1Q2...Qy je ortonormalni matice. Pak plati nasledujici

Véta(o QR algoritmu) Jestlize M| > |Ao| > --- > |\, pak Ay konverguji k horni
trojihelnikové matici T = QTAQ, kde Q = limy_,00 Qi

Zmame-li vlastni ¢isla, muzeme k nim dopocitat aproximace odpovidajicich vlastnich
vektort, napi. nékterou z metod uvedenych v [30]. Pouzit 1ze tieba inverzni iteraci s po-
sunem, v niz jako posuny bereme vypoctené aproximace vlastnich ¢isel.

Je-li A navic symetrickd, pak T = diag(\i, Ag,. .., \y) a Q = (vq,Va,...,V,) je matice
odpovidajicich vlastnich vektort.

Preformulovani ortogonalni iterace na QR metodu dava elegantni algoritmus, ktery
vSak stale nefesi jeho dfive zminéné nedostatky: vysoké vypocetni naklady v jedné iteraci
a pomalou konvergenci. QR metoda zapsana ve formé algoritmu 7.7 muze byt dokonce
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zcela nepouzitelna: pro ortonormalni matici A (jejiz vsechna vlastni ¢isla lezi na jednot-
kové kruznici v komplexni roviné) dostavame Ay = A.

Redukce nikladi na jednu iteraci. )R rozklad matice Ay_; je vypocetné narocny, pro
plnou matici vyzaduje O(n?) operaci. Je-li vSak Aj;_; horn{ Hessenbergova matice, staci
O(n?) operaci, a je-li Ay_; t¥idiagondlni, pak jen O(n) operaci (k anulovdni nenulovych
poddiagonalnich ¢lenu v Aj_; je vyhodné pouzit Givensovy rovinné rotace, viz kapitola
3.4.2). Jak uvidime, kazdou matici lze pomoci O(n?) operaci transformovat na podobnou
horni Hessenbergovu matici. Protoze symetricka Hessenbergova matice je tiidiagondlni,
symetrickou matici 1ze pomoci O(n?) operaci transformovat dokonce na podobnou matici
tridiagonalni.

Snadno se ovéri, ze QR metoda zachovava typ matice: je-li matice Ay_; horni Hes-
senbergova resp. tfidiagonalni, je takova také matice Ay = RkAk_lngl.

Proto je zcela bézné jesté pred startem ()R metody matici A transformovat na horni
Hessenberguv resp. tfidiagonélni tvar pomoci O(n?) operaci a pak v kazdé iteraci provadét
jiz jen O(n?) resp. O(n) operaci.

Transformace na horni Hessenberguv tvar. Algoritmus lze popsat takto:
polozime Ay = A a pocitame

A, =PiLA, 1Py, E=1,2,....,n—2,
kde Py, je ortonormalni Householderova matice,

P, =1-2w,w{,

v niz wy, je sloupcovy vektor jednotkové euklidovské délky,

Zy
Wi = )
2|2
a slozky zl(k),i =1,2,...,n, sloupcového vektoru z; jsou
0 1<k . L
zi(k) = a,(;il,z; + 6Bk pro i=k+1, B = sign(aéﬁf}g) ( Z [agllj_l)] ) :
alf™ i>k+1 =k

Pak A, _5 je horni Hessenbergova matice podobna s matici A a plati
An_g = QTAQ s kde Q = P1P2 e Pn_g

je ortonormalni podobnostni matice.

Nasleduje nékolik komentaiu k uvedenému algoritmu.

1) Householderova matice Py je tvaru

I, O
Pk = — )
oT P,
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6)

kde I, je jednotkova matice iadu k, O je nulovd matice typu (k,n — k) a Py je
redukovana Householderova matice,

5 _ T
P =1, — 2wpw,,

kde I,,_; je jednotkova matice fadu n—k a wy, je sloupcovy vektor tvoreny poslednimi

n — k prvky vektoru wy, tj. U_}Z-(k) = w,gfgi, 1=1,2,...,n—k.
Jestlize
A B ‘ © g (7.10)
17\ o] b| D) 0 '

kde O je nulova matice, pak

(7.11)

A =P,A_ Py = B_| Ch "

k-1 1 n—=k

Vektor wy, je urcen tak, aby Pyb = (—34,0,...,0)T. Vzorce pro slozky vektoru wy,
(k

i

), 1=k+1,k+2,...,n, odvodime stejné jako v kapitole

3.4.1. Staci si uvédomit, ze b = (aﬁ_llll, aéﬁ}%, - SZ_I))T.

vyplyvajici ze vzorcu pro z

Vypocet Ay = PrAj 1P provadime podle (7.10) a (7.11). Matici P, nesestavu-
jeme, pii vipoctu CPy a P, DPy, pracujeme pifmo s vyjaddienim Py = I, _,—2w,w] .
Celkovy pocet operaci pottebny k vypoctu A, s je fadu O(n?).

Je-li A symetricka, jsou také Aj_; i Ay symetrické, takze v (7.10) a (7.11) je
C=(0 b)", CPy=(0 Pib)". (7.12)
Vzhledem k symetrii D déle plati
P.DP) = D — w,q} — quW/,
kde

Qe =Pr — (PEWi)W, a pp = 2DWy.

Celkovy pocet operaci potiebny k vypoctu A, je opét fadu O(n?), je viak méné
nez poloviéni oproti piipadu, kdyz A je nesymetricka, viz [30].

V MATLABu lze k transformaci na Hessenberguv tvar pouzit funkci hess.
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Zrychleni konvergence lze dosdhnout podobné jako ve variantdach mocninné metody
pomoci vhodné volenych posunt.

Algoritmus 7.8 : QR metoda s posuny

1. AO = A
2. fork:=1,2,... do
3. vyber posun fu
3. proved QR rozklad QyRy = Ay — il
4. Ak = Rka + ,U«kI
5. end

Protoze

A =RpQp + I = QF (A — D) Qi + 1l = QEAL_1Qr = - - = QTAQy,

jsou matice Ay opét podobné s A. Pro vhodneé zvolené posuny lze vsak konvergenci znaéné
urychlit.

k—1 , , .
(k=) pravém dolnim rohu matice Aj_q,

Nejjednodussi volba pro posun py je prvek apy,
znamy jako Rayleighuv posun. QR iterace s Rayleighovym posunem alht konverguje
kubicky pro skoro vSechny symetrické tiidiagonalni matice.

Robustnéjsi alternativu piedstavuje Wilkinsoniv posun. Necht

k-1 k-1
Ay = Aé/i 1§ Ailzf 1;
A A

je blokova matice s bloky Aglfl) fadun—2 a Ag;fl) radu 2. Pak Wilkinsonuv posun gy je

_1), které je blizsi k a;’;‘”. Je-1i A symetricka,

roven tomu vlastnimu ¢islu p submatice A(QZ
je také A(zl;_l) symetricka a jeji vlastni jsou cisla realna. Pro symetrickou tiidiagonalni
matici QR metoda s Wilkinsonovym posunem vzdy konverguje, nejméné linedrné, pro
skoro vSechny matice vsak kubicky.

Problém nastane, kdyz vlastni ¢isla jsou komplexni. Pak je Wilkinsontuv posun kom-
plexni a nésledujici vypocty museji probihat v komplexni aritmetice.

V pripadé redlné matice A se pocitani s komplexnimi ¢isly muzeme vyhnout. Pred-
pokladejme, ze vlastni cisla matice Ag;_l) jsou komplexné sdruzend cisla p a p. Da se
ukazat, ze dvé po sobé jdouci iterace, jedna s posunem p a nésledujici s posunem fi,
davaji realny vysledek. Sikovnd implementace zalozend na této skutecnosti je zndma jako
Francisuv posun.

Bohuzel existuji matice, pro které ani Francisuv posun nevede ke konvergenci. Prak-
tické algoritmy proto pouzivaji jesté dalsi dopliikové posuny, pomoci nichz se pokouseji
stagnujici konvergenci znovu nastartovat. Az se to zdafi, prejde se opét na Francisuv
posun.

Zavér. Profesiondlni programy zalozené na () R metodé pouzivaji fadu dalsich opatieni ke
zvyseni jak spolehlivosti tak rychlosti. Proto lze propracované implementace () R metody
povazovat prakticky za neiterac¢ni procesy, nebot pro vétsinu matic k dostateéné piesnému
vypoctu jednoho vlastniho cisla potiebuji typicky jen dvé az tii iterace, takze celkovy
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pocet iteraci je maly celociselny nasobek fadu n matice. Profesionalni programy pro
vypocet vlastnich ¢isel, véetné QR metody, jsou soucasti baliku programu LAPACK [1].

7.2.6. Metoda iteraci v podprostorech

Pti feSeni problému vlastnich ¢isel pro rozsahlé ridké matice ¢asto vystacime se zna-

losti

mensiho poctu vlastnich cisel a vektortu. Varianty mocninné metody kombinované

s redukei se prilis nehodi, pokud pocet pozadovanych vlastnich ¢isel a vektoru neni v jed-
notkéch, nybrz spise v desitkach ¢i stovkach. QR metoda se zase nehodi proto, Ze pro
velké matice, Tadu v tisicich, je zbytecné a netnosné nakladné pocitat vsechna vlastni
¢isla a vektory. Z metod, kterymi jsme se doposud zabyvali, pripada v tvahu algoritmus
7.6 ortogonalni iterace. V této kapitole si uvedeme jeho modifikaci znamou jako metoda
iteraci v podprostorech.

Algoritmus 7.9 : metoda iteraci v podprostorech

S e

Xy = (xgo), . ,xéo)) je matice p linedrné nezavislych startovacich vektoru
for k:=1,2,... do

Y. = AX,_;

proved redukovany QR rozklad QR = Y}

B := QLAQy

urci vlastni ¢isla agk) a vlastni vektory ng) matice By, tj.

ByZy = 72Dy,
kde Zj, = (zgk), zgk), e z},’“)) a Dy = diag(a%k), O'ék), Ce az(,k))
Xy = QrZy,

end

K algoritmu pfipojime nékolik poznamek.

1 Pokud by Z; byla jednotkova matice, dostaneme algoritmus ortogonalni iterace 7.6.

2)

3)

Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice By uréime naptiklad ()R metodou.

Vlastni ¢isla afk) matice By se nazyvaji Ritzova cisla a vektory ng) = kagk) se
nazyvaji Ritzovy vektory. P¥itom span(X},) C span(Qy) = span(Y}) = span(A*X).
Je-li Zy reguldrni (pro symetrickou matici A je Zj dokonce ortonormélni), pak
span(X},) = span(Qy,). Protoze Q (AX; — X;Dy) = O, ortogondlni projekce vek-
(k)

i

toru Axgk) — agk)xgk) do prostoru S, := span(Qy) je rovna nule. Rikdme také, ze o
resp. ng) jsou Ritzova ¢isla resp. Ritzovy vektory v podprostoru Si. Je-li matice
A regularni, pak vektory ng), 1 =1,2,...,p, jsou linedrné nezavislé, tj. tvoii bazi

prostoru Si. To nastane tieba tehdy, kdyz A je pozitivné definitni.

Necht pro vlastni ¢fsla A plati [Ai] > [Ao] > -+ > [N] > [Mpia| = -+ > |\
Predpokladejme, ze zadny ze sloupcu matice Xy neni kolmy k & a ze matice Zy,
k=1,2,... jsou reguldrni. Necht v, je vlastni vektor piislusny k \;, 1 = 1,2,...,p,
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X = (v1,vs,...,v,) a S =span(X). Pak S, — S, X;, — X, Q; — Q, D, — D.
Protoze QF (AX;,—X;D;,) — QT (AX—XD) = O aspan(Q) = S, span(AX —XD)
je k' & kolmy. Protoze soucasné span(AX — XD) C S, AX — XD = O nebo-li
AX = XD, tj. Ritzova ¢isla konverguji k vlastnim ¢islam Aq, Ag, ..., A, a Ritzovy
vektory konverguji k prislusnym vlastnim vektorum.

5) Konvergence k nejvétsim vlastnim ¢islam je nejrychlejsi. Cheeme-li uréit ¢ nejvétsich
vlastnich ¢isel a odpovidajicich vektort, zvolime pocet p iteracnich vektora vétsi nez
q, napt. ve [5] se pro pozitivné definitni{ matici A doporucuje volit p = min(2q, g+8).

5) Pokud nés zajimaji nejmensi vlastni ¢isla, tj. [Ai] < [Ao| < -+ <|N\| < |N] 5 > p,
nahradime tadek 3 fadkem

3. urci Qg jako feseni soustavy rovnic AQ, = X;_1

Je-1i A symetricka, l1ze k ovéreni toho, ze jsme nasli Ritzova ¢isla O'i(k), 1=1,2,...,q,
aproximujici ¢ nejmensich vlastnich ¢isel \;, vyuzit nasledujici

Sturmitv test (disledek Sylvesterovy véty o setrvacnosti). Je-li A — ul = LDLT,
kde L je dolni trojuhelnikovd matice s jednickami na hlavni diagondle, pak pocet
zapornyjch diagondlnich prvku matice D je roven poctu vlastnich cisel mensich nez .

Pro pup = (1 + 5m)ac(lk) uréime pocet ny zapornych prvka matice D. Kdyz ng < p,
nékterd z Ritzovych cisel afk), 1=1,2,...,q, nejsou vlastni ¢isla mensi nez py. Jed-
nou z moznosti je pokracovat v iteracich tak dlouho dokud nebude ny = p. Dalsi
moznosti je opakovany vypocet s vétsim poctem itera¢nich vektoru, tj. s vétsim p.
Metoda iteraci v podprostorech pro vypocet nejmensich vlastnich ¢isel a od-
povidajicich vlastnich vektoru symetrickych matic je detailné zpracovéna v [5].

7.2.7. Arnoldiho metoda

Zvolime startovaci vektor xy # o a v k—té iteraci se pocitame Ritzova ¢isla a Ritzovy
vektory v Krylovovych podprostorech K; = Ki(A,xy) = span(xg, Axy, ..., AF71xq).
Ortonormélni bézi {qi, qs, ..., qr} v Ki vypocteme modifikovanym Gramovym-Schmid-
tovym algoritmem, viz algoritmus AGSM v kapitole 1. Soucasné dostaneme také horni
Hessenbergovu matici Hy, = QY AQy, kde Qi = (qi,qs, - - -, qx). V k—té iteraci se spoctou
koeficienty hg, ¢ = 1,2,...,k, k—tého sloupce matice Hy a koeficient hgi1x = ||dr1]/2-
Je-li ||qrs1]l2 = 0, iterace konéi, nebot I; = I, pro i > k. Ritzova ¢isla a Ritzovy vektory
v podprostoru X; jsou uz pak vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A.

Algoritmus 7.10 : Arnoldiho metoda

Xg # o je dany startovaci vektor, q; = Xo/||Xo]|2
for k:=1,2,... do

qr+1 = Aqy
fori:=1,2,....k do

hix, = q}fﬂqi

U W
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6 Qit1 = Qit1 — hirds
7. end

8 Prian = |l el

9 if hy11, = 0 then stop

10. Qr+1 = Qk+1/hk+1,k

k) (k)

11. uréi vlastni cisla af ;
H,Y, =Y,.D,,
kde Y, = (ygk), yék), e y,ik)) a Dy = diag(a%k), aék), e a,gk))

13. end

a vlastni vektory y."’ matice Hy, tj.

es e

k, tj. po nékolika malo iteracich, obsazeny velmi dobré aproximace extrémnich vlastnich
¢isel a prislusnych vlastnich vektoru matice A. Pritom extrémnim vlastnim ¢islem ro-
zumime vlastni ¢islo, které je vyrazné oddéleno od zbyvajicich vlastnich ¢isel. Pro zjisténi
konvergence 1ze vyuzit vztah

1A = oD Quy ™ 2 = [hwsa il - 1y il

kde [ygk)]k je k-ty prvek vektoru ygk), viz. [45]. Je-li tedy ¢islo |hyy1 k|- \[yz(k)]k| dostatecné

malé, je i—té Ritzovo ¢islo a i—ty Ritzuv vektor dostatecné presnou aproximaci néjakého
vlastniho ¢isla a odpovidajiciho vlastniho vektoru matice A.

S rostoucim poctem iteraci vzrusta dimenze Krylovovych podprostoru, coz ma za

nasledek rychly narust objemu vypoctu v kazdé iteraci. Proto v praktickych implemen-
tacich bézi Arnoldiho metoda jen nékolik iteraci a pak se provede restart s vhodné zvo-
lenym novym startovacim vektorem. Nékolik opakovani restartovaného Arnoldiho pro-
cesu obvykle poskytne vynikajici aproximace extrémnich vlastnich ¢isel a odpovidajicich
vlastnich vektoru pfi prijatelném objemu vypoctu.
Lanczosova metoda je modifikace Arnoldiho metody pro piipad, kdy matice A je syme-
tricka. Pak Hy je symetrickd tiidiagonalni matice, coz vede ke zjednoduseni. Algoritmus
Lanczosovy metody dostaneme, kdyz oznacime oy = hyg, Bx = hi+1k = hi g+1, polozime
Bo = 0 a tadky 4 az 10 v Arnoldiho algoritmu nahradime takto:

Qp 1= qurlqk;

Qit1 7= Qg1 — QxQr — Be—19k—1
Br = |larr1ll2

if 5, = 0 then stop

Qk+1 = At/ Be

V dusledku zaokroulovacich chyb dochdzi v Lancozsové metodé pomérné rychle ke
ztraté ortogonality vektori qq,qo,...,qr a proto je tieba ¢as od ¢asu provadét jejich
reortogonalizaci, vice k tomu viz [27], [45], [5] aj.

Profesionalni programy zalozené na Arnoldiho a Lanczové metodé umoznuji efektivni
vypocet nékolika vlastnich ¢isel a vektoru velkych fidkych matic, viz soubor programiu
ARPACK [27], ktery vyuzivé také funkce eigs v MATLABu.
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7.2.8. Jacobiho metoda

je jednou z nejstarsich metod pro vypocet vSech vlastnich ¢isel symetrickych matic.
Polozime Ay = A a pocitame

T
Ak+1 = Jk;+1Aka+1 )

kde
Pk qk

1 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 00 0
0 1 0 0 0 00 0
0 0 ¢ O 0 s, O 01 px
0 0 01 0 00 0

i1 = Ik, @, 0k) = | 0 0 00 0 00 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 —s, O 0 ¢ O 0] 9
0 0 0 0 0 01 0
0 0 0 0 0 00 0
0 0 00 0 00 1

¢ = cos by, Sk = sin 0y ,

je Jacobiho matice rovninné rotace s tthlem 6, vybranym tak, aby se anuloval jeden par

symetricky polozenych prvku al(,l,z)qk = aﬁ,’,‘j},k matice Ay. Matici J(py, gk, 0x) dostaneme

z jednotkové matice tak, ze v ni nahradime prvky v pozicich (pg,pr), (e, ), (2&, Pr)
a (qx, qx) postupné ¢isly ¢, sk, —sg a ¢,. Matice J(px, gk, 0x) je ortonormalni.

Oznacme p = p, ¢ = qi, a = al(?];), b= ag;) #0,d= ag;), c =g, s = s;. Koeficienty ¢
a s ur¢ime tak, aby matice

c —s\ [a b c s\ ca—2csb+s*d b+ cs(a—d) — 5%
s ) \b d)\—=s ¢) \Pb+cs(a—d)—s* d+2csb+ s%a
byla diagondlni. Rovnici ¢?b + cs(a — d) — s*b = 0 délime —c?*b a dostaneme

d—a
2b

t?+21t—1=0, kde T = a t=s/c=1tgl,
takze
c=1/V1+1t> a s=ct.

Za t zvolime koten kvadratické rovnice s mensi absolutni hodnotou, coz je

sign(7)

f=——o
|T| + V1 + 72

jak se snadno presvedéime. Protoze |t| < 1, je |6] < 3w, coz je numericky vyhodné, jak se
ukazuje v [30].
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Matice Jj 1 nesestavujeme, pomoci indexu pg, qx, koeficientu ¢, s a matice Ay, primo
urcime transformovanou matici Ay ;. Vypocet organizujeme v cyklech: v jednom cyklu
prochazime postupné vsechny poddiagonalni prvky a kdyz absolutni hodnota nékterého
z nich je vétsi nez zadand tolerance, anulujeme ho pomoci Jacobiho matice rovinné rotace.
V dalsich krocich se mohou vynulované pozice opét zaplnit. D4 se vSak ukazat, Zze soucet
¢tvercu nediagondlnich prvku se v kazdém cyklu zmensi nejméné g—krat, kde ¢ < 1 je
konstanta, coz znamend, ze posloupnost matic konverguje k diagonalni matici alespon
linearné, asymptoticky je konvergence dokonce kvadraticka.

Protoze A; = ijjk, kde jk = JyJo... Jg, jsou matice Ay podobné s matici A
a maji tedy stejnd vlastni ¢isla. To znamend, ze kdyz jsou mimodiagonalni prvky matice
A, dostatecné malé, lze jeji diagondlni prvky povazovat za dostateéné dobré aproximace
vlastnich cisel matice A. 1—ty sloupec matice Jy je pak aproximaci vlastniho vektoru
piislusného k odpovidajici aproximaci al(-f vlastniho ¢isla.

Jacobiho metoda se jednoduSe programuje, vlastni c¢isla dokaze spocitat s velkou
presnosti. Je vSak pomérné pracnd, jeden cyklus vyzaduje radové stejny pocet operaci
jako cely vypocet QR metodou. I kdyz k dosazeni pozadované piresnosti staci obvykle
provést pét az deset cyklu, je Jacobiho metoda pét az desetkrat pracnéjsi nez QR me-
toda. V posledni dobé ziskala Jacobiho metoda znovu jistou popularitu diky tomu, ze ji
lze pomérné snadno a efektivné implementovat na paralelnich pocitacich.

7.2.9. Metoda bisekce

Kazdou symetrickou matici muzeme pomoci Householderovych reflexi transformovat
na podobnou tfidiagondlni matici. Ukazeme si jednoduchou metodu, jak uréit vybrand
vlastn{ ¢fsla takové matice. Necht tedy

aq bg
bg a9 bg
(7.13)
bnfl ap—1 bn
b, an

a definujme polynomy po(x), p1(z),. .., pa.(z) predpisem
po(x) =1, pe(z) =det(A, —2I) pror=1,2,...,n,

kde A, je submatice tvorend prvnimi r fddky a sloupci matice A. Ziejmeé p;(x) = a; — x
a pro dalsi polynomy lze snadno odvodit rekurenci

pr(2) = (ay — 2)pr_1(x) — b2pr_o(x), r=23,...,n.

Protoze vyhodnoceni p,(zg) pro dané x, je vypocetné nendrocné, lze koten charakteris-
tického polynomu p,(z) efektivné urc¢it metodou bisekce. Je-li a < b a p,(a)p,(b) < 0,
pak v intervalu (a, b) lezi vlastni ¢islo, které pro danou presnost ¢ uréime takto:

while b —a > ¢ do
x:=(a+b)/2
if p,(a)p,(z) > 0 then a :=z else b:= =z
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Nekdy je treba spocitat k—té nejvetsi vlastni ¢islo matice A pro predepsané k. Ukazme
si, jak to lze provést.

Predpokladejme, ze matice A je ireducibilni, tj. ze vSechny koeficienty b; jsou nenulové.
To neni zadné omezeni, nebot kdyz b; = 0, pak je matice

A; Of
~(02)
blokové diagonalni, takze staci pocitat vlastni ¢isla mensich matic A; a C,,_;. Pro symet-
rickou tfidiagonalni ireducibilni matici A ma posloupnost polynomu {p,(z)}"_, nasledujici
vlastnost: je-li V(\) pocet znaménkovych zmén v posloupnosti po(A), p1(A), ..., pa(A), pak
V' (A) je rovno poctu vlastnich ¢isel mensich nez A. Pri vypoctu V() se prijima tato kon-
vence: je-li p,_1(\) = 0, povazuje se znaménko p,(\) za opacné ke znaménku p,_1(A).

Predpokladejme, ze A\; < Ay < -+ < \,. Z GerSgorinovy véty plyne, ze vSechna vlastni
¢isla lezi v intervalu (a, by, kde

a = min {az—\bl\—|bz+1|}, b:fili);{al+|bz|+|bz+1‘}, blzanrl:O-

1<i<n
Vlastni ¢islo \g, K =1,2,...,n, uréime nasledujicim algoritmem:

while b —a > ¢ do
x:=(a+b)/2
if V(z) <k thena:=xzelseb:=x

7.2.10. Metoda rozdél a panuj

Metoda rozdél a panuj (anglicky divide and conquer) oznacuje univerzalni rekurzivni
algoritmus, ktery tesi dany ,rodicovsky“ problém tak, ze ho rozcleni na nékolik diléich
,dcefinych* problému a vhodnou kombinaci feSeni dcefinych problému sestavi feseni
problému rodi¢ovského. Reseni kazdého dcefiného problému se ziskd stejnym postupem
jako Teseni problému rodicovského. Tak postupné vznika celd fada stdle mensich dcetinych
problému. Jakmile je dcefiny problém dostatecné maly, prestane se délit a vytesi se vhod-
nou elementarni metodou.

Znamym piikladem algoritmu divide-and-conquer (v dalsim struéné DaC algoritmu)
jsou tridici algoritmy quick sort, merge sort nebo algoritmus rychlé Fourierovy transfor-
mace, viz kapitola 4.1.3.

Mezi metodami pro vypocet vlastnich ¢isel a vektort se pod metodou DaC mini metoda
pro vypocet vlastnich ¢isel a vektoru symetrické tiidiagonalni matice. Jde o metodu rela-
tivné mladou. Publikovana byla v roce 1981, trvalo vSak vice nez 10 let, nez se podatilo
sestrojit spolehlivy, stabilni a rychly algoritmus.

V soucasnosti je ttidiagonalizace nésledovana DaC metodou nejrychlejsim algoritmem
pro vypocet vSech vlastnich ¢isel a vektoru symetrické matice, vice nez dvakrat tak rychla
jako tridiagonalizace nasledovana () R metodou s Wilkinsonovym posunem.

Vysvétleme si hlavni myslenky, na nichZ je DaC metoda zaloZena. Necht
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a; b
b1
Am—1 bm—l
bm,1 A, bm
A= _
bm am+1 bm+1
bm+1
(p—1 bn—l
bnfl Qp,
aq bl
b1

Qm—1 bmfl
bm,1 Ay, — bm

= -
Am41 _bm bm+1
berl

Ap—1 bnfl

bnfl Gp,
0
0
bm bm . A1 O T B 1
+ b oo _<O A2)+bmvv , kde v = ]
0
0

Predpoklddejme, Ze jiz mame spektralni rozklady A; = QA;QT, Ay = QoA,QY. Pak

_(Q O A O Q' O
(5 @) (o ) e (S ar)

kde
u— Qf O o — (poslednf sloupec QF
0O Qf prvni sloupec QY
Vlastni éfsla matice A jsou stejnd jako vlastni ¢isla podobné matice D + puu?, kde

(A O
D‘(o AQ)
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je diagonalni a o = b,,. Bez ztraty obecnosti muzeme predpokladat, ze diagonalni prvky
dyi,ds, . ..,d, matice D jsou uspotadany: d; < dy < --- < d,. Predpoklddejme dale, ze
vlastni ¢islo A matice D + puu? neni vlastnim é&slem D. Charakteristickou rovnici pak
muzeme vyjadrit ve tvaru

det(D + guu” — AI) = det((D — AI)(I 4 o(D — AXI) " 'uu”)) = 0.

Protoze D — AI je reguldrni, A\ musi spliovat det(I + o(D — AI)"'uu’) = 0. Matice
I+ o(D — AXI)"tuu” je souctem jednotkové matice a matice hodnosti jedna. Takovy de-
terminant lze snadno vy¢islit pomoci vztahu

det(I+xy’) =1+x"y,
ktery je specidlnim piipadem lemmatu zndmého pod anglickym nézvem matriz determi-
nant lemma. Proto
2

=),

det(I+ oD — A 'uu”) =1+ pu" (D —AD) 'u=1+0)
=1

takze vlastni ¢isla A jsou kofeny tak zvané sekuldrni rovnice f(A) = 0. Jestlize d; jsou
navzajem ruznd ¢isla a u; # 0, funkce f(A) ma graf, ktery je pro n = 4, u; = %, d; =1
a ¢ > 0 uveden na obrazku 7.1. Protoze

F)=e}. EAYE l_bi)\)Q :

je funkce f(A) s vyjimkou bodu d; pro ¢ > 0 rostouci a pro ¢ < 0 klesajici. Koteny f(\)
lezi po jednom v kazdém intervalu (d;,d;+1) a jeden dalsi pro ¢ > 0 napravo od d,, a pro
0 < 0 nalevo od d;.
Koreny sekularni rovnice 1ze najit velmi presné pomoci nékolika kroku jisté varianty New-
tonovy metody, viz [11].

Vlastn{ vektor pifslusny vlastnimu éislu o matice D+ puu? je (D —aol)~tu. Skutecné,

(D + guu”)[(D — o) 'u] = (D — al + ol + puu’ )(D — o) 'u =
=u+aD-al) tu+ulpu’ (D — o) tu] = uf(a) +af(D —al) tu] =

= o[(D — ol)!u].
Vypocet vlastnich vektort je tieba jesté modifikovat, pii vipoctu (D—al)~tu totiz mohou

vznikat velké zaokrouhlovaci chyby, vice o tom viz [11].
Jestlize Q je ortonormélni matice vlastnich vektortt matice D + puu?, pak

Q= (% g) Q
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Obr. 7.1: Graf funkce f(A\) =1+ 1()_;5 + 20_;5 + 30_;5 + 40?5

je ortonormalni matice vlastnich vektoru matice A.

Da se ukézat, ze vyloucené piipady d; = d; 11 a u; = 0 nepredstavuji komplikaci, ale
naopak zjednoduseni a urychleni celého vypoctu, viz [11]. I kdyz hlavni myslenka algoritmu
je jednoduchd, efektivni implementace obsahuje celou fadu specifickych postupi, bez nichz
by CaD algoritmus nebyl dost dobfe pouzitelny. Pokus o naivni implementaci se proto
velmi durazné nedoporucuje, téméi jisté by Vam prinesl zklamani. Kvalitni implementace
DaC algoritmu je soucasti baliku programu LAPACK [1].

7.2.11. Zobecnény problém vlastnich ¢isel
spociva v urceni vlastniho ¢isla A a nenulového vlastniho vektoru x tak, aby platilo

Ax = \Bx.

Je-li alespon jedna z matic A, B regularni, lze zobecnény problém vlastnich ¢isel prevést
na standardni problém vlastnich ¢isel, bud'to

(B"'A)x = Ax nebo (A'B)x = (1/\)x.
Tuto transformaci vsak obecné nelze doporucit, nebot pfi ni muze dojit ke

e ztraté presnosti zpusobené zaokrouhlovacimi chybami pii vypoctu sou¢inu matic,
zejména kdyz matice A nebo B je spatné podminén4;

e ztraté symetrie, kdyz A i B jsou symetrické.
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Kdyz jsou matice A a B symetrické a jedna z nich je pozitivné definitni, pak 1ze symetrii
zachovat uzitim Choleského rozkladu. Tak je-li napiiklad B = LL”, mtiZzeme zobecnény
problém vlastnich ¢isel prevést na standardni problém

(L'AL Dy = )y

a pak dopoécitat x ze soustavy rovnic LTx = y. Tento piistup vSak pofad neodstranuje
pripadny rusivy vliv zaokrouhlovacich chyb, navic je nepouzitelny v ptipadé, ze obé matice
jsou singularni.

Numericky lepsi pristup, ktery funguje i piipadé, ze matice A i B jsou singularni, je
QZ metoda. Je zalozena na zobecnéném Schurové rozkladu matic A, B, viz [30]:

Necht A a B jsou rediné matice vddu n. Pak existuji unitdrni matice Q a Z takové, Ze
Q7AZ =T = {t;;}7,-, a Q"BZ =S = {s;;}},_, jsou horni trojihelnikové matice.

Protoze
det(A — AB) = det(Q(T — AS)Z") = det(Q)det(Z") f[(tZZ — Asii)

i=1

vlastni ¢isla A\; = ¢;;/s4 (pro s; = 0 klademe \; = 00). Existuje také zobecnény redlnyj
Schuriv rozklad matic A, B:

Necht A a B jsou redlné matice vadu n. Pak existuji ortonormdlni matice Q a Z takové,
e QTAZ = T je horni blokové trojihelnikovd matice v redlném Schurové tvaru (7.5)
a QIBZ = S je horni trojihelnikovd matice s nezdpornymi diagondlnimi proky. (Je-li A
resp. B symetrickd, je T resp. S diagondlni.)

(QZ metoda je itera¢ni metoda, jejimz vysledkem je ) Z rozklad matic A a B a nasledny
vypocet vlastnich ¢isel a vektoru zobecnéného problému vlastnich ¢isel, algoritmus je
uveden napft. v [30]. V MATLABu lze k vypoctu zobecnéného Schurova rozkladu pouzit
funkci gz, zobecnény problém vlastnich ¢isel umoznuji v MATLABu funkce eig a eigs.

Zobecnény problém vlastnich ¢isel je mozné fesit také modifikacemi dalsich metod,
napiiklad metody iteraci v podprostorech [5], Jacobiho [5], Arnoldiho a Lanczose [27].

7.2.12. Vypocet singularnich ¢cisel a vektortu

Piipomenime, ze A = UXVT je singuldrni rozklad matice A typu (m,n), jestlize
U = (uy,uy,...,u,) je ortonormdlni matice fadu m, V. = (vy,vy,...,V,) je ortonor-
malni matice fddu n a X = diag(oy,09,...,0,) je diagondlni matice typu (m,n), kde
p=min(m,n) aoy; > o9 >---> 0, > 0. 0; jsou singularni ¢isla a u; resp. v; je i—ty levy
resp. pravy singularni vektor. Ziejmé
Av; = oy, Av; = o, O A u )\ u;
uiTA = UiViT, = Ay, = OiVi, — (AT O) (VZ) — (VZ> '

Singularni ¢isla a singularni vektory matice A lze tedy urcit pomoci vlastnich ¢isel a vlast-
nich vektoru symetrické matice

A O A
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V dalsim pro konkrétnost predpoklddejme, Ze m > n (to neni zadné omezeni, nebot
v piipadé n > m lze singularni rozklad matice A sestavit pomoci singuldrniho rozkladu
AT = VETUT matice AT). Necht U; je matice typu (m, n) sestavend z prvnich n sloupct
matice U a U, je matice typu (m,m — n) sestavend z poslednich m — n sloupct matice
U, tj. U = (U, Uy). Definujeme-li ortonormalni matici Q predpisem

1 (U1 -U, \/§U2>

=75v v o

pak snadno ovérime, ze
QTAQ = diag(oq,...,0n, —01,...,—0p,0,...,0) =D nebo-li AQ=QD.

Jestlize Q je ortonormaélni matice vlastnich vektoru matice AaD je odpovidajici dia-
gondalni matice vlastnich c¢isel, t;j. AQ = QD, pak ze struktury matic Q a D plyne
existence permutaén{ matici P takové, ze QP = Q a PTDP = D. Z matic D a Q pak
ziskdme ¥ = diag(oy,...,0,), U= (U, Us) a V.

Jak uvidime, singularni ¢isla a singularni vektory matice A tzce souviseji také s vlast-
nimi &sly a vlastnimi vektory symetrickych matic ATA a AAT. Plat{ totiz

ATA = (UzVHT(UzVT) = vET'svT — (ATA)V=V(=TY),
AAT = (UzV)(UzVHT =Uuzx’U’ = (AATHU =U(zx").

Protoze 7Y = diag(o?,02,...,0%), ¥XT = diag(o?,03,...,02%,0,...,0), vidime, Ze
pravé singularni vektory v; resp. levé singuldrni vektory u; jsou vlastni vektory mati-
ce ATA resp. AAT, a 7e odpovidajici singuldrni ésla o;, i = 1,2,...,n, jsou nezdporné

druhé odmocniny vlastnich éisel matice ATA i AAT. K vypoctu singuldrnich éisel a vek-
tortl lze tedy pouzit metody pro vypocet vlastnich ¢isel symetrickych matic ATA a AAT.
Jednoduchy postup muze vypadat tfeba takto:

1. vypoéti C = ATA;

2. pomoci QR metody vypocti VICV, = diag(c?,03,...,02);

n

3. proved QR rozklad matice AV se sloupcovym pivotovanim: UT(AV )P = R, kde
R = {rij}ijl je horni trojihelnikova matice a P je permutacni matice zvolena tak,
aby 111 > 192 > - > Ty

Jak se snadno presvédéime, matice RTR je diagonalni, coZ znamend, Ze sloupce matice
R jsou navzajem ortogonalni, a protoze R je horni trojihelnikova, musi byt diagonalni.
Proto R =X a A = UXV7T, kde V = VP, je hledany singuldrni rozklad. Pii vypoctu
AT A vsak dochdzi ke ztraté informace. Proto se pouzivaji lepsi metody, které se pfimému
formovani sou¢inu AT A vyhybaji.

Strucné lze standardni postup vypoctu singularniho rozkladu popsat takto:

1) Pomoci finitniho Golub-Kahanova bidiagonalizacniho algoritmu obdrzime rozklad
A = U,;BVT, kde B je bidiagondln{ matice, jejiz nenulové prvky se mohou nachézet
jen na hlavni diagondle a v prvni naddiagonale, a kde U; i V; jsou ortonormalni
matice, viz napt. [30], [11].
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2) Vyuzijeme toho, Ze vlastni ¢isla t¥idiagondlni matice T, = BTB jsou kvadréty
singularnich ¢isel matice B a ze vlastni vektory T, jsou pravé singuldarni vektory B.
Necht T, = V,D, VI je spektréalni rozklad matice T,. PouZijeme-li T, = BB, ze
spektralniho rozkladu T, = UID,U, dostaneme levé singuldrni vektory B. Vypocet
vlastnich ¢isel a vektoru matic T, resp. Ty lze efektivné provést pomoci modifikace
QR metody zndmé jako dqds algoritmus, viz napt. [11].

3) Nakonec dostaneme singuldrn{ rozklad A = U;U,3(VV,)T matici ¥ sestavime
z odmocnin diagonalnich prvku matice D, nebo D,.

V MATLABu singularni rozklad poc¢ita funkce svd. Pro fidké matice je k dispo-
zici funkce svds, kterd umoznuje vypocitat nékolik singularnich ¢isel a odpovidajicich
singularnich vektoru tak, ze pomoci funkce eigs pocita nékolik vlastnich ¢isel a od-
povidajicich vlastnich vektoru matice A.
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8. Obycejné diferencialni rovnice: pocatecni tlohy

V této kapitole se budeme zabyvat problematikou numerického feseni pocatecnich tloh
pro obycejné diferencialni rovnice.

8.1. Formulace, zakladni pojmy

Pocatecéni problém pro ODR1 spoc¢ivd v urcéeni funkce y(t), kterd vyhovuje diferen-
cialni rovnici

y'(t) = f(t.y(t)) (8.1)
a splnuje pocatecni podminku
y(a) = 1. (.2

Je-li v néjakém okoli D bodu [a,n] funkce f(¢,y) spojitd a spliuje-li v tomto okoli Lip-
schitzovu podminku s konstantou L vzhledem k proménné y, tj. plati-li

|f(t,u) — f(t,v)] < Llu—wv| Y[t,u],[t,v] € D, (8.3)

pak bodem [a,n] prochézi jediné teSeni y(t) rovnice (8.1). Jestlize funkce f ma v D
omezenou parcidlni derivaci vzhledem k proménné y, tj. kdyz |0, f(¢,y)| < L, Lipschit-
zova podminka (8.3) plati. Jiny standardni vysledek fika, ze kdyz je funkce f spojita na
(a,b) x R a spliuje tam Lipschitzovu podminku, pak poc¢dteéni problém (8.1), (8.2) méa
jediné feseni definované v celém intervalu (a, b).

Pocatecni problém pro soustavu ODR1 znamena urcit funkece y(¢), . . ., yq(t) spliujici
diferencialni rovnice

yi(t) = filt,nn(t), . walt), §=1,2,....4d,
a pocatecni podminky

yjla)=mn;, j=12,....d

y' () =£ty(), yla)=mn, (8.4)
kde

y(t) = (1), 92(t), . wa®)", ¥ () = (Wi (1), 05(8), -, ya(t)T,

f(t,y(t) = (1t y(1), falt,y(®), -, fat,yONT, 1= (1,12, - ma)"

Je-li v okoli D bodu [a,n] funkce f(t,y) spojita a spliuje tam vzhledem k proménné y
Lipschitzovu podminku s konstantou L , tj. plati-li

|f(t,u) — £(¢t,v)|| < L|lu—v]| V[t,u],[t,v]€ D, (8.5)
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pak bodem [a,m] prochdzi jediné feSeni pocatecni tlohy (8.4). M&-li £ v D omezené
parcidlni derivace {9f;(t,y)/0y; }¢ pak Lipschitzova podminka (8.5) plati. Je-li D =

ij=17
(a,b) x RY, jediné fesen{ existuje v celém intervalu (a, b).

Rovnice vyssiho fadu. Pocatecni problém pro obycejnou diferencialni rovnici tadu d,
y () = Flt,y®),y (1), ...,y (@) (8.6)
s pocatecnimi podminkami

y(a) =T, y/(a) =2 ’y(d_l)(a) =M,

lze snadno prevést na poc¢atecni problém (8.4) pro d rovnic fadu prvniho:

yi(t) = va(t), yi(a) =m,
Yo(t) = ys(t), Yy2(a) = na,
yéz—1(t) = yd(t)> yd—l(a) = Nd-1,

va(t) = F(t,51(8),92(1), -, yalt)),  wala) =na,

kde y1(t) = y(t), y2(t) = y'(t), -, yalt) =y V(1)

V dalsim budeme vzdy predpokladat, ze uvazovana pocatecni tloha ma v intervalu
(a,b) jediné Feseni. Budeme také predpoklddat, ze funkce f(¢,y) ma tolik spojitych deri-
vaci, kolik jich v dané situaci bude zapotiebi.

Jedna rovnice prvniho fadu s jednou nezndmou funkei je v aplikacich méné vyznamna
nez soustavy rovnic. Metody priblizného teseni se vSak snadnéji odvodi pro jednu rovnici
a lze je aplikovat bezprostfedné i na soustavy. Také analyza numerickych metod je pro
jednu rovnici podstatné snadnéjsi. Proto se v nasledujicim vykladu pfevazné omezime
jen na jednu rovnici. Z velkého mnozstvi metod uvedeme ty, které jsou pro své dobré
vlastnosti Siroce pouzivany. Mezi né bezesporu patii metody implementované do Matlabu
a praveé na né se v tomto textu zaméiime.

Numerickym feSenim pocatecni ilohy rozumime vypocet pribliznych hodnot hledaného
fesen{ y(¢) v bodech ¢, dosti husté vykryvajicich interval (a,b). Necht tedy

a=t) <t <---<tg=D>

je délentintervalu (a, b). Body t,, jsou uzly, vzdalenost 7,, = t,, 11 —t,, dvou sousednich uzlu
je délka kroku Jsou-li vSechny kroky stejné dlouhé, tj. kdyz 7, = 7 = (b—a)/Q, hovoiime
o rovnomérném (ekvidistantnim) déleni intervalu (a,b). V tom piipadé je t, = a + nr,
n=0,1,...,Q. Hodnotu ptesného feseni v uzlu ¢,, budeme znacit y(t,) a hodnotu ptibliz-
ného feseni y,,. Jestlize se nam podari najit ptriblizné feseni y,, n = 0,1, ..., (), mizeme
vypocitat pribliznou hodnotu feseni y(t) v libovolném bodé t € (a, b) interpolaci.

Numerickd metoda pro Feseni pocatecni ulohy (8.1), (8.2) je pfedpis pro postupny
vypocet aproximaci yi,¥y2,...,Yg, Yo = 1 z pocatecni podminky. Metoda se nazyva
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k-krokovd, zavisi-li predpis pro vypocet aproximace y,.1 na piedchozich aproximacich
Yns Yn—1s - - - s Yn—k+1. Specidlné jednokrokova metoda pocitd priblizné teseni vy, v uzlu
tn,+1 jen pomoci znalosti ptiblizného teSeni v, v uzlu t,, priblizna teseni vy, 1, yYn_o2,. ..
spoctend v ptedchozich uzlech ¢, 1, t, o,... nepouziva. Vypocet y,.1 nazyvame kro-
kem metody od t, do t,41 (strucné krokem). Pii popisu kroku budeme u délky kroku
Tn = tpe1 — b, Vypoustét index, tj. piSeme 7,, = 7.

8.2. Eulerovy metody

Explicitni Eulerova metoda. Nejjednodussi numerickou metodou pro feseni tlohy
(8.1), (8.2) je explicitni Eulerova metoda (struéné EE metoda). EE metodu snadno odvo-
dime z Taylorovy formule

Y1) = yltn +7) = y(tn) + Ty,(tn) + %7—29”(&1)7 n € (tn, tnt1)- (8.7)

Uvdzime-li, ze y'(t,) = f(tn, y(t,)) a zanedbdme-li ¢len $7%y”(&,), dostaneme

Y(tnt1) = y(tn) + 7f(tn y(tn)).

Vyrazy y(t,) a y(t,+1) nahradime jejich ptibliznymi hodnotami y, a y,41, znaménko
priblizné rovnosti ~ nahradime znaménkem rovnosti a obdrzime piedpis EE metody

Yn+1 = Yn + Tf(tna yn) . (88)

O explicitni metodé hovotime proto, ze pro urceni y,,; mame explicitni vzorec: dosa-
zenim znamé hodnoty y,, do pravé strany rovnice (8.8) obdrzime hledanou hodnotu ;1.
V anglicky psané literature se EE metoda oznacuje jako Fuler method resp. explicit Fuler
method resp. forward Euler method.

Diskretizacni chyby. Presnost numerické metody méiime pomoci tzv. lokdlni diskreti-
zacni chyby (anglicky local truncation error)

lte, = y(tng1) — y(tn) — 7f (L, y(ty)) -

Lokélni diskretiza¢ni chyba je tedy chyba, které se dopustime v jednom kroku metody za
tzv. lokalizacniho predpokladu, ze y, = y(t,) je presné feseni pocatecni ulohy (8.1), (8.2).
Z (8.7) pro EE metodu plyne

Ite, = 372" (€,) atedy |lte,| < CO7? kde C =

> max [y"(t)],

1
2 4, <t<ingr
coz lze struéné vyjadrit zdpisem lte, = O(7?). Lokalni diskretiza¢ni chyba pfi redlném
vypoctu nevznikd, nebot obecné neni splnén lokalizacni predpoklad, tj. v, # y(t,). Lokaln{
diskretizacni chyba se uplatni jen pii analyze vlastnosti numerické metody, napiiklad
konvergence y, — y(t,). Pro praktické cely, napiiklad pro fizeni délky kroku, je nutné
pracovat s tzv. lokdlni chybou (anglicky local error) definovanou predpisem

len - un(tn-l—l) — Yn+1,
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kde u,(t) je tzv. lokdlni feseni po¢atetniho problému

u:z(t) = f(t’ un(t)) ) un(tn) = Yn -

Lokélni chyba le, je tedy chyba, které se skutecné dopustime pii realném vypoctu v kroku
od t, do t,1. Da se ukazat, ze pro vypocet s dostatecné malymi délkami kroku je rozdil
mezi obéma lokalnimi chybami prakticky zanedbatelny.

€n+1
Yn+1
t
Obr. 8.1. Diskretiza¢ni chyby
Hromadénim lokéalnich chyb vzniké& globalni diskretizacni chyba
€n = y(tn) — Yn.
V piipadé rovnomérného déleni lze dokézat, ze
|€n| - |y(tn) _yn| S OT) TLZO,].,...,Q, (89)
kde C' je konstanta nezavisld na 7 = (b — a)/Q. Tuto skutecnost struéné vyjadiime

tvrzenim, ze globdlni diskretizacni chyba EE metody je ddu O(T). Rikdme také, ze EE
metoda je Tddu 1. Protoze e, — 0 pro Q — oo, numerické reseni ziskané EE metodou
konverguje k feseni presnému. Rikdme také, ze rychlost (rdd) konvergence EE metody je
rovna 1. Lokalni chyby lte,, le, a globdalni chyba e, ; jsou zakresleny v obrazku 8.1.
Tvrzeni (8.9) lze snadno ovéfit v piipadeé, ze f(t,y) = f(t) nezavisi na y. Pak totiz

y(ter1) = y(te) + 7f(tk) + 5721 (&)
Ykr1 = Y + 7f(tr) -
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Odectenim druhé rovnice od prvé dostaneme e, = e + %Tzf/(fk), a protoze ey = 0, je

en = 37[f" (&) + /(&) + -+ [ (&)
Oznacime-li M = max,<¢<p | f'(€)|, pak

len] < %TQTLM < %[TQ]MT = %(b— a)Mr, nebot 7Q =b — a.

Zaokrouhlovaci chyby. Dopustime-li se v kroku od t, do t,.1 zaokrouhlovaci chyby,
jejiz velikost |Ay, 11| = |Jns1 — Yni1| nepresdhne e, pak lze dokazat, ze po @ krocich délky
7 velikost zaokrouhlovaci chyby nepfesdhne Ker™!, kde K je konstanta nezavisld na e
a 7. Pro celkovou chybu EE metody pak plati

il < -1
Jnax |y(tn) = gl < O+ K77,
kde C', K jsou konstanty nezavislé na 7 a €. Protoze konstanta ¢ je mald, vliv zaokrouhlo-
vani se projevi az pro extrémné velky pocet kroku @ (tj. pro velmi malé 7). Tato situace
pri feSeni béznych tloh nenastava a tudiz vliv zaokrouhlovacich chyb byvéa nepodstatny.

Stabilita. Rekneme, ze pocateéni problém (8.1), (8.2) je stabilnf vzhledem k pocateéni
podmince, jestlize mald zména pocatecni hodnoty n vyvola malou zménu feSeni. Elemen-
tarnim ptikladem takového problému je testovact tloha

y =Xy, y(0)=1, (8.10)

kde A = a + i je komplexni ¢islo se zdpornou redlnou slozkou, tj. Re(A) = a < 0.
Skutecneé, jestlize

i~
—~
o
S~—

Il
—

u'(t) = Au(t), =
v’ +6 = wvt)=(1+08)e,

pak

lu(t) — v(t)| < |6] - |et | = |6]e™ - | cos Bt + isin Bt| = |d]e* < |4].
Pro feseni y(t) = eM testovaci tlohy (8.10) rovnéz plati

ly(t)] = |eM| = e*|cos Bt +isinft| — 0 pro t— oo.

Je proto prirozené pozadovat, aby na rovnomérném déleni ¢, = n7, n = 0,1,..., nume-
rické teseni y,, testovaci tlohy (8.10) spliovalo analogickou relaci, tzv. podminku stability

Y — 0 pro n — oo. (8.11)
Aplikujeme-li EE metodu na testovaci rovnici (8.10), dostaneme

Yni1 =Un + TN = 1+ 7Ny = (1 + 7Ny 1= = (1 +70)" Ty
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Podminka stability (8.11) bude splnéna, prave kdyz |1 + 7A| < 1, neboli kdyz 7 lezi
v tzv. oblasti absolutni stability R 4:

TANERy={z€C|lz+1] <1}.

Oblast absolutni stability EE metody je tedy vnittek jednotkového kruhu |2+ 1| < 1 kom-
plexni roviny C se sttedem v bodé [—1,0]. Prunik oblasti absolutni stability se zapornou
¢asti realné osy je interval absolutni stability I4. Pro EE metodu I4 = (—2,0). Pro reélné
A < 0 podminka stability (8.11) vyzaduje volit krok 7 < 2/|A|. Z ilustra¢niho obrazku 8.2
vyéteme, Ze pro zvolené \ musime 7 zvolit tak, aby 7 byl vnitini bod tsecky PQ.

Tvar a velikost oblasti absolutni stability metody je spolu s fadem metody zakladni
charakteristikou kvality numerické metody. EE metoda z tohoto pohledu ptilis kvalitni
neni: je pouze fadu 1 a oblast jeji absolutni stability je mala. EE metoda se pouziva jen
vyjimecneé.

2_
Im(z)
15F >od
7A
r Q
0.5r
I P  Re(z)
0_
-0.5F R,
-1F
3 2 -1 0 1

Obr. 8.2. Oblast absolutni stability EE metody

Linedrni stabilita. Testovaci tiloha (8.10) je dobrym modelem pro posouzeni tzv. linedrn{
stability obecné pocatecni ulohy y'(t) = f(t,y(t)), y(ta) = Ya. Kdyz v Taylorové rozvoji
okolo bodu (¢4, Ya),

F0) = Fltare) + L0020 — )+ Tt g0y — ) 1 00— 1),
zanedbame chybovy ¢len, dostaneme aproximujici linearni problém

Y (t) = Xay(t) + ga(t), y(ta) = Y (8.107)
kde Ao = 0y f(tas Ya), Galt) = Orf(ta, Yo)(t — ta) — Oy f (tas Ya)Ya- Jestlize

U = At + go(t), u(ts) = Ya, V' =20+ ga(t), v(ta) = Yo + da,

pak |u(t) —v(t)| = |da]ertt) — 0 pro t — oo, prave kdyz Re(\q) < 0. V testovaci tiloze
(8.10) si tedy pod A muzeme predstavit hodnotu 0, f(ts, yo) v néjakém bodeé (t4, Yo ).
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Implicitni Eulerova metoda. Vyjdeme opét z Taylorova rozvoje

y(tn) = y(tn-i-l - T) = y(tn—I—l) - Ty,(tn—I—l) + %T2y”(£n)a £n € (tna yn-i—l) . (811)

Vypusténim élenu 3y”(&,) a uzitim rovnosti y'(tpt1) = f(tnt1, Y(tns1)) obdrzime impli-
citnd Eulerovu metodu (struéné IE metodu) jako predpis

Ynt1 = Y + TS (tnt1, Ynt1) - (8.12)

V anglicky psané literature se IE metoda oznacuje jako implicit Fuler method resp. back-
ward Euler method. O implicitni metodé mluvime proto, ze nezndma y,, 41 je rovnici (8.12)
urcena implicitné. Pro dostate¢né malé 7 ma rovnice (8.12) jediné feseni y,,1, dokazte!
Urcit y,41 znamend tesit obecné nelinedrni rovnici. To je ve srovnani s EE metodou
problém navic. Aby mélo pouziti IE metody néjaky smysl, musi mit IE metoda oproti EE
metodé také néjakou prednost. Pokusme se ji najit.

Nejdiive prozkoumame presnost IE metody. Lokélni diskretiza¢ni chyba IE metody je
definovana rovnici

Y(tnr1) = y(tn) + 7f (tns1, Y(tns1)) + lten,
kde y(t) je feseni ulohy (8.1), (8.2). Z (8.11) plyne
Ite, = —17%¢"(&,) = O(7%).

IE metoda je tedy fadu 1 stejné jako EE metoda. Pii podrobnéjsim zkouméni lze zjistit,

ze
lte,, = {

Hlavni ¢leny lokalnich diskretizacnich chyb (v piipadé Eulerovych metod to jsou ¢leny
obsahujici 72) jsou co do absolutni hodnoty stejné, lif se jen znaménkem. Muzeme proto
opravnéné soudit, ze obé metody jsou stejné presné.

Podivejme se také na stabilitu IE metody. Pro testovaci tlohu (8.10) je

(tn)7* + O(73) pro EE metodu,
(t,)7* + O(73) pro IE metodu.

N[ N

yl/
yl/

1 1 n+1
n - n A n P dt d n = n:...:
Ynit = E T Aty OAWE Yt = Y (1—7'/\) .

a tedy podminka stability (8.11) plati, pravé kdyz |1 — 7A| > 1, neboli kdyz 7A lezi
v oblasti absolutni stability Ru:

TAERy={z€C||z—1] > 1}.

Oblast absolutni stability IE metody je tedy obrovskd, je to cely vngjsek |z — 1] > 1
jednotkového kruhu komplexni roviny C se sttedem v bodé [1,0]. Interval I, absolutni
stability IE metody je I4 = (—o00,0). Podminka stability (8.11) délku kroku IE metody
zfejmé nijak neomezuje, viz obrazek 8.3.
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Je to pravé mimoradna stabilita, ktera je onou hledanou prednosti IE metody ve srov-
nani s EE metodou. Tento klad je vSak tfeba vykoupit nutnosti fesit obecné nelinearni
rovnici. y,41 ziskdme jako ptiblizné teseni rovnice g(z) = 0, kde

9(2) = 2 =y = Tf(tnt1, 2) -
Protoze dobrou pocatecni aproximaci lze ziskat extrapolaci z hodnot y,,y,_1,..., da se

octekavat rychld konvergence Newtonovy metody (pro feSeni nelinedrnich rovnic). Prak-
ticka zkuSenost potvrzuje, ze tomu tak skutecné je.

2_
Im(z)
15F R
1_ /\
0.5} 7A
P Re(z)
0
Ia
-0.5F
-1F
2 1 0 1 2 3

Obr. 8.3. Oblast absolutni stability IE metody

Lichobéznikovou metodu dostaneme jako aritmeticky prumér EE metody a IE metody:

Yntl = Yn T+ %T[f(tna yn) + f(tn—i-l, yn—l—l)] : (8‘13)

Pro lokalni diskretiza¢ni chybu lte,,, definovanou rovnici

y(tn—I—l) = y(tn) + %T[f(tna y(tn)) + f(tn-i-la y(tn-i-l))] + 1ten7
uzitim Taylorovy véty odvodime
Ite, = —=7°y"(t,) + O(1) .

Lichobéznikova metoda (struéné TR metoda podle anglického trapezoidal rule) je tedy
implicitni metoda fadu 2. Stabilitu TR metody zjistime feSenim testovaci ulohy (8.10):

24T 2+ 1A
1
Ynt1 = Yn + 3TA[Yn + Yny1], odtud y,41 = S\ T T [2 — 7_)\} Yo
Neni tézké ovérit, ze podminka stability (8.11) plati, pravée kdyz
TA € Ry = {z € C|Re(z) < 0}.

Oblast absolutni stability TR metody tedy obsahuje celou zapornou polorovinu komplexni
roviny C, interval absolutni stability I, = (—o00,0). TR metoda (s podporou IE metody)
je v Matlabu implementovana jako program ode23t.
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8.3. Explicitni Rungovy-Kuttovy metody

Obecny tvar s-stupriové explicitni Rungovy-Kuttovy metody je
Ynt1 = Yn + 7(bik1 + boko + - - - + bsks) (8.14)

kde koeficienty k;, 1 = 1,2,...,s, jsou uréeny predpisem

kl - f(tnayn)a
ky = f(tn + TCo, Yn + Ta21/€1)7
ks = f(tn + Tc3, Yn + T(azi k1 + asoks)), (8.15)

ks = f(tn + 7Cs, Yn + T(aslkl + as2k2 + -+ as,sflksfﬁ)a

a kde b;, ¢;, a;; jsou konstanty definujici konkrétni metodu. Rungova-Kuttova metoda
(8.14), (8.15) je explicitni: nejdiive spocteme ky, pak ko pomoci ki, pak k3 pomoci k,
ko a tak déle, az nakonec spocteme kg pomoci kq, ko, ..., ks_1. Vypoctené koeficienty k;,
i=1,2,...,s, dosadime do (8.14) a dostaneme ;1.

V dalsim budeme hovorit jen o Rungovych-Kuttovych metodéch (struéné RK me-
todach), tj. sluvko ,explicitni vynechdme. Je vsak tfeba pripomenout, ze existuji také
implicitni Rungovy-Kuttovy metody, témi se vsak zabyvat nebudeme.

RK metody jsou ziejmé jednokrokové: k vypoctu v, potitebujeme znat jen vy, pred-
chozi hodnoty y,,_1,yn_o,... v kroku od ¢,, do ¢,,,1 nepouzijeme.

Koeficient k; je smérnici lokalniho feseni prochdzejiciho bodem [t} y¥], kde

[, YT = [tnsUnl, 6 =tu+7c, yf = yn+71(anki+apke+- - +a;i1ki—1), 1=2,3,...,s.

Do bodu [t, 11, Yni1] se tedy dostaneme z bodu [t,,, y,] tak, Ze se posuneme po piimcee, jejiz
smérnice k* = biky + boko + - - - + bsks je vazenym prumérem smérnic ki, ko, . .., ks (podle
(8.16) pro vsechny prakticky pouzivané metody fadu alespon jedna plati > 7, b; = 1).
Abychom dostali konkrétni metodu, musime urcit stupein s a dale konstanty ¢;, b;, a;;.
Konstanty RK metod je zvykem zapisovat do tabulky znamé jako Butcherova tabulka:

Ca | Q21
C3 | 31 (32

Cs Ag1 Qg2 oo as,sfl

bl b2 s bs—l bs

Jednim z kritérii pti volbé konstant RK metody je dosazeni dostatecné ptresnosti. Tu
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méiime pomoci lokdlni diskretizaéni chyby

1ten - y(tn-i-l) - y(tn) +7 Z bz‘ki(tna y(tn))
i=1

ki(tn, y(tn)) = [t + 7Ci, y(tn) + TZ% tyy(tn))), i=2,3,...,s.
Lokalni diskretiza¢ni chyba je chyba, ktere se dopustime v jednom kroku za lokalizac-

niho predpokladu y, = y(t,). RK metoda je tddu p, pokud lokalni diskretiza¢ni chyba je
fddu O(7PT1). Pro p = 1,2, 3 lze odvodit nasledujici tzv. podminky rddu:

Md 1l Y bi=1,

=1
i=1 =2
s s s s i—1
Fd 3 Y bi=1, > big=3, Y bicd=1, > biage; =
i=1 i=2 i=2 i—2 j—2

Odvozeni podminek tddu pro p = 1,2, 3,4, 5 lze najit tieba v [50]. Protoze vsechny prak-
ticky pouzivané metody splnuji podminku

Ci =i+ Qg+ -+ a1, 1=2,3,...,8, (8.17)

budeme i my ptredpokladat, ze podminka (8.17) plati.

RK metoda tddu p > 1 md globdlni diskretizacni chybu tddu O(7P). Piedpokladem
pro platnost tohoto tvrzeni je dostatecnd hladkost pravé strany f, konkrétné je tieba, aby
funkce f(¢,y) méla spojité derivace az do fadu p véetné. Pokud f ma spojité derivace jen
do tadu s < p, pak lze pro globalni chybu dokazat pouze tad O(7%), viz [50].

Oznaéme p(s) maximalni dosazitelny rad s-stupnové RK metody. Plati

p(s)=s pros=1,2 34, p(8) = 6,
p(6) =5, p(s) <s—2 pro s=10,11,...
p(7) =6,

Vidime, ze s-stupnové RK metody radu s existuji jen pro 1 < s < 4. Naptiklad metoda
fadu 5 je nejméné 6-ti stupniova. Uvedme si nékolik nejzndméjsich metod.

Metoda radu 1. Pro s = p = 1 existuje jedind explicitni metoda a tou je nam jiz znaméa
EE metoda y, 11 = yYn + 7f (tn, Yn)-
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Metody tadu 2. Pro s = p = 2 mé explicitni RK metoda Butcherovu tabulku

co | an Podminky (8.16) pro metodu fadu 2 stanovi

by by B .
by +by=1, by =3,

a protoze ve shodé s (8.17) predpoklddame ay; = ¢y, dostdvame tabulku

a ‘ a kde ab = % Parametry a, b jsou tedy svazany jednou podminkou,
‘ 1—b b takze zvolime-li a # 0, je b = 1/(2a).

Pro a = % je b=1 a dostavame metodu
Yn+1 = Yn + Thy, kde ky= f(tn + %7—7 Yn + %Tkl)a k1= f(tnayn)a (818)

znamou pod nazvem modifikovand Eulerova metoda. Budeme ji znacit EM1 jako pruni
modifikace Fulerovy metody. V anglicky psané literatufe je metoda (8.18) znama jako
midpoint Fuler formula.

Proa=1jeb= % a dostavame metodu

Yn+1 = Yn + %T(kl + kg), kde kl = f(tmyn>7 kQ = f(tn + 7, Yn -+ Tkl)- (819)

Budeme ji znacit EM2 jako druhou modifikaci Eulerovy metody. Metoda (8.19) se také
casto uvadi pod nazvem Heunova metoda.
Pro a = % jeb= % a dostavame metodu

Yni1 =Yn + 37(k1 +3ks), kde ki = f(tn,yn), k2 = f(tn + 37, yn + 37k1),

znamou jako Ralstonova metoda 7ddu 2 (struéné R2 metoda).
Metody tadu 3. Pro s = p = 3 dostavame Butcherovu tabulku
Co a 4 podminky pro metodu radu 3:

€3 — a3 432 b1+bg—|—b3:1, b2C2—|—b303:%,
| b by by

Co
C3

2 2 1 _ 1
b2C2 + b3C3 =35 b3a3202 =5

Kdyz zvolime dva parametry 0 < co < c3, jsou tim vSechny koeficienty metody jedno-

znacné urceny. Volba cy = %, c3 = % vede na Ralstonovu metodu tddu 3 (struéné R3
metodu):
% % Yn+1 = Yn + %T (2k1 + 3ko + 4ks3)
% 0 % ]{71 = f(tn,yn), ]{72 :f(tn—F%T,yn—'—%Tkl),
2 1 4 ks = f(to + 37,y + 37k3).

Ralstonova metoda fadu 3 je zdkladem Runge-Kutta-Bogacki-Shampine metody, viz [50],
ktera je implementovana do Matlabu jako funkce ode23 a jejiz popis uvedeme v této
kapitole pozdéji.

194



Metody tadu 4. Pro s = p = 4 je nejznaméjsi klasicka Rungova-Kuttova metoda

11

% (2) 1 yn—l—l:yn+%7(/{31+2k2—|—2]{;3+k4)’

i O (2) 1 klzf(tnayn)a kQ:f(tn—l—%T,yn"'%Tk?l)’
Lol ks = f(tn + 37,90 + §7ka) ka = f(ta + 7,90 + Ths).
6 3 3 6

Klasickd Rungova-Kuttova metoda (struéné cRK4) byla velmi populdrni v dobé, kdy
se jesté nepouzivaly samocinné pocitace a kdy proto velmi vyznamnym kritériem byla
jednoduchost metody. Toto hledisko vsak v soucasné dobé ztratilo na vyznamu a proto
se pouzivaji jiné metody. Kvalitni dvojice metod tadu 4 a 5 jsou soucdsti metod Runge-
Kutta-Fehlberg nebo Runge-Kutta-Dormand-Prince, viz napi. [26]. Posledné jmenovand
dvojice metod je pouzita v matlabovské funkci ode45, popis uvedeme v této kapitole
pozdéji.

Rizeni délky kroku. V profesiondlnich programech uzivatel zadé toleranci € a pro-
gram délku kroku vybira tak, aby velikost odhadu est,, lokalni chyby le, nabyvala porad
priblizné stejné hodnoty €. Krok od y,, do y,.1 je Gspésny, kdyz

lest,| < e. (8.20)

Je-li podminka (8.20) splnéna, krok je tspésny a pokracujeme vypoétem y,.2. Pokud

podminka (8.20) splnéna neni, krok je netspésny a vypocet y,, 11 opakujeme. Novou délku

kroku 7* uréime v pifpadé tspéchu i netispéchu stejnym postupem, ktery si ted vysvétlime.
Predpokladejme, Ze y,,11 pocitdme metodou tadu p, takze

le, = CTP™ Zest, = C =est,/m™".

Novou délku kroku 7 zvolime tak, aby velikost [le’| lokdlni chyby le’ = C(7*)P*! byla
priblizné rovna zadané toleranci ¢, tj.

leX| = |C|(7*)PT! = |est, /rPH (7P e = =1 (6/|estn|)1/(p+1) .
Nova délka kroku 7* se jesté redukuje pomoci parametru 6 < 1, takze
7 = 07 (2/|est, )"V | (8.21)

V matlabovskych programech ode23 a ode45 se bere = (0,8. Soucasné se jesté uplatnuji
nasledujici zasady.

1) Tolerance € se uvazuje ve tvaru
€= maX{gT max{|yn|> |yn+1|}> 5(1}7
kde ¢, je relativni tolerance a ¢, je tolerance absolutni. Matlabem prednastavené

hodnoty jsou g, = 1072 a ¢, = 1075,

195



2)

7)

Ozna¢me T,;p, T€SP. Tnaee Minimalni resp. maximalni povolenou délku kroku. Jestlize
T* < Tiin, Vypocet konci konstatovanim, ze danou diferencialni rovnici program
neumi s pozadovanou presnosti vytesit. Piitom 7,,;, = 16¢,,(t,), kde €,,(¢,,) je tzv.
relativni pfesnost aritmetiky pohyblivé fadové carky, viz funkce eps v Matlabu.
Jestlize 7" > T4z, POlOZI S€ T = Tas, kde je Tyae = 0,1(b — a).

V pripadé netspésného kroku navrzenou délku 7* redukujeme:
* *
7" = max(7", ¢minT)

kde gmin = 0,5 resp. 0,1 v 0ode23 resp. ode45 pii prvnim netuspéchu v ramci jednoho
kroku a 7* = 0,57 prii opakovaném neuspéchu v témze kroku.

V piipadé uspésného kroku délku kroku 7% redukujeme ptredpisem
7 = min(7", ¢asT),
kde ¢nazr = 5.

V kroku bezprostiedné nasledujicim po neuspésném kroku se délka kroku nesmi
zZvetsit.

Pocatecni délka kroku

7 = 0,/ P max(|n], ea/er) /| f(a,m)]

pricemz pro 7 < Tpin ZMénime 7 Na Ty, & Pro T > Tpee ZMENime 7 na Tz

(8.22)

Pfi programovani je tfeba postupovat opatrné. Piikazy programu je nutné uspotradat
tak, aby nemohlo dojit k déleni nulou, viz (8.21) a (8.22).

Podrobnéjsi informace tykajici se fizeni délky kroku lze najit v [50].

Odhad lokalni chyby. Zékladni myslenka je jednoduché. Pouziji se dvé metody, z nichz
jedna je fddu p a druhd radu p+1. Z vychozi hodnoty y, spocteme y;* | presnéjsi metodou
a ¥, méneé piesnou metodou. Pouzitelny odhad lokalni chyby je

o x *
eStn - ynJrl - ynJrl‘

Obé metody pouzivaji tutéz mnozinu koeficientu {k;}3_,. V tom piipadé je totiz ziskdni
odhadu ,laciné“. Dvojice Rungovych-Kuttovych metod se popisuji pomoci rozsitené But-
cherovy tabulky,

C2 | Q21 pricemz
C3 | @31 A32 5 ' )
Yni1 = Yn + 75 bik;  je metoda Fddu p,
cs | g1 Qso As 51 Y =Y+ T ijl bi*k; je metoda fadu p + 1,
by b biv Ui est, =735 E;k; je odhad lokdlni chyby,
b by b b
B, E, E., E, takze E; = b7 — b7, j =1,2,...,s.
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Pokud ve vypoctu pokracujeme piesnéjsi metodou, tj. kdyz y,1 =y, 1 = ypq +esty,
fikdme, ze jsme pouzili dvojici metod s lokdini extrapolaci. Tento postup se v soucasnych
programech uprednostiuje. Druhou moznosti je pokracovat méné presnou metodou, tj.
polozit yn41 = y5,1. V tom piipadé se presnéjsi metoda pouzije jen pro ziskani odhadu
chyby a fikame, ze jsme dvojici metod pouzili bez lokdlni extrapolace. Obé nize uvedené me-
tody BS32 a DP54 se pouzivaji jako metody s lokalni extrapolaci. Piikladem metody, ktera
se obvykle pouziva bez lokalni extrapolace, je Runge-Kutta-Fehlbergova metoda radu 4,
oznacovand struéné jako RKF45, viz napf. [26]. Na vysvétlenou k pouzitym zkratkdm
uvedme, Ze prvni &slo znaéf fad metody a druhé éislo fad pomocné metody pouZité pro

odhad lokélni chyby.

Bogacki—-Shampine metoda, strucné BS32 metoda, je implementovana v Matlabu jako
funkce ode23. Rozsitena Butcherova tabulka BS32 metody je

Presnéjsi z obou metod paru je Ralstonova R3 metoda

1 1
2 | 2
% 0 % Yni1 =Yn + T [%lﬁ + ékQ + %k:s} = Ynt1
1 % % % radu 3. Pomocnd metoda
7 L1 1 * 7 1 1 1
24 4 3 8 Yns1 =Yn T T [ﬂkl + gka + ks + §k4]
2 1 4
9 3 9 radu 2 pouziva kromé koeficientu kq, ko a ks navic jesté
—7—52 % % —% koeficient ky = f(t,41,Yns1). V kazdém kroku se tedy

pocitaji jen 3 nové hodnoty funkce f, nebot koeficient k; ve stdvajicim kroku je roven ko-
eficientu k4 z kroku predchoziho, takze nové se pocitaji jen koeficienty ko, k3 a k. Zatazeni
koeficientu k4 do metody fadu 2 nas tedy témér nic nestoji, umozni vsak zlepsit vlastnosti
této metody a tim i celého paru. Metoda, ve které ks = f(t,41,Ynt1), byva oznacovana
jako FSAL podle anglického First Same As Last. Zduraznéme, ze BS32 metoda se pouzivéa
jako metoda s lokalni extrapolaci, tj. yn,+1 = y5% .

Hodnoty pfiblizného feseni pro t € (t,,t,11) spocteme dostatecné presné pomoci ku-
bického Hermitova polynomu H3(t) ur¢eného podminkami

HB(tn> = Un, Hé(tn) = kl 3
H3(tn+1) = Yn+1, Hé(tn+1) = ky.

Metoda BS32 je tedy skvéla: je fadu 3, v kazdém kroku se prava strana f pocita jen
3-krat, a to staci jak na fizeni délky kroku tak na vypocet feSeni mezi uzly ¢, a t,.1.

Dormand-Prince metoda, strué¢né DP54 metoda, je definovana rozsitenou Butcherovou
tabulkou 8.1. Metoda DP54 je typu FSAL, nebot k7 = f(tni1, Yns1). Proto se v kazdém
uspésném kroku metody pocitaji jen koeficienty ko, ..., k7, koeficient k; byl uz vypocten
jako koeficient k; v predchozim kroku. Zduraznéme, ze DP54 metoda se pouziva jako
metoda s lokdlni extrapolact, tj. y,+1 = 5% -
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1 1
5 5
3 3 9
10 40 40
4 44 __ 56 32
5 15 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 | 6561 2187 6561 729
1 | goir 355 46732 49 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
71 0 ! 71 _ 17253 22 1
57600 16695 1920 330200 525 40

Tab 8.1. Dormand-Prince (5,4) metoda

Hodnoty ptiblizného feseni pro t € (t,,t,.1) spoc¢teme dostatecné presné pomoci in-
terpola¢niho polynomu Hy(t) = vy, + TkBq, kde k = (ky, ko, k3, k4, ks, k¢, k7),

Fq 183 37 _ 145 1
64 12 128
0 0 0 0
0 1500 _ 1000 1000
371 159 371
_ _125 125 _3T5
B = 0 32 12 64 )
0 9477  _729 25515
3392 106 6784
11 11 55
0 -7 3 T
3 _ 5
- 0 2 4 2 -

a=(q,¢* ¢ ¢")", piicemz ¢ = (t —1,,)/7.
Metoda DP54 je rovnéz vynikajici: je tadu 5, v kazdém kroku se prava strana pocita
jen 6-krat, a to staci jak pro tizeni délky kroku tak pro vypocet feseni v intervalu (t,,,¢,.1).

Stabilita. Resfme-li testovaci rovnici (8.10) RK metodou na rovnomérném délenf s krokem
7, dostaneme

Ynt1 = Py (T)‘)yn )

kde Ps je polynom stupné s urceny pomoci konstant b;, a;; definujicich RK metodu.
Podminka stability (8.11) tedy plati, pravé kdyz | Ps(TA)| < 1, neboli kdyz 7\ lezi v oblasti
absolutni stability R4:

TAN€ Ry ={z€ C||Ps(2)| < 1}.
FExplicitni RK metody magji omezenou oblast absolutni stability, nebot |P,(z)| — oo pro

|z| = 00. D4 se ukdzat, ze pro p = s < 4 je Py(z) = >_;_, 2" /il. Proto kazd4 explicitn{ s-
stupnova RK metoda tadu p = s < 4 (strucné RKs metoda) ma stejnou oblast absolutni
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stability. Oblasti absolutni stability RKs metod pro s = 1,2,3,4 a metody DP54 jsou
uvedeny v obrazku 8.4. Intervaly absolutni stability téchto metod jsou 14 = («,0), kde

metoda | RK1 ‘ RK?2 ‘ RK3 ‘ RK4 ‘ DP54
o | =2 | =2 | -251| —279 | —331

Zduraznéme, ze z pohledu stability je BS32 metoda ekvivalentni s RK3 metodou, obé
metody tedy maii steinou oblast a steinv interval absolutni stabilitv.

N

RK1
RK2
RK3 [

RK4
DP54

=
AT

A
w
N
LN
o
=
N
w

Obr. 8.4. Oblast absolutni stability RK metod

8.4. Linearni mnohokrokové metody

V této kapitole se budeme zabyvat metodami, které pocitaji ptiblizné teseni v, 1
v uzlu t,,41 pomoci diive spoctenych aproximaci y,,, Yn—1, Yn—2, - - - @ odpovidajicich hodnot
ftnsyn), f(ta1,Yn-1), f(tn—2,Yn—2), ... pravé strany diferencialni rovnice. Tyto hodnoty
jsou znovu pouzity tak, abychom ziskali v, 1 s vysokou ptresnosti pomoci jen nékolika malo
novych vyhodnoceni funkce f(¢,y). Nejzndmeéjsimi metodami tohoto typu jsou Adamsovy
metody a metody zpétného derivovani. Obé skupiny metod patii do obecné t¥idy metod
znamych jako linedrni mnohokrokové metody, strucné LMM.
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8.4.1. Obecna linearni mnohokrokova metoda

LMM je predpis

QOYnt1 + Q1Yn -+ Yng1—k = T[Bof (g1, Yns1) + Bufu + -+ Brfasi-k], (8.23)

ze kterého pocitame y,,;. Pritom o a 3; jsou ciselné koeficienty, které formuli jedno-
znacné urcuji, a f; je zkrdceny zapis pro f(¢;,y;). V dalsim budeme pfedpokladat, ze
plati normalizacni podminka oy = 1. Jestlize alespon jeden z koeficienti ay nebo Si je
ruzny od nuly, metoda je k-krokovd.

Pro By # 0 je novéa hodnota v, 1 urcena implicitné, hovotime proto o implicitni metodé,
pro By = 0 mame metodu explicitni. Abychom v implicitni metodé urcili y,,1, musime
vyTesit obecné nelinedarni rovnici.

LMM lze pouzit, jen kdyz jsou zadany startovaci hodnoty yo, y1, - - ., Yk—_1- Yo = n urcime
z pocatecni podminky, zbyvajici startovaci hodnoty je vsak tieba ziskat jinou vhodnou
metodou, y, metodou nejvyse r-krokovou.

Lokalni diskretiza¢ni chyba je chyba, kterd vznikne, kdyz do formule (8.23) dosadime
misto priblizného FeSeni y,,+1_; presné feseni y(t,4+1—;), tedy

k k
lte,, = Z y(tnp1-j) — T Z Bif (tngr—j, y(tns1-5))-
=0 =0

Jestlize
Ite, = Cpyr ™y (t,) + O(1P+?),

fekneme, ze metoda je Fadu p. Clen CpHTp“y(p“)(tn) se nazyva hlavni clen lokdlni

vvvvvv

je vyssiho tadu. Z nékolika metod téhoz radu je pak nejpresnéjsi ta metoda, pro kterou
je velikost chybové konstanty |C41| nejmensi.

D-stabilita. Rekneme, ze LMM je stabilni ve smyslu Dahlquista (stru¢éné D-stabilni),
jestlize vSechny koteny pruniho charakteristického polynomu

o) =&+ + i+

lezi uvnitt jednotkového kruhu |z| < 1 komplexni roviny C a pokud néktery kofen lezi
hranici |z| = 1, pak je jednoduchy.

Vyznam D-stability lze vysvétlit na rovnici 3’ = 0. Jeji feSeni pomoci LMM vede na
predpis Z?:o QjYni1—; = 0. Zvolime-li startovaci hodnoty y; = er?, j = 0,1,...,k — 1,
kde o(r) = 0 a € je libovolné ¢&islo, pak y,, = er™ pro kazdé n. Skutecné,

k k
gntl—j _ _ontl—k k=i _ omtl-k _

E ajer =er E a;r") =er o(r) =0.

7=0 7=0

Pro |r| > 1 a e # 0 je lim,_, |yn| = 00, coz je nepiijatelné: pro e = 0 je y, = 0 presné
feseni rovnice y' = 0, avSak pro € # 0, |e| < 1, tj. jiz pro nepatrnou poruchu startovacich
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hodnot y;, 7 = 0,1,...,k — 1, dostaneme feSeni zcela nevyhovujici. D4 se ukazat, Ze
vyloué¢it musime také piipad, kdy |r| =1 je kotfen p(£) ndsobnosti vétsi nez 1.
Konvergence. Uvazujme D-stabilni LMM tadu p > 1. Jestlize startovaci hodnoty zadame
s chybou tadu O(7?), pak globélni diskretizacni chyba je rovnéz fadu O(7P).

Precizni formulaci a dukaz této véty lze najit napt. v [59], [26]. Piedpokladem jeji
platnosti je dostatecna hladkost pravé strany f, konkrétné je tieba, aby funkce f(t,y)
méla spojité derivace az do fadu p véetné. Pokud f ma spojité derivace jen do fadu s < p,
pak lze pro globalni chybu dokézat pouze fad O(7*).

Absolutni stabilita. Resfme-li testovaci tilohu (8.10) LMM na rovnomérném délenf s kro-
kem 7, dostaneme

Z(O[j - T)‘Bj)yn-l-l—j =0. (824)

J=0

Reseni hledejme ve tvaru y,, = r". Po dosazen{ do diferencni rovnice (8.24) obdrzime

k
Z(Oéj — T)\ﬁj)?"nJrlij n+1 k Z T)\ﬁ] = TnJrlik’ﬂ'(?", T)\) =0 y
j=0

k
kde m(&,2) =) (a; — 2B))¢

J=0

je tzv. polynom stability LMM. Jestlize m(r,7\) = 0, pak y, = r" je FeSenim diferenéni
rovnice (8.24) a podminka stability y, — 0 pro n — oo plati, pravé kdyz |r| < 1.

Oblast R4 absolutni stability LMM metody definujeme jako mnozinu takovych bodu z
komplexni roviny C, pro které kazdy koten £ polynomu 7 (&, 2) lezi uvniti jednotkového
kruhu komplexni roviny, tj. |{] < 1. Podminka absolutni stability (8.11) tedy plati, kdyz

TANER ={z€C|n(&,2)=0 = |¢] <1}.

8.4.2. Adamsovy metody

Integraci diferencialni rovnice (8.1) od t,, do t,,1 dostaneme

Y(tars) — y(ta) = / " () dt.

Funkci f(¢,y(t)) aproximujeme pomoci interpola¢niho polynomu Py_;(t) stupné k — 1, tj.

tnt1
Y(tnt1) = y(tn) +/ Po_1(t)dt, kde Pii(tnri—j) = f(tnr1—j Y(tns1—j))-
tn

Kdyz pribliznou rovnost nahradime rovnosti a ptesné feseni nahradime fesenim ptibliznym,
dostaneme ptedpis

tn+1
Yn+1 = Yn + / Pe_1(t)dt, kde Pp1(ths1—5) = f(tns1—js Ynt1-5)- (8.25)
tn
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Adams-Bashforthovy metody dostaneme, kdyz v (8.25) zvolime j = 1,2, ..., k. Kon-
strukci polynomu Py_1(t) lze prehledné vyjadrit tabulkou

t tn | o ‘ ‘ toti
Pk—l(t) | In ‘ Jn—1 ‘ ‘ Jnt1-k

Adams-Bashforthovu metodu lze zapsat ve tvaru

k
Ynt1 =Yn + T Z ﬁl:,j fn-i—l—j :
j=1

15 I
AB1
AB2
1 AB3 |

AB4
AB5

1 1A -

\ N\
NEEAS

Im(z)

-1.5
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Re(z)

Obr. 8.5. Oblast absolutni stability ABk metod

Strucné ji budeme oznacovat jako ABk metodu. ABk metoda je explicitni, k-krokova,
fadu k, D-stabilni. Pro konstantni délku kroku, tj. kdyz

tn+1*j:tn+1_j7-7 j:1727"'7k7

jsou koeficienty ABk metod pro k = 1,2,...,6, spolu s chybovymi konstantami C}_,
a dolnimi mezemi «} intervalu absolutni stability («j,0), uvedeny v nasledujici tabulce:
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* * * * * * * *
k ﬁm 5k,2 ﬁk,:s ﬁk/l ﬁk,5 ﬁk,G Cit1i o
1
1 1 5 2
3 _1 S5 _
2 2 2 12 1
3 23 _16 5 3 _8
12 12 12 B 11
4 55 _59 37 _9 251 _3
24 24 24 24 720 10
5 | 1901 2774 2616 __ 1274 251 95 90
720 720 720 720 720 288 551
6 | 42r7 7923 9982 7298 2877 _ 475 19087  _ 5
1440 1440 1440 1440 1440 1440 60480 57

Vsimnéte si, ze AB1 metoda je totozna s EE metodou, tj. ABI=EE.

Adams-Moultonovy metody dostaneme, kdyz v (8.25) zvolime j = 0,1,...,k — 1.
Konstrukei polynomu Py_(t) 1ze prehledné vyjadiit tabulkou

t |t [t || e

Pkfl(t) | fn+1 ‘ fn ‘ ‘ fn+2fk

Adams-Moultonovu metodu lze zapsat ve tvaru

k-1
Ynt1 = Yn + TBro f(tns1s Ynt1) + 7 Z Brj frt1-j -

J=1

Struéné ji budeme oznacovat jako AMk metodu. AMk metoda je implicitni, pro k = 1
je jednokrokova a pro k > 1 je (k — 1)-krokova, je fadu k a D-stabilni. Koeficienty AMk
metod pro konstantni délku kroku a pro £ = 1,2,...,6, spolu s chybovymi konstantami
Cr+1 a dolnimi mezemi «y, intervalu absolutni stability (ay, 0), jsou uvedeny v nasledujici
tabulce:

E Bro Bri  Brz2  Brs  Bra  Brs  Crh1 g
1
1|1 1 o
1 1 1
21 35 3 1 T
5 8 _ 1 _ 1 _
3 12 12 12 24 6
9 19 5 1 19
40 5w Twum m —wg 9
5| 21 e 260 106 _ 10 3 %
720 720 720 720 720 160 19
6 | 475 1427 o8 asa 13 2r _ ses 45
1440 1440 1440 1440 1440 1440 60480 38

Vsimnéte si, ze AM1 metoda je totozna s IE metodou, tj. AM1=IE, a ze AM2 metoda je
totozna s TR metodou, tj. AM2=TR.

203



2 N[
L1/ TN
al
N
N N~
) P

Re(z)
Obr. 8.6. Oblast absolutni stability AMk metod

Metody prediktor-korektor. AM metody jsou presnéjsi a stabilnéjsi nez AB metody.
Nevyhodou AM metod je jejich implicitnost. Abychom urcili y,, 1, musime fesit rovnici

k—1
Yn+1 = @(yn-i-l) ’ kde 90(2) = Yn + Tﬁk,O f(tn—i—lv Z) +7 Zﬁk,j fn—l—l—j :
j=1

. o ‘- . N . . (0 .
Pouzit muzeme metodu prosté iterace: zvolime pocatecni aproximaci yfl ll a postupne

pocitame yff)rl = ¢( ff;ll)), s =1,2,.... Pro dostatecné malé 7 metoda konverguje. Jestlize

. . . (0 . , . R o ,
pocatecni aproximaci yT(L le urc¢ime pomoci AB metody, provedeme jen nékolik malo iteraci

S s—1
yr(w)rl = gp(yT(LH )), s=1,2,....89,

a nakonec polozime

Ynt1 = yr(fi»)l v S = f(thrla yn+1) )

dostaneme metodu prediktor-korektor, kterou schématicky oznacujeme P(EC)’E. Ptitom
P znaci predpovéd pocatecni aproximace AB metodou, C korekci AM metodou a E vy-
hodnoceni pravé strany f(t, 1, yffll). Zvolime-li jako prediktor metodu ABk a jako korek-
tor metodu AMk, dostaneme metodu, kterou znac¢ime ABk-AMk-P(EC)°E. Jeji chybova
konstanta je rovna chybové konstanté C,,; korektoru, oblast absolutni stability se blizi
oblasti absolutni stability korektoru AMk az pro S — oco. Nejcastéji se pouziva schéma
PECE, kdy se korekce provede jen jednou a prava strana se pocita dvakrat. V dalsim se
omezime praveé na schéma PECE.

Abychom mohli tidit délku kroku, potiebujeme znat odhad est,, lokdlni chyby. Jestlize

Yl = yfﬂl spocteme prediktorem ABk a ;" | = yfllll korektorem AMk, pak tzv. Milnetiv
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odhad lokalni chyby dava

CkJrl $k

oSty = —— Bl (g 8.26
C]:+1 o Ck+1 (y —+1 Yy +1) ( )

odvozeni viz [26]. Nakonec polozime

Ynt1 = Ypiq + €5ty (8.27)

Korekce y;* | pomoci odhadu lokéalni chyby est,, se nazyva lokdini extrapolace. Cely krok
oznacujeme zkratkou ABk-AMk-PECLE, pticemz pismeno L vyznacuje pouziti lokalni
extrapolace. Metoda ABk-AMk-PECLE je fadu k + 1, oblast absolutni stability je vétsi
nez u prediktoru ABk ale mensi nez u korektoru AMKk, viz [26], [2].

Alternativni odhad lokalni chyby lze ziskat také tak, ze y,,1 spoc¢teme metodou
AM(k+1) a polozime

esty, = Yns1 — Ynis- (8.28)

Vyslednou metodu lze oznacit jako ABk-AM(k+1)-PECE. Odhady (8.27) a (8.28) nejsou
sice totozné, pro malé 7 jsou vSak prakticky nerozlisitelné.
Konkrétné pro metodu AB2-AM2-PECLE organizujeme vypocet nasledovné:

P: AB2: Y1 =Un+ 373 S0 — fu-1)
Jasr = J(nsr, ypga)
AM2: Unir = Un + 37(fr + fo)
estn = =5 (Unt1 = Uns1)s  Ynt1 = Yyt +osty,

Jne1 = f(tTLJrlaynJrl)‘

V piipadé AB2-AM3-PECE metody nahradime fadek L tadkem

C: AM3: Yn+1 = Yn + 1_127(5f;+1 + 8fn - fn—1)> eStn = Yn+1 — y:il

Startovaci hodnotu y; lze ziskat tfeba pomoci EM2 metody.

Na obrézku 8.7 je vyznacena oblast absolutni stability metod ABk-AM(k+1)-PECE
pro k =2,3,...,6: je vétsi nez oblast absolutni stability prediktoru ABK, viz obréazek 8.5,
avsak mensi nez oblast absolutni stability korektoru AM(k+1), viz obrézek 8.6.

Rizeni délky kroku a fddu metody. Kvalitn{ programy zalozené na metodéch predik-
tor-korektor méni jak délku kroku tak tad metody. Tak napiiklad matlabovsky program
ode113 pouzivd metody ABk-AM(k+1)-PECE pro k =1,2,...,12.

Zména tadu se provadi soucasné se zménou délky kroku. Algoritmy tohoto typu se
oznacuji jako VSVO (wvariable step variable order). Zakladni myslenka je jednoducha.
Predpoklddejme, ze jsme vypocetli y,, 1 metodou ABk-AM(k+1)-PECE s krokem délky 7.
Uréime odhad est” lokélni chyby podle (8.27) nebo (8.28). Jestlize |est®| > ¢, jde o netispéch
a vypocet y,.1 je tfeba opakovat, v opacném piipadé pokracujeme vypoctem ptiblizného
fesenf yn.o. V kazdém piipadeé je vak tieba stanovit novou délku kroku a novy fad. Rad
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Obr. 8.7. Oblast absolutn{ stability pro metody ABk-AM(k+1)-PECE, k =2,3,...,6

se muze zménit nejvyse o jednotku, tj. v metodé ABk-AM(k+1)-PECE misto k£ muze
byt nové také k — 1 nebo k + 1. Odhady odpovidajicich lokalnich chyb estf=1 a estf+?
Ize ziskat snadno, viz [50]. Nové délky kroku 7;_,, 7 a 75, stanovime podobné jako pro
jednokrokovou metodu,

= 0r(e/lest! DY prol =k -1,k k+1,

a nejvetsi z cisel 77, 77, 77, urci jak novou délku kroku tak novy rad. Konkrétné,
je-li nejvetsi 77, k se neméni a jako novou délku kroku vezmeme 7% = 7}, je-li nejveétsi
Tre1, zvetsime k o jednicku a pokracujeme s krokem délky 7 = 77, | a je-li nejvetsi 7;_,
k o jednicku snizime a pokracujeme s krokem délky 7% = 7;7_;.

Pro krok délky 7" # 7 je tfeba vypocitat hodnoty f;,, ; pro ¢} 4 ; = tpp1 — J7*. To
lze snadno provést interpolaci pomoci f,, 11, fp,.... Podrobny popis strategie VSVO lze
najit napi. v [26], [50].

Start metody neni zadny problém: zacneme metodou AB1-AM2-PECE, pocdteéni
délku kroku uré¢ime napi. podle (8.22) a algoritmus VSVO se uz sam rychle vyladi na
spravné hodnoty jak délky kroku tak fadu metody.

8.4.3. Metody zpétného derivovani

Pii feseni tzv. tuhych problému, viz kapitola 1.5, je vhodné pouzivat metody s ne-
omezenou oblasti absolutni stability. Metody zpétného derivovani (stru¢cné BDF podle
backward differentiation formulas) tuto vlastnost maji. Pro k-krokovou metodu zpétného
derivovani pouzijeme zkraceny zapis BDFk metoda. Dostaneme ji tak, ze v rovnici

y/(tn-i-l) = f(tni1,y(tnt1))
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nahradime derivaci y'(,+1) pomoci derivace P (t,41) interpola¢niho polynomu Py (t) stup-
né k prochézejictho body [tny1, Y(tni1)], [t y(tn)]; -+ [tns1—k, Y(tni1—k)]- Kdyz pak nahra-
dime y(t,41—;) piibliznymi hodnotami y,,41—;, j =0, 1, ..., k, dostaneme metodu

P(tn1) = f(tns1, Ynt1)-
Ptehledné vyjadreni aproximujictho polynomu Py (t) uvadi nasledujici tabulka

t

tn—i—l ‘ tn

. ‘ lnt1—k

Pi(t) | Yn+1 ‘ Yn ‘ ‘ Yn+1-k

BDFk metodu zapiSeme ve tvaru

k
Ok,0Yn+1 + Z Ak iYn+1—5 = TBk:,Of(tn-f—la yn+1) .
j=1
Metoda BDFk je implicitni, k-krokovd, tadu k& a D-stabilni pro k£ < 6. Pro konstantni

délku kroku jsou koeficienty oy ;, Bro @ chybové konstanty Cjy1 BDFk metod uvedeny
v nasledujici tabulce:

k o Qg1 Qg2 Op3 Qg4  Ops Qg ﬁk,o Ck+1 (673
1] 1 -1 1 -5 90°
4 1 2 2 o
2 1 3 3 3 9 90
_ 18 9 _2 6 _3 o
3 1 11 11 11 11 22 88
_ 48 36 _ 16 3 12 _ 12 o
4 1 25 25 25 25 25 125 73
5 1 300 300 _ 200 75 @ _ 12 60 10 pgoo
137 137 137 137 137 137 137
6 1 _ 360 450  _ 400 225 _ 72 10 60 _ 20 qgo
147 147 147 147 147 147 147 343

Vsimnéte si, ze BDF1 metoda je totozna s I[E metodou, tj. BDF1=IE.

BDFk metody jsou implicitni, ve srovnani s implicitnimi AMk metodami ale maji
znacné vétsi chybové konstanty. Na druhé strané vsak metody zpétného derivovani maji
jednu ohromnou prednost, ktera plné ospravedliuje jejich pouzivani, a tou je neomezena
oblast R4 absolutni stability. Pro metody BDF1 a BDF2 oblast R4 absolutni stability
obsahuje celou zapornou polorovinu komplexni roviny C, tj. R4 O {# € C|Rez < 0}.
Takové metody se nazyvaji A-stabilni.

Abychom mohli popsat oblast absolutni stability zbyvajicich BDFk metod, zavedeme
si jeden novy pojem. Rekneme, ze numerickd metoda je A(a)-stabilni, a € (0,7/2), jestlize
jeji oblast absolutni stability R4 obsahuje nekonecny klin

Wy ={re¥cC|r>0,|p—7|<al

BDFk metody jsou (pro k < 6) A(«a)-stabilni, piislusné thly «y (pro vétsi ndzornost ve
stupnich) jsou uvedeny jako posledni sloupec vyse uvedené tabulky.

207



BDFk metody (pro k& < 6) jsou dokonce L(a)-stabilni. L(«) stabilni metodu pfitom
definujeme jako A(«)-stabilni metodu takovou, ze kdyz z € Ra, w(&,2) = 0, Re(2) — —o0,
pak § — 0. Pro a = 7 dostdvdme L-stabilni metodu. BDF1 a BDF2 jsou tedy L-stabilni.

Uhel 18° metody BDF6 je piilisS maly a proto se tato metoda obvykle nepouziva.
V matlabovském programu odel5s jsou implementovany metody zpétného derivovani
radu 1 az 5. Program odel5s je typu VSVO, tj. voli optimalni délku kroku i fad metody.
Zakladni metodou programu ode15s je metoda NDF (podle numerical differentiation for-
mula). NDFk metody jsou modifikace BDFk metod, maji o néco mensi chybové konstanty
(026% pro k =1,2,3 a0 15% pro k = 4 ) a ponékud mensi ihly A(«) stability (o 7% pro
k =3 a o 10% pro k=4) nez odpovidajici BDFk metody. Podrobnosti tykajici se NDFk
metod lze najit v [52].

Nelinearni rovnice pro vypocet y,.1 se fesi pomoci nékolika malo kroki Newtonovy
metody.

8.5. Tuhé problémy

Tuhy pocatecni problém (v anglicky psané literatute stiff problem) lze nepiimo popsat
pomoci jeho charakteristickych projevi. Jinak to nejde, nebot piesnd definice tuhého
systému neexistuje. Prakticka a snadno ovétitelna je

Charakteristika 1. Pocdtecni problém je tuhy, kdyz pocet kroku, ktery k jeho vyreseni
potrebuje metoda s omezenou oblasti absolutni stability, je podstatné vétsi neZ pocet kroku,
ktery k jeho vyresend potrebuje metoda s neomezenou oblastni absolutni stability.

Pouzitelnost této charakteristiky ukazeme v nasledujicim

Priklad 8.1

()= (Cuoh ot ) (8): =200 (2)=(1) o

Resenf je y; = —e !, yy = et Ulohu (8.29) jsme tesili matlabovskym programem ode45
(DP54 metoda fadu 5 s omezenou oblasti absolutni stability) a matlabovskym programem
ode15s (BDF metody VSVO tddu 1-5 s neomezenymi oblastmi absolutni stability). Oba
programy jsme pouzili se stejnym pozadavkem na pfesnost: ¢, = 1072 a g, = 1076,
Efektivnost obou metod lze ptiblizné porovnat podle poc¢tu tspésné provedenych kroku
pk a poctu pf vyhodnoceni pravé strany. V nésledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro nékolik délek ¢ intervalu integrace.

¢ ‘ 102 10 10° 10! 102
oded5 | 10/61 22/151 269/1747 2953/18919 30071/192475
odelbs | 10/24 10/24  12/28 42/88 71/146

Pro malé ¢ = 102 se na intervalu (0; 1072) fesen{ pomérné rychle mén{. Délku kroku zde
urcuje pozadavek na presnost a protoze obé metody jsou téhoz radu, potiebuji priblizné
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stejny pocet kroku. Jak vsak ¢ vzrusta, délku kroku stéle vice zac¢ina ovliviiovat podminka
stability. [

Abychom porozuméli dalsim charakteristikam tuhosti, je vhodné pochopit, co je to

Stabilni problém. Pocdtecni problémy’ = f(t,y),y(a) = n, je stabilni, kdyz mald zména
dat f,a,m zpiusobi malou zménu TeSeni y. Zabyvejme se specidlné stabilitou vzhledem
k pocatecni podmince, konkrétné jak zména pocateéni hodnoty n ovlivni feseni y.

Pro ilustraci prozkoumejme stabilitu linearniho poc¢atecniho problému
y =Ay+g(t), yla)=mn, (8.30)

kde A je ¢iselnd matice fadu d, kterd ma navzajem ruzna vlastni ¢isla {)\; }?:1. Necht u je
feseni problému (8.30) a v je feseni téze diferencidlni rovnice, avsak s porusenou pocatecni
podminkou, tj.

u=Au+tg, u(a) = n,

v =Av +g, v(a) =n+4.
Pro w = v — u dostaneme problém

w = Aw, w(a) =9,

ktery popisuje $iteni poc¢atecni poruchy d. Pak

d
w(t)=> kMt vy,
j=1

kde v; jsou vlastni vektory piislusné vlastnim ¢islim A; a ; jsou konstanty, které urcime
z pocatecni podminky:

Vec=24, kde V= (vi,vy,...,vq), c=(c,c...,cq)t.

Odtud w(t) = VS(t)V71§, kde S = diag{eM =) rl=a)  ernl=a)1 Mizeme tedy
vyslovit tyto zavéry:

1) Jestlize Re(\;) < 0 pro vsechna j, pak |[w(t)|| — 0 exponencidlné pro t — oo, tj.
porucha se velmi rychle zmensuje.

2) Jestlize Re()\;) < 0 pro vsechna j, pak [|[w(t)|| < [[V|[- [V ||8]], tj. porucha bude
omezend, pritom ||w(t)|| — 0 pro d — o.

3) Jestlize néjaké vlastni ¢islo \; md kladnou redlnou sloZku a pocateéni porucha 4 je
takovd, ze ¢; # 0, pak |[w(t)|| — oo exponencidlné pro t — oo, tj. porucha se velmi
rychle zvétsuge.

Problém (8.30) je tedy stabilni (vzhledem k pocéteéni podmince), jestlize viechna vlastni
¢isla matice A jsou navzdjem ruzna a maji nekladnou realnou slozku.
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Toto tvrzeni lze rozsitit a pripustit i nasobna vlastni ¢isla se zapornou realnou slozkou:

Problém (8.30) je stabilni (vzhledem k pocdtecni podmince), jestliZe:

(a) vsechna vlastni ¢isla matice A maji nekladnou redlnou slozku,
(b) ryze imagindrni vlastni ¢isla jsou navzdjem riznd.

Resen{ tlohy (8.30) Ize zapsat ve tvaru

y(t) =yn(t) +p(),  kde yu(l)= Z cje'v;

je obecné feseni pridruzené homogenni rovnice, p je partikuldrni feseni a ¢; jsou konstanty,
které uréime z pocatecnich podminek. Piedpokladejme, ze Re(\;) < 0,7 =1,2,...,d. Pak
y(t) = p(t) pro t — oco. Z toho divodu mluvime o funkci y, jako o prechodovém fesent
a o funkci p jako o ustdleném resend.

Oznacme jako A4 & Apin takova vlastni ¢isla, pro ktera

IRe(mae)| = [Re(\))| = [Reman)| . j=1,2,....d.

Chceme-li ur¢it ustélené reseni, musime tlohu tesit alesponn do toho bodu, v némz je uz
nejpomaleji klesajici exponencidla v prechodovém feseni zanedbatelné.

Resfme-li homogenn{ dlohu y’ = Ay numericky, pak lze snadno ukézat, ze podminka
stability y, — o pro t, = nT — oo plati, pravé kdyz

{7, A7, .o, AT} C Ry, (8.31)

kde R4 je oblast absolutni stability uvazované numerické metody.

Podle (8.31) tedy pro délku kroku dostaneme omezeni 7|Re(Apin)| < [1a], kde |14] je
délka intervalu absolutni stability. Pocet ) kroku potiebnych k uspokojivému vyfeSeni
ulohy (8.30) Ize tedy ptiblizné odhadnou vyrazem

b—a IRe(Amaz)|

_ ~C . kde © =121
= T Y Re(hmm) L]

Ve shodé s charakteristikou 1 je proto ptirozené povazovat podil

 Re(hmae(A))
ReCumin (A))]

S(A)

nazyvany polomér tuhosti matice A, za métitko tuhosti soustavy (8.30). Muzeme proto
vyslovit dalsi

Charakteristiku 2. Problém (8.30) je tuhy, jestlize vSechna vlastni éisla matice A magi
zdpornou redlnou ¢édst a polomer tuhosti S(A) matice A je velky.

Podobna je

Charakteristika 3. Problém (8.30) je tuhy, jestlize vsechna vlastni ¢isla matice A magi
zdpornou redlnou ¢dst a jestlize soucin spektralniho poloméru o(A) matice A a délky
intervalu integrace b — a je velky, tj. kdyz o(A)(b —a) > 1.
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Vratme se nyni k tloze (8.30).

Priklad 8.1 — pokracovani. Prava strana diferencialni rovnice je

0 1
f=Ay, kde A=
~1000 —1001

Vlastni ¢isla matice A jsou Ay = —1, Ay = —1000, takze S(A) = o(A) = 1000. Pro vétsi ¢
je o(A)(b—a) =1000¢ > 1, tj. jde o tuhy problém. Metoda DP54 m4 interval absolutni
stability (—3,31;0), takze podminka stability (8.31) vyzaduje, aby —3,31 < —10007, tj.
7 < 0,00331. Na intervalu délky ¢ je tak tieba n, > ¢/0,00331 kroku délky mensi nez
0,00331, coz je v souladu s tabulkou uvedenou v prvni ¢asti prikladu 1.1. Skutecné, na
intervalu(10; 100) délky 90 je tieba alespon 90/0,00331 = 27190 kroku délky 0,00331, ve
skutec¢nosti program ode45 provedl priblizné stejny pocet 30071 — 2953 = 27 118 kroku
proménné délky. Protoze presnd feseni y; = —e™* a yo = e~ jsou na intervalu (10; 100)
témer konstantni, rovna nule, je ziejmé, ze délka kroku je omezena z duvodu stability a ne
z duvodu presnosti.

Nenechte se zmast tim, ze nestabilita se projevuje prostiednictvim lokalni chyby, tj.
pomoci nastroje pro métreni presnosti metody: jestlize délka kroku nespliuje podminku
stability, dojde v nékolika malo krocich k takovému néarustu lokalni chyby, ze na to zare-
aguje mechanismus automatického tizeni délky kroku a krok pattiéné zkrati. [J.

Pravé uvedeny piiklad vystihuje charakteristikou vlastnost tuhych soustav ODR. Tuto
vlastnost sformulujeme jako

Charakteristika 4. Tuhost soustavy ODR se projevuje tim, Ze pri jejim numerickém
resent délku kroku omezuje spise stabilita metody nez jeji presnost.

Linearni stabilita. Az dosud jsme nase tivahy o stabilité numerické metody zakladali na
analyze jejiho chovani pfi feseni linedrni soustavy (8.30) s konstantni matici A. Je jisté ro-
zumné pozadovat, aby numerickd metoda fungovala dobfe na specidlni tfidé rovnic (8.30),
je vsak tieba mit na paméti, ze tak dostavame jen hrubou informaci o mozném chovani
domnivat, ze takova informace ma vibec néjakou vypovidaci hodnotu.

Pro obecny problém u’ = f(¢,u), u(t,) = ya, aproximujeme funkci f v blizkosti bodu
(to,yao) funkei linedrni v proménné u,

of of
f(t’ ll) ~ f(tomya) + E(tmya)(t - ta) + @(tm}ﬂx)(u - ya)’

a doufdme, ze chovani numerického feseni puvodniho problému lze v blizkosti bodu (¢4, y«)
objasnit z chovani numerického feseni aproximujiciho linearniho problému

u' = A u+g,(t), u(ty) = ya, (8.32)

kde Aa = fy(ton YOt)a ga(t) = f(tou yoz) + ft(tom Ya)(t - toz) - AaYa~

Aproximujici problém je téhoz typu jako problém (8.30), takze stabilitu numerické
metody muzeme posoudit zndmym zpusobem pomoci délky kroku a vlastnich ¢isel kon-
stantni matice A,. Jestlize to udélame, tak vlastné tise predpokladame, ze stabilita me-
tody aplikované na aproximujici problém je stejna jako stabilita metody aplikované na
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problém obecny. To obecné neni pravda, presto vsak tento pristup muze byt pro praxi
pifinosem, nesmime ale zapomenout, ze ptipadna podminka stability omezujici délku kroku
mé lokalni charakter, tj. plati jen v okoli zvoleného bodu (4, ya)-

Pravé uvedeny postup odpovidd klasickému postupu, ktery se pouziva v teorii dife-
rencialnich rovnic, kdy se stabilita feSeni nelinedrniho problému zkoumad prostiednictvim
stability aproximujiciho linedrniho problému. V nasem piipadé je tieba analyzovat navic
jesteé stabilitu numerické metody aplikované na aproximujici problém. Z teorie obycejnych
diferencidlnich rovnic je zndmo, ze analyza linearni stability je uzitecna, je vSak tieba mit
na zreteli jeji omezenou pusobnost. Totéz plati tim spiSe i pro analyzu linearni stability
numerickych metod. Dokonalejsi nastroje pro posuzovani stability numerickych metod pfti
feseni nelinearnich problému vychézeji z teorie nelinearni stability ODR, tim se vSak my
zde zabyvat nebudeme, zdkladni informace k tomuto tématu lze najit napt. v [26].

Priklad 8.2 Uvazujme pocatecni problém
y=y' -y, te(0,2/5), y(0)=4. (8.33)

Diferencidlni rovnice ma dvé konstantni feseni y = 0 a y = 1: zvolime-li pocateéni
podminku y(0) < 0, pak y(t) — 0 pro t — oo, zatimco pro y(0) > 0 dostaneme y(t) — 1
pro t — oo. Zvolime-li § > 0 velmi malé, pak pravd strana y? — y> diferencidlni rovnice
nabyva malych kladnych hodnot, tj. funkce y(¢) velmi pomalu roste a na pomérné dlouhém
intervalu zustavaji jeji hodnoty blizké k 0. Konkrétné pro § = 107 je y(t) < 1072 jesté pro
t = 9900, pak y(t) za¢ina prudce rust a pro ¢t > 10020 je uz y(t) prakticky rovno jedné.

Tuhost tlohy (8.33) posoudime pomoci linedrni stability, viz predchozi odstavec. Apro-
ximujici linedrni problém v bodu (%4, y«) je podle (8.32) tvaru

Yy = Ayy, kde A, =2y, — Syi.

Spektralni polomér o(A,) = |2ya — 3y2|. Pro malé y, ~ 0 je |2y, — 3y2| ~ 0, pro
Yo ~ 1 je viak |2y, — 3y2| ~ 1. Pro t, € (0,9900) je vyraz |2y, — 3y>2|t, charakteri-
zujici tuhost pomérné maly, nejde zde proto o tuhy problém, takze délka kroku se tidi
predevsim presnosti metody. V intervalu (9900;10020) se feSeni prudce méni, to me-
chanismus automatického tizeni délky kroku zachyti a krok zkrati. Duvodem zkraceni
kroku je zde spiSe prudka zména teseni nez narustajici tuhost. Poté, co je feSeni rovno
priblizné jedné, je délka kroku fizena stabilitou. Skutecné, pro t, € (10020,20000) je
1290 — 3y2[(20 000 — t,) = 20000 — t,, pro t, = 10020 dostaneme velké ¢islo 9980 signa-
lizujici tuhost.

Ulohu (8.33) jsme tesili explicitni metodou DP54 (matlabovsky program ode45) a im-
plicitni TR metodou (matlabovsky program ode23t). Oba programy jsme pouzili se stej-
nou presnosti (e, = 1074, g, = 1077).

DP54 je explicitni Rungova-Kuttova metoda fadu 5 s intervalem absolutni stability
(—3,31;0). Délka kroku proto musi splitovat podminku stability 7|2y — 3y?| < 3,31, coz
pro t > 10020 znamena volit 7 = 3,31. TR metoda je A-stabilni metoda tadu 2, takze
tato metoda délku kroku z duvodu stability nijak neomezuje.

Vidime, ze v intervalu (10020, 20 000), kde ptfesné feseni je prakticky rovno 1, je TR-
metoda velmi efektivni, na zdolan{ intervalu (10 020, 20 000) potiebovala jen 8 kroku. Zato
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metoda DP54 na tomto intervalu provedla 3005 kroku délky 7 = 3,31, takze jeji pouziti
rozhodné vhodné neni. U

1r [
0.8F : i
0.6 : 1
0.4} : .
0.2 J .
O ° ° Py Il Il Il Il
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2
4
x 10

Obr. 8.8 Priklad 8.2 feSeny DP54 metodou, cely vypocet

0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12

X 104

Obr. 8.9 Piiklad 8.2 feSeny DP54 metodou, detail

0.8 i
0.6 i

0.4 b
0.2 i

0 1 | 1 ‘ 1 1 1 1
0 02 04 06 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2

X 104

Obr. 8.10 Priklad 8.2 feSseny TR metodou, cely vypocet
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1.0001 | b

0.9999 - 3

0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 11 1.12

X 104

Obr. 8.11. Piiklad 8.2 feseny TR metodou, detail

Vysledky prikladu 8.2 umozinuji vyslovit praktické kritérium, podle néhoz lze vcelku
spolehlivé zjistit, zda uvazovany problém je tuhy.

Charakteristika 5. Jestlize numerickd metoda s omezenou oblasti absolutni stability,
aplikovand na pocdtecni problém, je nucena v jistém intervalu integrace pouZivat krok,
jehoz délka je neprimérenée mald vzhledem k hladkosti presného TeSeni v tomto intervalu,
pak to znamend, Ze problém je v tomto intervalu tuhy.

Velmi zjednoduseny postup feseni pocatecni tlohy, o niz nevime, zda je ¢i neni tuha,
je tedy tento: zkusime tlohu vyftesit presnou explicitni metodou (v MATLABu tieba
programem ode113 zalozenym na Adamsovych formulich tddu 1 az 13) a pokud feSeni
bude trvat prilis dlouho v dusledku volby extrémné kratkych kroku, vypocet prerusime
a zkusime program pro feSeni tuhych tloh (v MATLABu tfeba program odel5s zalozeny
na metodach zpétného derivovani fadu 1 az 5). Pokud prava strana diferencidlni rovnice
neni prilis hladka, je vhodnéjsi pouzit metody nizsich tada, tieba explicitni metodu BS32
(v MATLABu program ode23) a v pripadé neuspéchu A-stabiln{ implicitni metodu, tieba
TR (v MATLABu program ode23t) nebo TR-BDF2 (v MATLABu program ode23tb).

Pokud dopiedu vime, ze problém je resp. neni tuhy, neexperimentujeme zbytecné
a pfimo pouzijeme program urceny pro feseni piislusného typu tuloh.

Chceme-li efektivné vyuzit vSechny moznosti, které nam dostupné programy nabizeji,

je treba se seznamit s jejich vlastnostmi, vybrat spravny program a vhodné nastavit
jeho fidici parametry (v kolekci programu v MATLABu jsou to napfiklad parametry
ovliviujici tizeni délky kroku, vystup vysledki, u implicitnich metod je tfeba urcit zpusob
vypoctu Jacobiho matice pravé strany f, a jsou jesté dalsi parametry, o nichz se lze poucit
z programové dokumentace).
Metody pro feseni tuhych problémi. Pro feseni tuhych problému je tfeba pouzivat
metody s neomezenou oblasti absolutni stability. V Matlabu jsou to metody NDF a BDF
implementované v programu odelb5s, TR metoda implementovand v programu ode23t
a dvé L-stabilni metody fadu 2: TR-BDF2 metoda (jde o kombinaci metod TR a BDF2)
implementovana v programu ode23tb a Rosenbrockova metoda implementovand v pro-
gramu ode23s, podrobnosti viz [32]. Programy ode15s, ode23t a ode23tb vyzaduji feseni
nelinearnich soustav rovnic tvaru

Ynir1 = TV (tny1, Yni1) + 9, (8.34)

kde parametr ~ je charakteristickd konstanta metody a 1) je vektor nezavisly na y, .
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Napiiklad pro TR metodu (8.13) je

Y=2%a Y=y, + s7(tn, y,)

. o . . NPT . (0
Rovnici (8.34) fesime zjednodusenou Newtonovou metodou. Pocateéni aproximaci yill

ziskdame dostatecné presnou extrapolaci z hodnot y,,y,_1,.... Dalsi aproximace yff:f)
ziskdme TeSenim soustav linearnich rovnic
s+1 s s s
=3 (7 =y = 7ot yih) +9 =y (8.35)

kde I je jednotkova matice a J je Jacobiho matice f,(t,+1-k, ¥n+1-%) pro néjaké k > 0

(jedna se tedy o zjednodusenou Newtonovu metodu, pokud by J = fy (¢,1, yfj}rl), slo by
o klasickou Newtonovu metodu). Vypocet organizujeme takto: oznac¢ime

s+1 s s s
G=1-171J, d, = y;:l) — yill, gs = TYE(tnt1, }’LJ)A) +1 — yszJ)rl

a vypocteme nejdiive d, jako feSeni soustavy linearnich rovnic Gdgy = g, a pak dopocitame

yﬁiﬁ) = yﬁﬂl + d,. Je-li prirustek dy dostatecné maly, klademe y,,; = yfffll).

Matice soustavy G obsahuje tii cleny, které se mohou ménit: 7 pii zméné délky kroku,
v pii zméné metody (tfeba ve VSVO implementaci metod zpétného derivovani) a J pii
prepocitani Jacobiho matice. Pokud se zadny z téchto ¢lenti nezméni, zustava matice G
stejna. Toho je tfeba vyuzit: pouze pti zméné G provedeme vypocetné narocny LU rozklad
matice soustavy G = LU, kde L je dolni trojihelnikova matice a U horni trojuhelnikova
matice. V nésledujicich iteracich, kdy se matice soustavy G neméni, provadime vypocetné
nenarocna teseni dvou soustav linearnich rovnic s trojuhelnikovou matici soustavy, tj.
Ld, = g, a pak Ud, = 4.,.

Program, ktery ma pracovat efektivné, musi mit promyslenou strategii, podle niz roz-
LU rozklad matice G. Pouziva se ,konzervativni strategie“: pfepocitani Jacobiho matice
se provede az tehdy, kdyz Newtonova metoda nekonverguje dostatecné rychle, délku kroku
pripadné metodu zménime, az kdyz ocekavany zisk takové akce prevysi naklady spojené
s LU rozkladem.

Jacobiho matici lze zadat presné nebo ji lze spocitat piiblizné numericky (Matlab
uziva funkci odenumjac z privatni knihovny toolboxu matlab\funfun). Pokud je Jacobiho
matice tidka a uzivatel zada pozice jejich nenulovych prvki, vypocet Jacobiho matice
lze znacné urychlit. Do dalsich podrobnosti uz zachazet nebudeme, zajemce odkazujeme
na skvélou monografii [50] a na matlabovskou dokumentaci [32]. Vyznamnym zdrojem
pouceni je studium kodu jednotlivych matlabovskych programu, pfilis snadné ¢teni to
vsak neni.

Program ode23s, zalozeny na implementaci Rosenbrockovy metody, se od zbyvajicich
programu ode15s, ode23t a ode23tb lisi v tom, ze se vyhyba feseni nelinedrnich rovnic.
V kazdém kroku Rosenbrockovy metody je tieba sestavit Jacobiho matici fy (¢,,,y,) a vek-
tor derivaci £,(t,,yn) = {0fi(tn,yn)/0t}L,, provést LU rozklad matice I — y7f, (t,, yn)
a uzitim tohoto rozkladu vyftesit t¥i soustavy linedrnich rovnic, podrobnosti viz [52].

Statistika o ¢innosti matlabovskych programu pro feSseni ODR. Kvalitni pro-
gramy uzivateli vzdy poskytuji informaci o tom, jak dspésné si pfi feseni konkrétniho
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problému pocinaly. V Matlabu se dodavaji tato ¢isla:
pk  pocet uspésnych kroku
pn  pocet neuspésnych kroku
pf pocet vyhodnocenych pravych stran f
pj pocet sestavenych Jacobiho matic J
pr pocet LU rozkladu J = LU
ps pocet TeSenych soustav linedrnich rovnic LUd; = g

Pro ilustraci uvadime

Piiklad 8.3 Robertsontuv problém

yi = _0704 Y1 + 104 Y2Ys3 , yl(o) =1 s
Yy =0,04y; — 100 yoys —3-107y5,  42(0) =0,
Y3 =3-10"y3, y3(0) =0

popisuje koncentrace tii primési v chemické reakci, tj. 0 < y1,v2,y3 < 1, nezavisle
proménnd ¢ je ¢as, blize viz [50]. Jacobiho matice této soustavy je

—0,04 101y 104y,
J=| 004 —10%y; — 6107y, —10%,
0 6- 107y, 0

V case t =0, tj. pro y; = 1, yo = y3 = 0, ma Jacobiho matice vlastni ¢isla {—0,04;0;0}.
Z fyzikalnich uvah plyne, ze y1,5y2 — 0 a y3 — 1 pro t — oo. Vlastni ¢isla Jacobiho
matice pro y; = y2 = 0, y3 = 1, jsou {—10000,04;0;0}. Pii feSeni na intervalu (0, 1010)
je Robertsonuv problém tuhy. O tom se lze ostatné snadno presvédcit experimentalné:
explicitni metody selhavaji, metody pro feSeni tuhych problému zabiraji. Numerickym
vipocttem lze zjistit, Ze jiz pro t > 0,01 je spektrdlni polomér o(J) > 2 - 103, takze
Robertsontuv problém lze povazovat za tuhy jiz na nepomérné kratsim intervalu délky
radove v jednotkéch.

Ulohu jsme fesili dvéma matlabovskymi programy urc¢enymi pro tuhé problémy: pro-
gramem ode23t (TR metoda) a programem odelbs (metody BDFk, k=1,2,....5). Délku
kroku jsme fidili pomoci toleranci e, = 1073, &, = 107°, ¢innost programu ode15s jsme
omerzili tak, aby pracoval jen s BDF metodami fadu 1, 2 a 3. Do nasledujici tabulky jsme
zapsali ,statistiku“ vypoctu, tj. ¢isla pk, pn, pf, pj, pr, ps:

pk pn pf pj pr ps
ode23t | 238 74 794 37 188 644
odelbs | 245 15 504 11 67 458

Z tabulky plyne, ze oba testované programy Robertsonuv problém tspésné vyftesily, pro-
gram odel5s se podle statistiky jevi jako efektivnéjsi.
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9. Obycejné diferencialni rovnice: okrajové tulohy

Okrajovy problém pro soustavu ODR1 spociva v uréeni funkce y(x), kterd v inter-
valu (a, b) spliuje diferencidlni rovnici

y'(z) = f(z,y(z)) (9.1)
a v koncovych bodech intervalu (a, b) vyhovuje okrajové podmince
r(y(a),y(b)) = o. (9.2)

Stejné jako v kapitole 8.1 pfedpokladame, Ze pocet rovnic jakoz i pocet okrajovych
podminek je roven d, tedy

y(@) = (@), (@), wa@)", Y@ = (@) ya(), ., ya())",
f(z,y(z)) = (filz.y(2)), fol@,y(2)),- .. fal@, y(2)))",
r(y(a),y(0) = (r(y(a),y(0)), ra(y(a), (b)), -, raly(a), y(0)))".

Ve specidlnim piipadé, kdyz

r(y(a),y(b)) =y(a) —n =0 mnebo-li y(a)=mn, (9.3)

prechdzi problém (9.1)—(9.2) v pocatecni problém (8.4). Pokud je vsak v podminkach (9.2)
obsazena alespon jedna slozka vektoru y(a) a soucasné také alespon jedna slozka vektoru
y(b), jde o problém okrajovy. Pravé timto piipadem se budeme v dalsim zabyvat.
Podstatny rozdil mezi pocateéni a okrajovou tilohou spociva v tom, ze zatimco feSeni
ulohy s pocatecnimi podminkami existuje a je jediné pro dosti Sirokou tiidu diferencidlnich
rovnic, u okrajové tlohy s velmi jednoduchou diferencialni rovnici je mozné, Ze feseni ne-
existuje nebo naopak, ze feseni je nekonecné mnoho. Tuto skutecnost si ukazme na rovnici

y' =1y, jejiz obecné feseni je y = Ce”.
Odtud plyne, ze pro okrajovou podminku
(1) existuje jediné feseni y = 0,

Y
(b) ey(0) = y(1) existuje nekoneéné mnoho feseni y = C'e”, C' libovolné,
Y )

—~
@)

~—
®

(1) + 1 fteSeni neexistuje.

V kapitole 9.1 ukazeme, jak tesit okrajovy problém pro soustavu ODRI1 metodou
sttelby. V nasledujicich kapitolach pak popiseme tti nejznaméjsi metody feSeni okrajového
problému pro ODR2: v kapitole 9.2 diferenéni metodu, v kapitole 9.3 metodu koneénych
objemu a v kapitole 9.4 metodu koneénych prvk.

217



9.1. Metoda strelby

Metoda stielby je zalozena na numerickém feseni poc¢atecniho problému

y'(x) =f(z,y(x),  vyla)=mn, (9.4)

za omezujici podminky

r(n,y(b)) = o. (9.5)

Nezndma pocéteéni hodnota n je urcéena implicitné rovnici (9.5).

Lichobéznikova metoda. Necht a = 29 < 21 < -+ < xx = b je délen{ intervalu (a, b),
h; = ;11 —x; je délka kroku a h = max; h;. Priblizné feseni y;, 2 = 0,1, ..., N, dostaneme
jako feseni soustavy d(N + 1) rovnic

Yit1 = Yi + %hi[f(xiayi) +f(@ip1,yip), i=0,1,...,N—1, (9.6)
r(yanN) =0.

Soustava (9.6) je obecné nelinedrni. Jeji feseni se obvykle pocita pomoci néjaké varian-
ty Newtonovy metody. Aby nastala konvergence, je tieba dodat dosti dobrou pocatecni
aproximaci yz@ ~y(x;),i=0,1,..., N. Lichobéznikova metoda je fadu 2, tj. je-li funkce
f dostatecné hladka, pro chybu plati

y(z:) —yi = O(h?),

¢imz se mini, ze fadu O(h?) je kazd4 slozka vektoru y(z;) — y;.
Ve specidlnim pripadé, kdyz f(x,y) je linedrni v proménné y a r(u,v) je linedrni
v obou proménnych u i v, bude soustava rovnic (9.6) linedrni. Necht tedy

y = A(r)y +q(v),

(9.7)
B.y(a) + Byy(b) = c.
Soustava (9.6) je pak tvaru
[—I - %th(lﬁz)] yi+ [I - %hiA(xiJrl)] Yit1 = %hz[(l(ﬂfz) +q(@it1)]
BayO + BbyN =C,
kde I je jednotkova matice. Maticovy zéapis této soustavy je
R() SQ Yo Vo
R, S Y1 Vi
: : : = : , (9.8)
Ry-1 S~ YN-1 VN-1
B, B, YN~ C
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kde

Simpsonova metoda. Matlab nabizi pro feSeni okrajového problému (9.1)—(9.2) pro-
gram bvp4c, ktery je zalozen na pouziti Simpsonovy formule

Yit1 =Yi + %hi £ (i, yi) + 4 (12, Yirry2) + £ (@ir1, yis)], 9.9)
kde @iy10 =xi + %hi, Yit1/2 = %(y@ + Yir1) + %hi [f(zi,yi) — £(@it1, yir1)]

Simpsonova formule (9.9) je fadu 4, tj. pro chybu plati
y(z:) =y = O(h*).

Dalsi informace o Simpsonové formuli (9.9) 1ze nacerpat v [51], [26] a také v [32].

V piipadé linedrni ulohy (9.7) fesime soustavu linearnich rovnic (9.8), matice R;, S;
a vektory v; ziskdme z formule (9.9), v niz klademe f(z,y) = A(x)y + q(z). Odvozeni
vzorcu pro R;, S; a v; ponechdvame ctenafi jako cviceni.

9.2. Diferen¢ni metoda

Ve zbytku kapitoly 9 se budeme ptevazné zabyvat linearni ODR2
—[p(@)u'] +q(z)u= fx),  xe(0,0). (9.10)

Predpokladejme, ze funkce p, p/, ¢ i f jsou spojité, dale ze p(z) > py > 0, g(x) > 0,
a uvazujme nejdrive jednoduché okrajové podminky

u(0) = go, (9.11a)
u(l) = gy (9.11b)

Za uvedenych pfredpokladi ma tloha (9.10) - (9.11) jediné feseni.

Uloha (9.10)—(9.11) muze popisovat napiiklad problém tahu-tlaku prutu, tedy prutu
namahaného pouze tahem popiipadé tlakem. V tom pfipadé je u posunuti stfednicové
cary prutu, p = FA, kde E je Younguv modul pruznosti a A je plocha prufezu prutu,
q je mérny odpor podlozi, na némz prut spocivéd, f je intenzita zatizeni a gy a g, jsou
predepsand posunuti koncovych bodu prutu.

Jinou aplikaci, popsanou stejnou rovnici a stejnymi okrajovymi podminkami, je na-
ptiklad staciondrni iloha vedeni tepla v tyci. Pak u je teplota, p je koeficient tepelné
vodivosti, f — qu je intenzita tepelnych zdroju, gg a gy jsou teploty koncovych bodu tyce.

Ulohu (9.10) — (9.11) Ize pieformulovat do tvaru (9.1)-(9.2), staéf polozit

v= ()= (o) = () =00 e

a nasledné tesit metodou stielby, viz kapitola 9.1. My si ale vysvétlime jinou techniku,
znamou jako diferencni metoda (struéné FDM podle anglického finite difference method).
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FDM je klasickéa diskretiza¢ni metoda, zevrubné popsana a analyzovand v celé fadé pub-
likaci, viz napfi. [29], [59].

Necht 0 =z < 21 < -+- < zy = £ je délen{ intervalu (0, /) a h; = z; — z;_; je délka
kroku. Body z; nazyvéme uzly a mnozinu {z;}Y, uzli nazyvdme siti. Pro jednoduchost
se omezime na ekvidistantni déleni, takze h; = h = ¢/N a x; =ih, i =0,1,..., N.

Splnéni rovnice (9.10) budeme vyzadovat pouze ve vnitinich uzlech site, tj.

—@wﬂpm+%m@y:h i=1,2...,N—1, (9.13)

kde ¢; = q(x;) a fi = f(z;). Clen —(pu')’ ’x:x. nahradime diferencnim podilem. Pomoci
oznaceni

Ti—1/2 = Ty — %h, Tit1/2 = Tj + %ha Pi—1/2 = p(9€z’71/2) y Piv1/2 = p(%‘ﬂ/z)

lze priblizné polozit

l - /
NI . p ’z=x¢+1/2 pu }x=zi71/2 - pz’+1/2u'(3?i+1/2) - pi—l/zul(%—l/Q)
—(pu)| _ =— = —
=T h h
w(@i1) — u(z;) u(z;) — u(zi)
Pit1y2 3 — Pi-1/2 h
N h

Uzitim Taylorova rozvoje snadno ovéifme, Ze tato aproximace je fadu O(h?), tj. ze plati

—(pu')” _ —Di—12u(Ti—1) + (Di—1/2 + Pit1/2)u(2:) — Pi1/2u(Tig1) —I—O(h2) . (9.14)

T=x; h2

Po zanedbdani chyby O(h?) tak z (9.14) a (9.13) dostdvame pro priblizné fesenf u; ~ u(z;)
soustavu rovnic

—Pic1/2Wim1 + (Dic1)2 + Pit1/2 + h2q) Wi — Pi12Ui _

12 (9.15)

proit=1,2,..., N — 1. Z okrajovych podminek mame
uo = go , (9.16a)
UN = ge - (9.16b)

To ndm umozni dosadit do prvni rovnice ug = go a ¢len —py 290/ h? pievést na pravou
stranu. Podobné v posledni rovnici polozime uy = g¢ a ¢len —py_1/29¢/ h? prevedeme na
pravou stranu. Matice takto upravené soustavy rovnic (9.15) je t¥idiagonalni, pozitivné
definitni, diagonalné dominantni (pro ¢; > 0 ryze). Tyto vlastnosti zarucuji, ze matice
soustavy je regularni a soustava rovnic ma jediné teseni.

Jsou-li funkce p, ¢ a f dostatecné hladké, pak pro chybu plati

u(z;) —u; = O(h?), (9.17)

presnd formulace a piislusny dukaz viz [59].
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Okrajové podminky s derivaci. Okrajové podminky (9.11) se nazyvaji Dirichletovy.
V aplikacich se objevuji jesté dalsi typy okrajovych podminek. Podminky

p(0)'(0) = agu(0) — Bo, (9.18a)
—p(O)u'(£) = apu(l) — Be (9.18b)

se nazyvaji Newtonovy nebo také Robinovy. Pokud ay = 0 resp. ay = 0, hovotime o Ne-
umannovée okrajové podmince. Aby byla zarucena jednoznacna existence teseni, pred-
poklddejme oy > 0, ay > 0, a pokud uvazujeme okrajové podminky (9.18a) a (9.18b),
pak predpoklddejme navic bud'to ag > 0 nebo ay > 0 nebo g(x) > gy > 0 alesporii na ¢4sti
intervalu (0,¢). Pokud ap = ay = 0 a g(z) = 0 v (0, /), pak tloha (9.10) - (9.18) bud'to
nema Feseni nebo mé nekonecné mnoho feseni. Skutecéné, integraci (9.10) a uzitim (9.18)
dostaneme nutnou podminku existence feseni, tzv. podminku rovnovahy

/ Y ot /
/[f+(pu’)’] dx:/ fdx+pu’}x;0=/ Fda+ o+ =0,
0 0 0

Pokud podminka rovnovahy splnéna neni, feSeni neexistuje. Je-li vSak podminka rovnova-
hy splnéna a u je feSeni, pak je feSenim také funkce u + C, kde C je libovolna konstanta.

Interpretujeme-li Newtonovy okrajové podminky v tloze tahu-tlaku prutu, je pu’
normalova sila, ag, ay jsou tuhosti pruzin v koncovych bodech prutu a Sy, 5, jsou za-
dané sily pusobici na koncich prutu. V tloze stacionarniho vedeni tepla je pu’ tepelny tok,
g, y jsou koeficienty prestupu tepla a Sy, 5, jsou zadané tepelné toky na okrajich tyce.
Tepelné toky se casto uvazuji ve tvaru By = aoug, S = oyuj, kde ug resp. uj je vnéjsi
teplota okolo levého resp. pravého konce tyce.

V pripadé zadané okrajové podminky (9.18a) eventudlné (9.18b) musime sestavit
rovnici umoznujici vypocet neznamé wuy eventualné uy. Ukazme si to tieba pro piipad
predepsané okrajové podminky (9.18a).

Pomuzeme si tak, ze budeme pozadovat, aby rovnice (9.10) platila také v levém
krajnim uzlu xy = 0, tj. aby rovnice (9.13) byla splnéna rovnéz pro i = 0.

Clen —(pu')’ ’m:xo vyjadiime nejdiive pomoci jednostranné diference a pak pomoci
centralni diference a vztahu (9.18a), tj.

u’ —pu/
— Y|, = —- ey Pl +0(h) =

T=I lh
2

_pmw + agu(zo) — Bo

ih

+O(h).

Zanedbame-li chyby, dostaneme rovnici pro neznadmou ug
(p1/2 + hao + $h2qo)ug — p1j2us
2
V piipadé okrajové podminky (9.18b) postupujeme obdobné, tj. pozadujeme splnéni rov-
nice (9.13) také pro i = N, a po tGpravach obdrzime rovnici pro neznamou uy

1 1
— Eﬂo+§f0, (9.19a)

—PN-1/2UN-1 + (PN—1/2 + hoy + %hQQN)UN
12

= %ﬁg + %fN. (9.19b)
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Je-li predepsdna okrajova podminka (9.18a), zapiseme jako prvni rovnici (9.19a), pak
nésleduji rovnice (9.15) pro ¢ = 1,2,..., N — 1, a je-li predepsdna okrajovd podminka
(9.18b), pfipojime jako posledni rovnici (9.19b). Jsou-li predepsény Dirichletovy okrajové
podminky, dosadime gy za ug resp. gy za uy a prislusné ¢leny prevedeme na pravou stranu.
Matice vysledné soustavy rovnic je opét tiidiagonalni, pozitivné definitni a diagonélné
dominantni. I kdyz se pti odvozeni rovnic (9.19) dopoustime chyby tddu O(h), pro chybu
priblizného Feseni plati zase vztah (9.17).

Rovnice s konvekénim ¢lenem. V aplikacich ¢asto vznika potieba tesit ponékud
obecnéjsi rovnici

— [p(2)u = r(2)u] + q(z)u = f(z), x € (0,0). (9.20)

Tato rovnice popisuje napiiklad transport chemické primési v tekutiné. V tom pripadeé
je u koncentrace piimési v tekutiné, r = pv, kde ¢ je hustota tekutiny a v jeji rychlost,
p je koeficient difize a f — qu je intenzita objemového zdroje pfimési. Rovnici (9.20) lze
pouzit také k popisu teplotniho pole v tekutine. Pak u je teplota, r = cov, kde ¢ je tepelna
kapacita, o hustota a v rychlost tekutiny, p je tepelna vodivost a f — qu je intenzita
vnitinich tepelnych zdroju. S ptrihlédnutim k typické fyzikalni interpretaci fikame, ze
—(pu') je difizni clen, (ru)' je konvekéni élen a f — qu je zdrojovy clen.

Pokud jde o okrajové podminky, budeme postupovat takto: ,na vtoku®, tj. bodé x = 0
pro r(0) > 0 resp. v bodé x = ¢ pro r(¢) < 0, muzeme predpoklddat, ze veli¢inu
u(x) zndme, a proto jeji hodnotu predepiSeme prostiednictvim Dirichletovy okrajové
podminky. ,Na vytoku“, tj. bodé x = 0 pro r(0) < 0 resp. v bodé x = ¢ pro r({) > 0,
muzeme zadat jak Dirichletovu tak Newtonovu okrajovou podminku.

V [23] je dokdzéno, ze rovnice (9.20) doplnénd o okrajové podminky ma jediné feseni

vvvvvv

r(z) >0, ag—3r(0) >0, a;+3r()>0.

Jsou-li na obou okrajich x = 0 i x = ¢ predepsany Dirichletovy okrajové podminky, staci
predpokladat

r'(z) >0, x€{0,6). (9.21)

Zadame-li Newtonovu okrajovou podminku jen na vytoku, pak podminka oy — %T’(O) >0
resp. ay + %7“(6) > 0 zFejmeé plati, takze opét staci predpokladat jen (9.21).

Je-li (0) < 0 a r(f) <0, pak levy okraj x = 0 je vytok a pravy okraj x = ¢ je vtok.
Je-li r(0) < 0 a r(¢) > 0, pak oba okraje predstavuji vytok. Je-li r(0) > 0, pak podle
(9.21) také r(¢) > 0, takze x = 0 je vtok a = = (¢ je vytok. Oba konce nemohou byt
vtokem: 7(0) > 0 a r(¢) < 0 neni podle (9.21) mozné.

V dynamice tekutin se ukazuje, Ze v nestlacitelné tekutiné rychlost v = (v, vq, v3)T
spliiuje rovnici kontinuity divv = 0. V jedné dimenzi tedy v' = 0, takze v je konstanta.
Volba konstantni funkce r tedy predstavuje fyzikalné opodstatnénou moznost. Podminka
(9.21) je pro konstantni funkci r trividlné splnéna.
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Vénujme se tedy diskretizaci. Konvekéni ¢len vyjadiime ve vnitinich uzlech pomoci
centralni diference

TUlg = TU

(ru)'],_,. = 2 0 (9.22)

a v koncovych uzlech pomoci jednostranné diference

Tu‘xl/Q - Tu‘xo

h

(T’U)/}x:mo = 1 O(h)>
? (9.23)

TU|IN - Tu‘xz\ulm

(Tu)/}x:zN — lh —+ O(h) .

V (9.22) a (9.23) vyjadiime konvekéni tok ru ve stiedech x;y1/o Usecek (z;,x;41) inter-
polaci jako aritmeticky prumeér hodnot u v koncovych bodech,

PUla,,, , = 5Tivty2lu(@:) + u(zip)] + O(h?), i=0,1,...,N—1. (9.24)

Po zanedbani chybovych ¢lenu v (9.22)—(9.24), obdrzime soustavu rovnic, jejiz tvar vyjad-
fime prostiednictvim diive odvozenych rovnic (9.15) a (9.19) takto: na levou stranu rov-
nice

(9.19a) [371/2(uo + wr) — roug| /v,
(9.15) piidame clen %[THl/Q(ul + Uig1) — ric1y2(Uim1 + w)]/h, (9.25)
(919b) [T’NUN — ETNfl/z(UN—l + UN)} /h

Matice takto vzniklé soustavy rovnic je tiidiagonalni a nesymetricka. Da se ukazat, ze
kdyz

shirol <pija,  3hlrivipe] <pisip, i=0,1,...,N =1,  Ih|ry| < pn_1/2, (9.26)

pak je matice soustavy reguldrni. Pro dostatetné jemné déleni intervalu (0, ¢) bude pod-
minka (9.26) jisté splnéna. Pro chybu opét plati (9.17).

Dominantni konvekce. Podminka (9.26) muze byt zna¢né omezujici v piipade, kdy
konvekéni koeficient vyrazné prevazuje nad koeficientem diftznim, tedy pro |r| > p. Pak
je ucelné vyjadrit konvekéni tok ru ve stiedech ;45 tsecek (x;, x,41) takto:

TiJrl/QU(l'Z‘) + O(h) Pro 7412 Z 0,
_ (9.27)
Tit1/2u(Ti1) + O(h) pro 74172 < 0.

ru Tit1/2

Aproximace (9.27) je z fyzikdlniho hlediska pfirozend: informaci o feSeni v v uzlu ;1o
cerpame ze znalosti feseni proti ,proudu®, proti ,vétru®: pro 7412 > 0 ,fouka zleva®,
proto pouzijeme hodnotu u(z;) v uzlu z; lezicim nalevo od bodu z;44 /2, Pro riy12 < 0
wfoukd zprava“ a proto pouzijeme hodnotu u(z;;1) v uzlu z;4; lezicim napravo od bodu
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Tiy1/2. Jednostrannou aproximaci konvekéniho toku podle (9.27) nazyvame upwind apro-
zimaci. Pomoci oznaceni

at = max(a, 0), a” = min(a,0), kde a je libovolné éislo,

lze (9.27) zapsat v kompaktnim tvaru
Ty, = r;il/zu(xi) + 7 pu@ir1) +O(h), i=0,1,....N—1. (9.28)

Po zanedbani chybovych ¢lent v (9.22), (9.23) a (9.28) obdrzime vyslednou soustavu
rovnic, jejiz tvar vyjadiime prostrednictvim dfive odvozenych rovnic (9.15) a (9.19) takto:
na levou stranu rovnice

(9.19a) [(r) 5 = 0)uo + 17wl /A,
(9.15) piiddme elen < [rf ) pui + 717 puical/h— [0 pui + 1wl /By (9.29)
(9.19b) [—7”;\?71/2’&]\/71 + (rn — Tﬁfl/z)uN]/h'

Matice takto vzniklé soustavy je regularni nezavisle na jemnosti déleni intervalu (0, ¢).
Pro chybu vsak plati jen

u(x;) —u; = O(h). (9.30)

Pro dosazeni presnosti tadu O(h?) je tfeba pouzivat piesnéjsi upwind aproximaci kon-
vekéniho toku, treba

Ul = rz‘trl/z [Suli) — gu(@i-)] T Tiv1y2 [Fu(@ir1) — ju(zis2)] + O(R?), (9.28))
i=0,1,...,N — 1, kde u(z_1) := 2u(xo) — u(xy), u(zyni1) = 2u(zy) — u(zyn_1).
Priklad 9.1. Zabyvejme se feSenim modelové tlohy

—eu"+u' =0 pro ze(0,1), u(0)=0, u(l)=1,
kde € > 0 je konstanta. Presné teSeni

1 enle

1 —elle

u(x)

je rostouci funkce.
Diskretizaci konvekéniho ¢lenu pomoci centrélni diference (9.259), tj. pomoci druhého
vztahu v (9.25), dostaneme rovnici

Uipr — 2U; + Ujm1 | Ui — Uiy
—€ +

h? 2h

=0,
kterou lze pii oznaceni k := h/e zapsat ekvivalentné ve tvaru

—(14 3R)ui1 +2u; — (1 — 3K)uipr = 0.
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Pro k = 2 dostaneme wu; = wu;_1, takze teSeni je u; = 0 proi < N auy = 1. Pro k # 2
snadnym vypoctem ovérime, ze diferenéni rovnici vyhovuje feseni

2—1—/{]i

ui201+02[
2—kK

kde C7 a (5 jsou konstanty, které uréime z okrajovych podminek. Pro x > 2 pfiblizné
feSeni u; osciluje okolo C}, coz je v rozporu s chovanim presného feseni u, rostouci po-
sloupnost {u;}¥, dostaneme jen pro |k| < 2, coz je podminka (9.26) pro p=¢, r = 1.

Nasi modelovou tulohu vytesime také upwind technikou. Konvekéni ¢len nahradime
levostrannou diferenci podle (9.29;) a dostaneme rovnici

o Ui~ 20 +uimy U — Ui

h2 oo

Diferen¢ni rovnici vyhovuje feseni
U; = Cl + 02(1 + /‘i)i,

které je rostouci nezavisle na velikosti k. [

1 T 1 5|
0.8} ;
| 08 L
0.6}
I m
0.4 5 06l
5 0.2 it J 5 i
a B S i H
s PP N e S 0.4 i
wovs i :
-0.2F e :
a F 0.2t H
0.4+ s H
i R
-0.6} &) :
0 0.2 04 06 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Obr. 9.1. e = Wlov N =11, vlevo centrélni diference, vpravo upwind aproximace

9.3. Metoda koneénych objemu

(strucné FVM podle anglického finite volume method) se pouziva predevsim pro feseni
problému proudéni ve vice prostorovych proménnych, napi. viz [57], [16]. Princip této
metody vSak lze objasnit i pro jednodimenziondalni tlohu popsanou diferencidlni rovnici
(9.20) a okrajovymi podminkami (9.11) a (9.0).

Ke kazdému uzlu z; pfitadime konecény objem B; (struéné buriku) takto: pro vnitini
uzly By = (%i—1)2,Tip12) , @ = 1,2,...,N — 1, a pro koncové uzly By = (0,z12),
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By = (xn_1)2,{). Ztejme (0,0) = UY, B;. Integraci rovnice (9.20) pres buiiku B; dosta-
neme bilancéni rovnict

/Bi—[PU'—TU]'der/Biqudx:/Bifdx. (9.31)

Ptredpokladejme nejdiive, ze B; ptislusi vnitinimu uzlu. Pak dostaneme
, w=2i41 )0 Tiy1/2 Tit1/2
—[pu’ — rula=z" ), + / qudr = / fdx. (9.32)
Ti—1/2 Ti-1/2

Difizni tok aproximujeme pomoci centralni diference,

U\T;) — U\T;— .
pi_l/gul(l‘i_l/g) = pi_l/g ( ) A ( 1) + O(hz), 1 = 1,2, ceey N — 1, (933)

a konvekéni tok aproximujeme pomoci centrélni aproximace (9.24) resp. upwind aproxi-
mace (9.28). Integraly v rovnici (9.32) spocteme obdélnikovou formuli,

Tiy1/2 Tit1/2
[ auds=hgatwy 00, [ ras = s o)

Ti-1/2 Ti—1/2

Zanedbdme-li chyby, dostaneme aproximaci bilanéni rovnice (9.32) ve tvaru (9.255) resp.
(9.29,).

Je-li v koncovém bodé z = 0 resp. z = ¢ predepsana Newtonova okrajova podminka
(9.18a) resp. (9.18b), je tieba uvazit bilanéni rovnici (9.31) také pro bunku By resp. By.
Tak napiiklad pro bunku By mame

( , v=21 /2 T1/2 B T1/2
—(pu' — ru)}m:xo + qudzx = fdx.

o zo

Diftizni tok v bodé x;/, aproximujeme centralni diferenci (9.33), konvekéni tok v bodé
1/ aproximujeme pomoci (9.24) resp. (9.28), ¢len p(0)u/(0) vyjadifme pomoci okrajové
podminky (9.18a) a integraly spocteme levostrannou obdélnikovou formuli,

T1/2 T1/2
/ / qudz = hqou(z) + O(R?), / / fdz=1nfo+O(R%).
o xo
Zanedbame-li chyby, dostaneme rovnici (9.251) resp. (9.29;). Rovnici (9.253) resp. (9.293)
odvodime obdobné z bilanéni rovnice (9.31) zapsané pro bunku By.

Metodou konec¢nych objemu jsme tedy dostali stejné rovnice jako rovnice odvozené me-
todou diferenc¢ni. Prednosti metody koneénych objemu ve srovnani s metodou diferenéni
vyniknou az pti feSeni parcialnich diferencialnich rovnic ve vice prostorovych proménnych.

9.4. Metoda konec¢nych prvku

Nejuniverzalnéjsi metodou diskretizace okrajovych tloh je metoda konecénych prvku
(struéné FEM podle anglického finite element method, cesky MKP). V ilohach mechaniky
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pevné faze je to jednoznacné nejpouzivanéjsi metoda. I kdyz prednosti MKP lze plné ocenit
teprve u uloh ve dvou a tfech prostorovych proménnych, podstatu metody lze objasnit
i na jednodimenzionélni tloze. Z fady publikaci vénovanych MKP zminme napi. [18],
61], [5].

Vychodiskem pro diskretizaci metodou koneénych prvku je slaba formulace okrajové
tlohy. Proto si ted ukdzeme, jak z klasické formulace (9.20), (9.11), (9.18) formulaci slabou
dostaneme. Nejdiive zavedeme nasledujici

Oznaceni. Symbolem C(0, /) budeme znacit prostor vSech funkci, které jsou v intervalu
(0,¢) spojité, a symbolem C*(0,¢) pak prostor vsech funkei, které jsou v intervalu (0, ¢)
spojité spolu se svymi derivacemi az do fadu k véetné (C podle anglického continuous).

Rikdme, ze bod @ je pro funkci f (x) bodem mnespojitosti prunitho druhu, existuje-li
v a konetnd limita zprava i zleva [oznacme tyto limity f(a + 0) resp. f(a — 0)] a je-li
f(a+0) # fla—0).

Funkce f(z) definovand v intervalu (0, £) se nazyva po ¢édstech spojitd v intervalu (0, 0),
je-li v (0,¢) spojita s vyjimkou kone¢ného poc¢tu bodu, v nichz mé nespojitost prvniho
druhu.

Prostor funkei po ¢dstech spojitych v intervalu (0,¢) oznacime PC(0,¢) (PC podle
anglického piecewise continuous). Symbolem PC*(0, £) zna¢ime prostor funkef, které jsou
v intervalu (0, £) spojité spolu se svymi derivacemi az do Fadu k — 1 véetné, a jejichz k-ta
derivace je v intervalu (0, ¢) po ¢dstech spojité.

V dalsim budeme pouzivat zejména prostor C1(0, ¢) funkei, které jsou v intervalu (0, £)
spojité spolu se svou prvni derivaci, a prostor PC'(0, £) funkci, které jsou v intervalu (0, £)
spojité a maji v ném po c¢astech spojitou prvni derivaci.

Slab4 formulace. Za¢neme tim, Ze zavedeme pojem testovaci funkce: funkci v € C*(0, £)
nazveme testovaci, jestlize v = 0 v tom krajnim bodé intervalu (0, £), v némz je predepsana
Dirichletova okrajova podminka. Pro konkrétnost se omezime na okrajové podminky
(9.11a) a (9.18b), takze testovaci funkce v spliuje v(0) = 0. Nasobme rovnici (9.10)

testovaci funkef v a integrujme pies (0, £). Integraci per-partes ¢lenu fog[—(pu’ —ru)]vdz
a naslednym uzitim okrajové podminky (9.18b) a vztahu v(0) = 0 obdrzime

Y/ Y/
[ goto= [ Fut =y + oz =~ - ron ot
0 0

¢ ¢
—I—/O [(pu' — ru)v" + quv] dz = [apu(l) — By + r(O)u(l) Ju(f) + /0 [(pu' — ru)v’ + quo] dz.

Odvodili jsme tedy, ze Feseni u tlohy (9.10), (9.11a) a (9.18b) musi spliiovat kromé
Dirichletovy okrajové podminky u(0) = gy také rovnost

¢ ¢
/0 [(pu' — ru)v’ + quv| dz + [y + r(0)]u(f)v(l) = /0 fodx + B () (9.34)

pro kazdou funkci v € C1(0,¢), v(0) = 0. Okrajovd podminka (9.18b) Newtonova typu,
kterd se stala soucésti integralni rovnice (9.34) a je tak automaticky splnéna, se nazyva
prirozenou okrajovou podminkou. Dirichletovu okrajovou podminku (9.11a), kterd soucasti
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rovnice (9.34) neni a jejiz explicitni splnéni proto musime vyzadovat, nazyvame podstatnou
nebo také hlavni okrajovou podminkou. Rovnice (9.34) je dobie definovéna i v pripadé,
kdy funkce u a v jsou z prostoru X = PC'(0, £). Testovaci funkce pak volime z prostoru
V = {v € X|v(0) = 0} testovacich funkci a teseni u z mnoziny W = {v € X|v(0) = go}
pripustnych reseni. Dale oznacime

a(u,v) = /o [(pu’ — ru)v’ + quv] dx + [ap + r(€)]u(€)v(0),

Z (9.35)
L(v) = / fodz + Bev(0).
0
Pak tdlohu
najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv eV (9.36)

nazyvéme slabou formulaci problému (9.10), (9.11a), (9.18b). Resent tlohy (9.36) nazveme
slabym resenim. Slaba formulace je obecnéjsi nez formulace klasickd, nebot klade nizsi
naroky na hladkost dat:

klasické formulace: p,r € C{0,£),q, f € C{0,¢), (9.37a)

slaba formulace: p,1,q, f € PC(0,¢). (9.37b)
Jestlize p, 1’ q, f € PC{0,0), p > po >0, ¢+ %T’ >0, ap+ %T(f) > 0, pak uloha (9.36) m&
jediné slabé teseni, viz [23].

Ukézali jsme si, ze klasické teseni je vzdy také feseni slabé, viz odvozeni rovnice (9.34).
Opak obecné neplati, tj. slabé feseni nemusi byt feseni klasické. Jsou-li vSak funkce p, r,
q a f dostatetné hladké, konkrétné plati-li podminky (9.37a), pak lze dokazat, ze slabé
feseni u € C*(0, () je tesen{ klasické.

Slaba formulace ma v loze tahu-tlaku prutu (kdy r = 0) vyznam principu virtudlnich
posunuti a samotné testovaci funkce v € V' maji vyznam virtualnich posunuti du pripust-

nych feSeni u € W. Slabd formulace je tedy zcela piirozena, nebot konkrétné pro tilohu
tahu—tlaku prutu popisuje zakladni fyzikalni zdkon mechaniky kontinua.

Slaba formulace pro viechny kombinace okrajovych podminek. Uvedme si tvar
V, W, a(u,v) a L(v) pro véechny mozné kombinace okrajovych podminek.

(DD) Okrajové podminky (9.11a), (9.11b)

V={veX|v)=v{l)=0}, W={veX|v0)= g v(l)=ge}, (9.38-DD)
¢ ¢
a(u,v) = /0 [(pu' — ru)v’ + quv]dx, L(v) = /0 fodz.

(DN) Okrajové podminky (9.11a), (9.18b)

V={veX|v)=0}, W={veX|v0)=go}, (9.38-DN)
¢ ¢
a(u,v) = /0 [(pu' — ru)v” + quo]dz + [ag + r(O)]u(f)v(¢), L(v) = /0 fvdz + ().
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(ND) Okrajové podminky (9.18a), (9.11b)
V={veX|vl)=0}, W={veX|v(l)=gd, (9.38-ND)

¢ ¢
a(u,v) = /0 [(pu" — ru)v’ + quu] dx + [ag — r(0)]u(0)v(0), L(v) = /0 fodx + Byv(0).

(NN) Okrajové podminky (9.18a), (9.18b)
V=X W=X, (9.38-NN)

¢
a(u,v) = /0 [(pu’ — ru)v’ + quv| dz + [ — 7(0)]u(0)v(0) + [ + 7(€)]u(€)v(f),

0
L(v) = / Foda + Byu(0) + Bro(6).

Ve vsech ctyfech pripadech je zarucena jednoznacnd existence slabého feseni tlohy (9.36),
pOkUd p,T’,q,f € PC<07£>7 p > Do > 07 q -+ %T/ > Oa Qo — %T(O) > 07 Qy + %T(f) >0

V pifpadé dlohy (9.38-NN) je tfeba navic predpokladat ag—37(0) > 0 nebo ay+37(¢) > 0

nebo ¢ + 11’ > gy > 0 alespon na &ésti (0, ), viz [23].

Diskretizace uzitim linedrniho prvku. Na intervalu (0, ¢) zvolime déleni 0 = z( <
x1 < --- < xy = £ a na kazdé tsecce (r;_1,x;) délky h; = x; — x;_1 hleddme ptiblizné
feseni U(x) ve tvaru linedrniho polynomu prochézejictho body [z;_1,u;—1] a [x;, u;], takze
T — T . T — Ti—1

o w;(r) = B

Funkce U(x) je tedy na celém intervalu (0, ¢) spojitou po cdstech linedrni funkci uréenou
predpisem

U(zr) = Uimywi—i(x) + Uswi(x), kde w;_y(x) =

Ulz) = Z Usw;(z), (9.39)

kde w;(x) se jsou tzv. bazové funkce, linearni na kazdé visecce (ry_1,xy) a takové, ze

w;(x;) = {

1 pro 7 = 7,
0 pro i # j.

0= 1 Ti1 T Tit1 TN-1 xy =1

Obr. 9.2. Linearni Lagrangeovy bazové funkce
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Usecku (xi—1,7;), na které je definovdna linedrni funkce urcend svymi hodnotami
U;_1 resp. U; v uzlech x; 1 resp. x;, nazyvame Lagrangeovym linedrnim prvkem nebo
také Lagrangeovym linedrnim elementem. Délku nejvétsiho dilku délent {z;}Y, oznacime
jako h, tj. h = maxj<;<y h;. Necht X, je prostor vSech spojitych po ¢dstech linedrnich
funkef tvaru SN ©uw(z), kde {©;}Y, jsou libovolnd redlnd cisla. Ziejme X;, C X.
Necht Vj, = VN X}, a W), = W N X,. Pak piiblizné feseni U, tzv. MKP resend, obdrzime
z diskrétni slabé formulace

najit U € W), splaujici a,(U,v) = Lp(v) VYo € V. (9.40)

Ptitom index h v a, (U, v) resp. Ly (v) znaci, Ze integral f(f[(pU’ —7r)v' +qUv]dz v a(U,v)
resp. fog fvdz v L(v) pocitame numericky kvadraturni formuli fadu alespon jedna.

V dalsim budeme pro konkrétnost uvazovat slabou formulaci (9.38-NN). Oznacime-li
Q'() priblizné spoctenou hodnotu f;’_l pdx, je

i

ap(U,v) = Z Q' ([pU" — rUW + qUv) + [y — 7(0)]U (o) v (o) + [ag + r(O)]U (w0)v (),

La(v) = Y _ Q'(fv) + Bov(wo) + frv(aw) (9.41)

Necht v(z) = 32V ©;w;(x) € Vi, je libovolnd testovaci funkee (tj. ©; = v(z;) je libovolné
¢islo) a U(z) = ijzo Ajw;(x) je MKP feSeni (tj. A; = U(z;)). Pak z (9.40) pro tlohu
(9.38-NN) plyne

N N N
0=a,(U,v) — Lp(v) = ap, (Z Ajw;, Z @iwi> — Ly, (Z @iwi> =
=0 i=0 i=0
N N (9.42)
=0

Zah(wj,wi)Aj - Lh(wi)] = 0" [KA - F],

J=0

O;

i

kde 0 = (@0,@1, c. .,@N)T, K = {k’z‘j}N pro kij = ah(wj,wi), A = (AQ,Al, .. .,AN)T

i,j=0
aF = (Fy, Fy,...,Fn)T pro Fy = Ly, (w;). Protoze 0 je libovolny vektor, musi platit

KA =F. (9.43)

Matice K byva oznacovana jako matice tuhosti a vektor F jako vektor zatiZeni. Toto po-
jmenovani pochazi z prvnich aplikaci MKP v pruznosti a stalo se univerzalnim oznacenim
pro matici soustavy a pro vektor pravé strany v soustavé rovnic vzniklé diskretizaci
jakékoliv tlohy MKP.

Soustavu rovnic (9.43) sestavime pomoci tzv. elementdrnich matic tuhosti K' a ele-
mentdrnich vektori zatizeni F* ptislusnych elementum (z;_1,z;), i =1,2,..., N. Pomoci
obdélnikové formule vyjadiime

A=A 10, -0,
h; h;

Q' (pU"') =hipi_1y2 = [0)]TK" A",
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kde

i (©i i1 Pi-1)2 1 -1 i (A
9_<@ ) 1<__m(_1 1)a/A_(& |

Znovu pomoci obdélnikové formule dostaneme

A+ A 10, -0
2 hi

Qi(—r UU/) = — hﬂ"i_l/g = [OZ]TKZQAZ,

kde

, 1 1
i2
K2 = %r“p( . 1).

Daéle pomoci lichobéznikové formule obdrzime

Q'(qUv) = 3hi(qii1©i1Ai_1 + :6,4;) = [0]TKP A’

i3 _ 1y (%1 0
K_wm<0 %)

a polozime K = K*' +K?2+K?®. Nakonec, opét pomoci lichobéznikové formule, dostaneme

kde

Q'(fv) = 3hi(fi-1©i1 + :0:) = [0]'F', kde F'=3h, (f;nl> :

7 rovnice

0= an(U,v) — Ly(v) =

= Z Q' ([pU’ — rUW + qUv) + [og — ()] U (20)v(20) + [cre + r(xN)]U(xN)v(xN)] -

N

Z Q' (fv) + Bov(mo) + Bev(zn) | =

= > [0 [K'A" = F'] + O[(ag — 70| A0 — Bo] + On[(ar +rn)An — B

(2
a z rovnice (9.42) tak dostaneme rovnost

N
0" KA —F] =) [0 [K'A" - F']+ (9.44)
i=1
Ool(cao — 10) Ao — Bo] + On[(ar + 7n) AN — Bil,
z niZ plyne postup, jak pomoci elementarnich matic K* = {k 3,5»:17 elementarnich vek-
torit F! = (Fi, F)T a ¢isel ag, 10, Bo, o, TN, B¢ sestavit globalni matici K a globélni
vektor F:
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ki ki, + k2, | K2, o Fy+ F?
k3, | k2, +K | ... F2+F}
SN EN | ED FN71 4 FN

kN | kS ot || FEY+ 5

Tab 9.1: Matice soustavy K a vektor pravé strany F.

staci srovnat ¢leny se stejnymi indexy u parametru © a A (pro uréeni prvku matice K)
nebo jen u parametru © (pro urceni prvku vektoru F) na levé a na pravé strané rovnice
(9.44). Struktura matice soustavy K a vektoru pravé strany F je patrné z tabulky 2.1.
Pro ekvidistantni déleni je vyslednd soustava rovnic (9.43) stejnd jako soustava rovnic
(9.25), kterou jsme odvodili diferen¢ni metodou.
Vypocet probihd podle nasledujiciho algoritmu:

1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Postupné prochazime jednotlivé prvky (z;_1,z;), i = 1,2,..., N, na kazdém z nich

vypocteme elementdrn{ matici K* = {k’ }?._, a elementérni vektor F* = {F'}2_,

2

a koeficienty k'  resp. F! piicteme k odpovidajicim prvkum matice K resp. vektoru
F v souladu s tabulkou 9.1.

3) Matici K a vektor F modifikujeme podle uvazovanych okrajovych podminek:

a)

Je-li v levém krajnim bodé predepsana Dirichletova okrajové podminka (9.11a),
odstranime prvni fadek matice K a prvni tadek vektoru F, pak od pravé strany
odec¢teme prvni sloupec matice K nasobeny predepsanou hodnotou gy a nako-
nec vynechame také prvni sloupec matice K.

Je-li v levém krajnim bodé predepsana Newtonova okrajovd podminka (9.18a),
pricteme k prvku v levém hornim rohu matice K ¢éislo ag — 79 a k prvnimu
prvku vektoru F pricteme cislo .

Je-li v pravém krajnim bodeé predepsana Dirichletova okrajova podminka (9.11b),
odstranime posledni fadek matice K a posledni fadek vektoru F, pak od pravé
strany odecteme posledni sloupec matice K nasobeny predepsanou hodnotou
ge a nakonec vynechame také posledni sloupec matice K.

Je-li v pravém krajnim bodé predepsana Newtonova okrajova podminka (9.18b),
pricteme k prvku v pravém dolnim rohu matice K ¢islo oy 47y a k poslednimu
prvku vektoru F pri¢teme cislo S,.

4) Vytesime soustavu linedrnich rovnic Ku = F. Podle zvolenych okrajovych podminek
tak ziskame
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Uy, Us, ..., uy—1)T v pifpadé okrajovych podminek (9.11a), (9.11b),

(9.18b),
, (9.11b),
(9.18Db)

( (

= (uy,ug,...,un)’ v pifpadé okrajovych podminek (9.11a),
( (
(ug, u1,...,uy)t v piipadé okrajovych podminek (9.18a), (9.18b).

)
)
Ug, Uty - . - ,uN_l)T v piipadé okrajovych podminek (9.18a)
)

Pro chybu u — U a jeji derivaci plati za predpokladu u € C?(0, ¢) odhad
u—U=O0(h?), u' — U =O0(h). (9.45)

Dominantni konvekce. Upwind aproximaci konvekéniho ¢lenu dostaneme z modifiko-
vané rovnosti (9.40), a sice

najit U € W), splaujici ap (U, v) + cp(U,v) = Ly(v) Yo € Vj, (9.40”)
kde ¢len
N
an(U) => Q (&UY), 6 = thilow], (9.46)
i=1

reprezentuje tzv. umélou difiizi. Vhodnou volbou koeficientt {o;}Y; ovliviiujeme velikost

dodané umelé diftize. Rovnost (9.407) dostaneme z rovnosti (9.40) tak, Ze v ni nahradime

Jdiftzni clen* 32N Qi (pU'v') clenem SN, Q' ([p+8]U"'), tj. na prvku (2, y, x;) priddme
k difuzi p umeélou difuzi §;. Pomoci obdélnikové formule dostaneme

Q' (3h|or|UY) = [07]" KA, (9.47)
kde

. 1 -1
KZ4 — %|Uiri71/2| (_1 1) . (948)

Polozime K' = K" + K + K + K“ a soustavu rovnic sestavime podle tabulky 2.1.
Pro ekvidistantni déleni a o; = 1,7 =1,2,..., N, dostaneme rovnice (9.29). Ovéite! Pro
chybu v tom piipadé plati pouze

u—U = O0(h). (9.49)

Kdyz p, r jsou konstanty, ¢ = f = 0, okrajové podminky jsou Dirichletovy, viz (9.11),
a déleni je ekvidistantni, pak pro

1 h
o =0 =cothk — —, kde k= r—, (9.50)
K 2p
dostaneme piesné fesent, viz [13]. Cislo & je zndmo jako lokdini Pecletovo ¢islo. Snadno
ovéiime, ze funkce o(k) je rostouci, lim o(k) = —1, lir%a(m) =0, lim o(k) = 1. To
K——00 K—r K— 00

je zéddouci chovéni: pro dominantni konvekci |o| — 1, tj. dostaneme ¢isty upwind, a pro
dominantni diftzi |o| — 0, tj. dostaneme standardni schéma bez umeélé difize.
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Proto 1ze doporucit univerzalni volbu

1 i— hz
0; = cothk;, — —, kde k; = Tim1/2%

- Ci=1,2,... N, 9.51
Ki 2pi_1/2 (9:51)

ktera je vhodnd pro kazdou konvekéné-difizni ilohu, nezavisle na tom, zda je konvekce
dominantni ¢i nikoliv.

Priklad 9.3. Uvazujme konvekéné diftizni tlohu
—u' + (r(x)u) =z(5—=z), xe€(0,5),
w(0) =0, o'(5)+100(u(5) —2) =0,

pricemz

o { r <25,
V01 P a>25.

Reseni ziskané MKP pro N = 20 je zakresleno na obrézku 9.3. Cervend kiivka zobrazuje
feseni spoctené programem bvp4c s vysokou presnosti, tedy prakticky presné feseni. Zelené
¢tverecky zobrazuji numerické feseni, vlevo bez umélé diftize, tj. kdyz K = O, vpravo
s umélou diftzi, viz (9.48), (9.49) a (9.51). Pro K = O a N > 75 dostaneme numerické
feseni bez oscilaci, jak lze experimentalné ovérit. Kriticka hodnota N = 75 je v souladu
s podminkami (9.26) prop=1,r=30a h =5/N:

1 1 5
—rh <p, tedy =30— <1, takze N > 75. O
gt = by MY 598N
40} 40f
35t
30t
30t
20+ o5t
3 10 ® = 20f
| : 15f
0y 10]
é Ozry:—WJl:J
-20 . . . : : : .
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

Obr. 9.3. N = 20, vlevo bez umélé diftize, vpravo s umélou difizi.
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10. Parcialni diferencialni rovnice

Parcidlni diferencidlni rovnice (struéné PDR) vyjadiuje vztah mezi funkei nékolika
proménnych a jejimi parcialnimi derivacemi. Parcidlni rovnice a jejich soustavy jsou ma-
tematickym modelem mnoha technickych tloh. Cetné modely byly vytvofeny jiz v minu-
lych staletich, jejich praktické feSeni vSak umoznily teprve vykonné pocitace. Prostiedky
klasické matematické analyzy se zkouma existence, jednoznacnost, hladkost a dalsi vlast-
nosti feseni v zdvislosti na koeficientech rovnice, okrajovych a pocatecnich podminkach
a na oblasti, ve které ma byt rovnice splnéna. Tuto oblast budeme standardné znacit
symbolem 2. Pro nékteré jednodussi ulohy lze témito prosttedky najit i presné feseni,
casto ve tvaru nekonecné rady. Prevaznou vétsinu téchto tloh vsak dovedeme tesit pouze
priblizné, numericky.

Oznaceni eliptické, parabolické nebo hyperbolické ziskaly PDR na zdkladé formalni
podobnosti s rovnicemi kuzelosecek. Staciondrni ilohy jsou na ¢ase nezavislé, tilohy ne-
stactondrni na case zaviseji. K jednoznacnému urceni feseni nestaci samotna diferencialni
rovnice, je nutno zadat jesté okrajové podminky a u nestacionarnich loh také pocatecni
podminky. Ve tifech nasledujicich kapitolach uvedeme nejjednodussi rovnice druhého fadu.
Omezime se pritom na PDR ve dvou proménnych, tj. ve stacionarnim piipadé jde o tlohu
ve dvou prostorovych proménnych z, y a v nestaciondrnim piipadé se uvazuji ulohy s je-
dinou prostorovou proménnou x, druhou proménnou je cas t.

Diskretizaci v prostorovych proménnych provedeme pomoci diferencni metody, metody
kone¢nych objemu a metody koneénych prvkia. Metoda konecénych prvki jednoznacné
dominuje pfi feseni problému mechaniky pevné faze, zatimco pro proudéni tekutin se vice
pouzivaji programy pracujici na bazi metody konec¢nych objem.

Nékolik pojmiti. Uzdvér mnoziny M € RY je sjednocenim bodu mnoziny M a bodu
lezicich na jeji hranici OM. Uzévér M znacime M, tj. M = M U OM.

Oblasti rozumime otevienou souvislou mnozinu v R<.

Necht €2 je oblast. Prostor funkei, které jsou v 2 spojité spolu se svymi derivacemi az
do tadu k, znacime C*(€)). Prostor CO(Q) funkci spojitych v Q znacime struéné C(Q).

Rekneme, ze funkce u je v © po Eéstech spojité, Jesthze Q je sjednocenim uzavéra
konecného poétu navzajem disjunktnich podoblasti, tj. Q = [JQ;, Q; N Q; =0 proi#j,
a jestlize u je na kazdé z podoblasti 2; spojita a spojité prodlouzitelna az do hranice, tj.
existuje spojita funkce u; € C(€;) s vlastnosti 4; = u; v ;. Prostor po éastech spojitych
funkef znaéime PC(2). Symbolem PC*(Q) znaéfme prostor funkef, které jsou v oblasti 2
spojité spolu se vSemi svymi derivacemi az do fadu k—1 véetné a jejichz k-té derivace jsou
po ¢éstech spojité. Tak tieba PC(Q) je prostor funkei, které jsou v Q spojité a jejichz
prvni derivace jsou v €2 po ¢astech spojité.

Definici funkce spojité a funkce po ¢astech spojité na hranici lze prostiednictvim para-
metrického vyjadreni hranice ptevést na definici funkce spojité a funkce po ¢astech spojité
na usecce, viz kapitola 9.4. Pokud jde o znaceni, tak tireba PC(I'y) je prostor po ¢astech
spojitych funkci na casti I'y C 9€) hranice oblasti €.
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10.1. Uloha eliptického typu

10.1.1. Formulace tulohy

Bud Q omezend oblast v R2. O hranici I' = 0 oblasti Q predpokladejme, ze je
sjednocenim uzivéru dvou navzdjem disjunktnich ¢dsti 'y a Ty, tj. I' = T Uy, [Ny = 0.
Dale n = (ny,n9)" necht je jednotkovij vektor vnéjsi normdly hranice a

ou n. v ou n ou

—=n-Vu=n;— +ng—

on Y ox 2 oy
je derivace ve smeéru vnéjsi normaly.

Necht p(x,y) > po > 0, q(z,y) >0, f(z,y), g(z,y), ax,y) > 0 a f(x,y) jsou dané
funkce. Nasim tikolem je uréit funkei u(z, y), kterd uvnitt Q2 vyhovuje diferencidlni rovnici

0 ou 0 du
_Z =) - = - = Q 10.1
5 <p(93, y)ax> o <p(x, y) ay> +alz,y)u=flz,y)  vQ, (10.1)
na hranici I'; splnuje Dirichletovu okrajovou podminku

u=g(x,y) na I['y, (10.2)

a na hranici I'y splnuje Newtonovu okrajovou podminku

—p(z, y)g—z =a(z,y)u—B(z,y) nals. (10.3)

Je-li v (10.3) a = 0, dostaneme Neumannovu okrajovou podminku.
V pripadé, ze p je konstanta a ¢ = 0, délime rovnici (10.1) ¢islem p a vznikne Poisso-
nova rovnice

—Au = f(z,y) vQ, (10.4)
kde Laplacetiv operdtor A aplikovany na funkci u je

Pu O*u

Au=—+ —.
“ 8x2+8y2

Rovnice Au = 0 se nazyva Laplaceva rovnice.

Fyzikalni vyznam. Ulohu (10.1) - (10.3) mizeme interpretovat jako staciondrni vedeni
tepla v nekonecném hranolu o prutezu ). Pak u je teplota, p tepelna vodivost, —pVu je
tepelny tok, q je mérny tepelny odpor, f je intenzita vnitinich tepelnych zdroju, okrajova
podminka (10.2) predepisuje teplotu na povrchu a v okrajové podmince (10.3) je —p du/0On
tepelny tok ve sméru vnéjsi normaly, « je koeficient pfestupu tepla a [ je predepsany
tepelny tok.

Poissonova rovnice s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou u = 0 vyjadiuje
napft. prihyb membrany upevnéné na okraji a zatizené tlakem tmeérnym funkci f.

Laplaceova rovnice s Neumannovou okrajovou podminkou popisuje napi. potencidlni
proudéni: u je potencial vektoru rychlosti v = (vy,v2)7, kde v; = Ou/0x, vo = Ou/dy.
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Rovnice 0 = Au = divv = 0 je zndma jako podminka nestlacitelnosti. Neumannova
okrajova podminka Ou/0n = v-n = [ predepisuje normalovou slozku rychlosti v, = v-n.
Pomoci Gauss-Ostrogradského véty, viz napt. [44],

/divvdxdy:/ V~ndS:/ %dS:/ £dS =0,
9) o0 a0 On o0

dostavame nutnou podminku existence feseni. Potencial u neni urcen jednoznacné: je-li u
feSeni, je také u+ C TeSeni, kde C' je libovolna konstanta. Rychlost v vsak uz jednoznacné
urcena je.

Existence a jednoznacnost reSeni. Podminky zarucujici existenci a jednoznacnost
klasického Fesenf u € C2%(Q) problému (10.1)-(10.3) jsou komplikované a proto je zde
uvadét nebudeme. V praktickych aplikacich vysta¢ime s existenci tzv. slabého resent,
které existuje za podminek v aplikacich bézné splnénych.

V dalsim budeme ptedpokladat, ze €2 je mnohothelnik, p > pg > 0, ¢ > 0, f jsou po
castech spojité v €2, g je spojitd na I'y, a > 0, 8 jsou po ¢astech spojité na I's, a pokud
' = T'y, pak budto ¢ > ¢y > 0 na ¢asti Q nebo a > oy > 0 na ¢éasti I'y. Za téchto
predpokladu existuje jediné slabé teseni u € PC'(Q2) problému (10.1)-(10.3), viz napt.
23]. Je-liT' =T, ¢ =0, @ = 0 a pokud [, fdaedy + [, fds = 0, pak mé tloha (10.1) -
(10.3) nekoneéné mnoho feSent: je-li u feseni, pak také u + C je feseni, kde C' je libovolna
konstanta.

Zesilenim uvedenych predpokladu Ize docilit toho, ze slabé feseni je také teseni kla-
sické. Tyto zesilené predpoklady vsak obvykle odporuji pozadavkum praktickych aplikaci.

10.1.2. Diferen¢ni metoda

Diskretizace okrajové tlohy ve dvou dimenzich je analogicka diskretizaci jednodimen-
zionalni tdlohy, viz kapitola 9.2.

Princip metody. Abychom vyklad nezatézovali detaily nepodstatnymi z hlediska nume-
rické metody, za¢neme tesenim Dirichletovy tlohy pro Poissonovu rovnici na ¢tverci, tj.
fesime rovnici (10.4) s okrajovou podminkou (10.2) pro I'y = T, kdyz Q = (0,¢) x (0, )
je ¢tverec se stranou délky /.

Na € vytvoifme pravidelnou étvercovou sit. Diferenéni metoda se proto také ¢asto
nazyva metoda siti. Zvolme tedy N > 1 celé a definujme krok h = ¢/N. Oznaéme z; = ih,
i=20,1,...,N,y; = jh, 7 =0,1,...,N. Body [z;,y;], ¢, = 0,1,..., N, nazveme uzly
sité. Rovnice (10.4) mé byt splnéna ve vSech bodech [z,y] uvnitt Q, musi tedy byt také
splnéna ve vSech vnitinich uzlech, tj.

~ Pulriny)  Pulwi,yy)
Ox? 0y?

Parcialni derivace vyjadiime pomoci centralnich diferenci

= f(zi,y;), 4,j=1,2,...,N—1. (10.5)

C Pulwiyy) i, yy) + 2u(w, yy) — ul@ig, yy)

_ 2
b “ o), (10.6a)
2
s —aulxs v Qulzs ) — ula:. v
-2 uézg D G] (10.6)
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dosadime do rovnice (10.5) a chybové ¢leny O(h?) zanedbdme. Po vyndsoben{ h? dosta-
neme soustavu sitovijch rovnic

—Ui—1,5 — Ui j—1 —+ 4’&@']' — Ui 41 — Uit1,j = thij s Z,j = 1, 2, cey N -1 s (107)
Y « h v h o
(=
oo e
N
N N L
15 A S L SR AU S I
I I I I | h
R B e S Y B
Poseee e
2 P N S A — r
_T{EQ Ti—1 T Ti+1 TN = 4

Obr. 10.1. Sit
kde w;; je aproximace u(z;,y;) a fij = f(x;,y;). Z okrajové podminky (10.2) dostaneme
u;; = gi; pro i = 0mnebo i = N nebo j =0 nebo j =N, (10.8)

pticemz g¢;; = g(x;,y;). Kdyz z (10.8) dosadime do (10.7) a na levé strané ponechdme
pouze tleny s nezndmymi u;;, dostaneme soustavu (N—1)? linedrnich algebraickych rovnic,
kterou muzeme zapsat maticové ve tvaru

Ku=F. (10.9)

Pro N = 4 ma4 soustava rovnic (10.9) nasledujici tvar:

4 -1 0]-=1 0 o]l 0o 0 0 U1 h%f11 + go1 + 910
1 4 —1] 0 =1 0] 0 0 0 Ups h2 fio + goo

0 -1 4 0 -1 0 0 0 U3 h? f13 + gos + 14
-1 0 0 -1 0|-=1 0 0 Usy h? for + G20

O —1 O —1 4 —1 O —1 O U22 = h2f22

0 0 -1 0 — 0 0 —1 Uss h? fog + 924

0 0 0|-1 0 4 -1 0 U3y h%f31 + ga1 + 930

0 0 0| 0 -1 o0|=-1 4 -1 Uszo h% f35 + gao

0O 0 0| 0 0 —1| 0 —1 4 Uss h?fs3 + gz + 934
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Prava strana rovnice odpovidajici uzlu, ktery neni sousedem hranice, obsahuje pouze
clen h? f;;, pro uzly nejblizs{ vrcholum ¢tverce piibudou dva ¢leny s funkef ¢ a pro ostatn{
sousedy hranice jeden ¢len s funkei g.

Soustavu (10.9) lze napsat v blokovém tvaru

B -1 O O O O u; F,
-1 B -1 O O O Uy F2
0O -1 B O O O us F3
: (10.10)
O O O —1I B —1I uy_—2 FN72
O O O O -1 B uy-_1 Fn_1

kde I je jednotkova matice tadu N —1, O je nulova matice radu N —1 a B je tiidiagonalni
matice tadu N — 1 tvaru

4 —1 0 0O 0 O
—1 4 -1 0O 0 O
0 —1 4 0 0 O
B_ . .
0 0 O —1 4 -1
0O 0 O 0 —1 4
Vektory w; = (w1, uia, - -, uin-1)", 4 = 1,2,..., N — 1, jsou &asti celkového vektoru u

neznamych, vektory F; = (Fj1, Fyo, ..., Fin1)T,i=1,2,..., N — 1, jsou ¢asti celkového
vektoru F pravych stran.
Pro homogenn{ okrajovou podminku g(z,y) = 0 je Fj; = h?f;;, pro nehomogenn{

okrajovou podminku je v nékterych rovnicich piispévek z hranice, presné

Ej:thija QSZSN—2, QSJSN_Qa
Fyj =W fij + 905, Fyoij=hfya;+on, 2<j<N-2,
Fq = h*fiu + gio, Fina=Rfinai+ginv, 2<i<N-2,

iy = h2f11 + go1 + 10, Fino = h2f1,N71 + goNn-1+ 91N,

Fy_11= h2fN—1,1 +gnv1+9n-10, Fnoin-1 = h2fN—1,N—1 +gnN-1 T+ IN-1,N -

Matice K soustavy (10.9) ma fadu vynikajicich vlastnosti. Nékteré z nich jsou patrné
okamzité: K je symetrickd, diagonalné dominantni, pasova a pétidiagonalni. Matice K
je pro velké N f{dk4, nebot pocet jejich nenulovych prvku je maly: z celkového poctu
(N —1)* je jich nenulovych jen 5(N — 1) — 4(N — 1). D4 se dokdzat, ze K je pozitivné
definitni a tedy regularni.

Jsou-li funkce f a g dostatecné hladké, pak pro chybu metody plati
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Obdélnikova oblast. Je-li 2 = (0, a)x(0, b) obdélnik a na ném chceme zvolit pravidelnou
sft, musime ve sméru osy y vybrat obecné jiny krok nez ve sméru osy x. Necht tedy N > 1
je pocet dilku ve sméru osy z a M > 1 je pocet dilku ve sméru osy y. Polozime h = a/N,
k =b/M a definujeme z; = ih, i =0,1,...,N,ay; = jk, j =0,1,..., M. Sit je tvofena
uzly [z;,y;] proi=0,1,...,N,j=0,1,..., M. Pti diskretizaci Poissonovy rovnice (10.4)
postupuje analogicky jako dfive, jen misto (10.6b) pouzijeme

82U(l’l,y]) _u(x’iayj—l) QU(xlay]) _u(xiayj-i-l) 2
_ — 40 10.6b

a tak misto rovnic (10.7) dostaneme proi =1,2,..., N—1laj=1,2,..., M — 1 rovnice

—Ui—1,j + 22U — Uig1j | —Uij—1 + 22U — Ui ;
j = j iy j - J I f (10.7)

Je-li feseni u dostatecné hladké, pro chybu plati
U(l‘i, 3/3) — Ui = O(h2 + ]{]2> . (1011’)

Obecnéjsi rovnice. Pii diskretizaci rovnice (10.1) aproximujeme ¢cleny —[pu,], a —[pu,],
pomoci vzorce (9.14). Tak ve vnitinich uzlech dostaneme misto (10.7") rovnici

—Pi—1/2,5%i—1,; + (Dic1/2, T Dit1/2.5)Uij — Pit1/2,j%it1,

73 + (10.77)
—Dij—1/2Wij—1 + (Dij—1/2 + Dij41/2)Uij — Dij+1/2Wi 41 B
12 + qijui; = fij -

Pritom index ;1o znamena, Ze za argument x dosadime x; & %h, a podobné index ;412
znamena, Ze za y dosadime y; & %k
Je-li feseni u dostatecné hladké, pro chybu opét plati (10.117).

Newtonova okrajova podminka. Pti diskretizaci postupujeme obdobné jako v jednodi-
menzionalnim piipadé, viz odvozeni vztahi (9.19). Ukazeme si to na piikladu podminky

—p(a, y)w = a“(y)ula,y) — B(y), 0<y<b, (10.12e)

na vychodni (east) strané obdélnika €. Splnéni rovnice (10.5) pozadujeme i v uzlech
[zn,y;] na strané x = a. Pii diskretizaci —[pu,].(zy,y;), 1 < j < M — 1, postupujeme
zcela analogicky jako v jedné dimenzi, tj.

_ pNij(17N>yj) - prl/Q,juz(l’Nfl/Qa yj)

ih

—[pusle(zn, y;) = +0(h) = (10.13e)

w(xn,y;) —u(rn-1,y;)

h +O(h).

aSu(rn, yj) — B5 + pn-1/2,
1
Sh
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Pomoci (10.13e) a uzitim standardni aproximace ¢lenu —[pu,],(zy,y;) dostaneme ve
vnitinich uzlech [zy,y;] vychodni strany = = a, tj. pro j =1,2,..., M — 1, rovnici
—PN-1/2,jUN-1,j T+ (prl/Q,j + hoz?)“Nj
_'_
12
—DN,j—1/2UN,j—1 + (DNj—1/2 + DN, j+1/2)UNj — DN,j+1/2UN,j+1
2k?

+ (10.14e)

1 1 1.
QQNjUNj = éfNj + ﬁﬁj .

Predpokladejme, ze Newtonova okrajova podminka je predepsana také na severni (north)
strané strané €, tj. ze plati

—p(x, b)%ﬁ;’y) o a"(z)u(z,b) — B"(x), 0<z<a. (10.12n)

Podobneé jako pfi odvozeni (10.13¢) dostaneme
w(@i, yar) — u(@i; yyr—1)
k +O(k) .
(10.13n)

aju(x;, ym) — B + Di,M—1/2
1
ok

—[puyly (@i, yar) =

Odtud a uzitim standardni aproximace ¢lenu —[pu,].(x;, yar) dostaneme pro vnitini uzly
horni strany y = b, tj. prot=1,2,..., N — 1, rovnici

—Pi—1/2,MUi—1.0 + (Pic1/2,M + Pit1/2,0)Wins — Dit1/2,MWit1,M
+
2h?

—Div—1/2Ui -1+ (Piv—172 + ko )uig 1 1 1.,

MU = S Ji PR

12 +QCJM M 2fM+kﬁ

Pokud je Newtonova okrajovd podminka predepsana soucasné na vychodni i severni
strané, dostaneme v severovychodnim rohu [, yas] (pomoci (10.13¢) pro j = M a (10.13n)
pro i = N) rovnici

(10.14n)

—DPN-1/2,MUN-1,M + (PN—1/2,m + haG ) unm
2h? +

_ L oUN A1+ _1/2 + ko )u
PN, M—-1/2UN,M~1 2(;921\1,1\4 1/2 N) NM_|_ (10.14ne)

1 1 11
ZQNMUNM = ZfNM + %5]\/[ + ﬁﬁN'

Pti diskretizaci Newtonovy okrajové podminky na ostatnich stranach a v rozich postu-
pujeme podobné. Je-li feseni u dostatecné hladké, pro chybu opét plati (10.117).

Rovnice s konvekénim ¢lenem je tvaru

0 ou ) 0 ou

~ e (P g =) = 5 ()G = ol y)u) +ale,y)u = (). (10.15)
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Necht r = (ry,r9)7. Na ¢dsti I’y = {x € 9Q | r - n < 0} hranice pfedepiSeme Dirichletovu
okrajovou podminku a na zbyvajici éasti 'y = {x € 9Q | r-n > 0} hranice predepiseme
Newtonovu okrajovou podminku. V dynamice tekutin I'; muze byt vtok, to kdyz r-n < 0,
nebo neprostupn sténa, to kdyz r-n = 0. Cést Ty reprezentuje vytok. Abychom zajistili
jednoznacnou existenci feseni, predpokladejme, ze

arl(x7y> + arQ(xay) >
ox oy

divr(z,y) = 0, (x,y) € Q. (10.16)

V dynamice tekutin divr(z,y) = 0. Konvekéni cleny (rju), a (rou), aproximujeme po-
dobné jako v jednorozmérné tloze, viz. kapitola 9.2. Ukazme si to pro konvekéni ¢len
(rqu),. Omezime se pfitom jen na vnitini uzel [x;,y;]. Pomoci centralni diference dosta-
neme

(riw)o (i, y;) = ([r1w)(@iery2, y;) — [ru)(ziciye,y5)) /b

Dalsim krokem je aproximace konvekénich toki [riu](z11/2,y;) a [riu](xi—1/2, y;). Protoze
aproximace obou téchto toku je zalozena na stejnych pravidlech, vénujme se podrobné jen
aproximaci [riu}(zi11/2,y;)- Ta zavisi na dvourozmérné analogii podminky (9.26): pokud
plati

%hHTl]Oj‘ < P1/2,5> %h\[ﬁ]iﬂ/zj\ < Pit1/24, 1 =0,1,... ., N=1, %hHTl]Nj‘ < PN-1/2,55
(10.17)
urcéime u(2;11/2,y;) interpolaci z hodnot u(z;, y;) a u(zi1,y;), tj.

[riu)(@ig1y2, y5) = 3[ri)icay2 (w(@s, ;) + w(@i, y;) (10.18)

v opacném piipadé pouzijeme upwind aproximaci

[r1u] (xi+1/2ayj) ~ [rl];;l/Q,ju(xi’yj) + [rl];+1/27ju(xi+17 yj)' (10.19)
Konvekéni ¢len (rou), (2, y;) aproximujeme obdobné jako ¢len (ru),(z;, y;), pii rozhodo-

van{ o typu aproximace konvekéntho toku [roul(w;, yj41/2) se fidime podminkou

%k|[7“2]z‘0| < Di,1/2; %k|[r2]i,j+l/2| < Pijt1/2, 7 =0,1,...,M—1, %k|[r2]iM| < DiM-1/2-
(10.20)

Aproximujeme-li konvekéni ¢leny interpolaci, pak za predpokladu dostatecné hladkosti
feseni u pro chybu plati (10.117). Jestlize vSak konvekéni cleny aproximujeme uzitim
upwind aproximace, fad chyby se o jednotku snizi, pro chybu plati jen

Pro dosazeni ptesnosti fddu O(h% + k?) je tieba pouzivat piesnéjsi upwind aproximaci
konvekéniho toku, viz (9.28’).

Dirichletova okrajova podminka. Standardni postup je tento: je-li v uzlu [z;,y;]
pfredepsédna hodnota feseni u(z;,y;) = ¢i;, rovnici pro tento uzel vibec nesestavujeme
a v rovnicich obsahujicich w;; polozime u;; = g;;.
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Podminky u;; = ¢;; 1ze vynutit i jinak. Nejdiive sestavime soustavu rovnic jako kdyby
na ¢asti I'y hranice byla predepsdna Newtonova okrajovd podminka (10.3) s o = = 0.
Nasledné modifikujeme rovnice piislusné uzlum lezicim na I';. Predpoklddejme, ze uzlu
[z, y;] s pfedepsanou hodnotou u(z;, y;) = ¢;; piislusi r-ta rovnice soustavy Ku = F. Pak
provedeme k,, := k., F, := kk,.g;;, kde x je velké ¢islo, napi. kK = 102%°. To zptsobi, ze
mimodiagonalni koeficienty v r-té rovnici budou oproti velkému diagonalnimu koeficientu
prakticky zanedbatelné, takze r-t4 rovnice nabude pfiblizné tvaru xk,,u, = kk,,g;; nebo-li
U, = gij, coz jsme potiebovali zajistit.

10.1.3. Metoda konec¢nych objemi

Metodu vysvétlime pro konvekéneé-difizni dlohu (10.15), (10.2), (10.3).

Pravidelna sif. Uvazujme nejdiive ptipad, kdy © = (0,a) x (0,b) je obdélnik. Na
zvolme uzly [x;,y;] = [ih,jk],i=0,1,...,N,j7=0,1,...,M, kde h =a/N, k = b/M.

y | h [ | h/2 l
| | | |
b= Ym T T T T 3
; ; ; ; [
R e e R ®- |- IRREEEEEEEEE R Bt ]
Yj+1/2 l 1 l l -3
| = =
Yjib-----t---- *----|---- ®*--—-—-1---- [ S [ e T L IS
by-us 3 3 : 3 -
it boooofo (R PO R L R .
yo | | | | :
o Ti-1 Ti-1/2 T Tit1/2 Titl IN-1 TN-1/2 TN =0

Obr. 10.2. Vnitini buiika B;;, hraniéni burika By, a rohova bunka By

Obdélnik
Bz’j = [<xi71/27xi+1/2> X <yj71/27yj+1/2>} N Qa ’iIO,l,...,N, .7 20717"'7M7

nazveme konecéngm objemem (strucné burikou), viz Obr. 10.2. Integraci diferencidlni rov-
nice (10.15) pfes buiku B;; dostaneme bilan¢ni rovnici

J

[—(puy — ru), — (puy — rou), + qu| dedy = / fdxdy. (10.21)
Bij

ij
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Uvazujme nejdifve ptipad, kdy B;; je vnitini buiika, tj. kdyz 0 <i < N a 0 < j < M.
Pak Bj; = (xi—1/2, Tiy1/2) X (Yj—1/2,Yj+1/2), viz Obr.10.2. Integraci per-partes obdrzime

Yjt+1/2 Yjt+1/2
- / [pug — riu] (9€z‘+1/2, y) dy + / [pugy — r1u] (%—1/2, y) dy—

Yj—1/2 Yj—1/2

Tit1/2 Tiy1/2
- / [puy — rou) (z,yj11/2) do + / [puy, — roul (x,y;-1/2) do+ (10.22)

Ti—1/2 Ti—1/2

),

Ukéazeme si, jak provést aproximaci prvniho ¢lenu v (10.22), zbyvajici jednoduché integraly
se aproximuji podobné. Pomoci obdélnikové formule dostaneme

qudxdy:/ fdxdy.
Bij

ij

Yj+1/2
—/ [puy — r1u) (»’Ui+1/2, y)dy ~ k[—Pi+1/2,jUx(~’Ui+1/2, yj) + [r1u] (xi+1/27 yj)] )

Yj—1/2

derivaci u,(;41/2,y;) aproximujeme pomoci centralni diference

Um(%ﬂ/z,yj) ~ [U(sz‘H,yj) - U(%yj)]/h

a [r1u)(zi41/2, ;) aproximujeme stejné jako v diferencni metodé, viz (10.17)—(10.19).
Dvojné integraly v (10.22) aproximujeme pomoci sou¢inové obdélnikové formule:

J

Po dosazeni do (10.22) dospéjeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoci dife-
rencni metody.

Vénujme se nyni piipadu, kdy uzel [x;,y;] lezi na hranici 09, tj. kdyz ¢ = 0 nebo
i = N nebo j = 0 nebo j = M. Jestlize uzel [x;,y;] lez{ na ¢dsti I'; hranice a je v ném
tedy pfedepsdna hodnota u(z;,y;) = g(x;,y;), pak bilanéni rovnici (10.21) pro takovy
uzel vubec nesestavujeme. Uvazujme tedy piipad, kdy uzel [z;,y;] je vnitinim bodem
hranice I's. Pro konkrétnost budeme uvazovat vnitini uzel vychodni strany obdélnika (2,
tj. uzel [zn,y;], 0 < j < M, pro ktery Byj = (¥n-1/2, Tn) X (Yj—1/2, Yj+1/2), viz Obr. 10.2.
Bilanéni rovnici (10.21) upravime integraci per-partes,

Yj+1/2 Yj+1/2
_ / s — 1] (v, ) dy + / [ps — 1] (Ty-1 /2, y) dy—

qudzdy = hkgju(z;,y;), / fdady = hkfi; .
Bij

ij

Yj—1/2 Yj—1/2
TN TN
- / [puy — rou) (z,yj11/2) do + / [puy — rou) (z,y;—1/2) do+ (10.23)
TN-1/2 TN—-1/2

—l—/ qudxrdy = fdxdy.
Bnj By
Prvni integral v (10.23) upravime uzitim Newtonovy okrajové podminky (10.12e),

Yj+1/2 Yj+1/2
- / [puis — 14 (e, ) dy = / o (y)ulen, y) — F() + [ (ex. )] dy

Yj—1/2 Yj—1/2
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a pak pouzijeme obdélnikovou formuli, takze

_ /ym/2 [pue — riu] (zn,y) dy = k[(of + [r]n;)u(zy, y;) — 53]

Yj—1/2

Druhy integral v (10.23) aproximujeme stejné jako obdobny integral ve vnitini buce.
Treti integral v (10.23) aproximujeme uzitim jednostranné obdélnikové formule

TN
- / [puy — rou] (2,yj41/2) dv = —3h[puy, — r2ul(wn, Yjr1/2)

TN—-1/2

zbyvajici aproximace se provedou stejné jako ve vnitini buiice. Ctvrty integral v (10.23)
aproximujeme obdobné jako tfeti integrél. Posledni dva integraly v (10.23) aproximujeme
uzitim jednostranné soucinové obdélnikové formule

/ qudxdy =~ %hk:quu(xN,yj), fdxdy = %hk:fNj :
BN]'

Byj

Po dosazeni do (10.22) opét dojdeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoci
diferen¢ni metody.

Diskretizaci bilanéni rovnice pro rohové koneéné objemy lze provést pomoci diive
uvedenych obratu a proto zde jiz tuto diskretizaci neuvadime.

Obecnéjsi sit bunék. Mnohothelnik Q vyjadiime jako sjednoceni koneéného poétu
uzavienych trojihelniki, z nichz kazdé dva jsou budto disjunktni nebo maji spolecny
vrchol nebo stranu. Vrcholy trojuhelniki nazveme uzly. Soubor vSech trojuhelnika vytvari
tzv. triangulaci oblasti Q, v metodé koneénych objemu oznac¢ovanou jako primdrni sit,
viz Obr. 10.3. Ke kazdému uzlu P; pritadime buinku B;. Sestavime ji z ptilehlych céasti
Cijr vSech trojuhelnika s vrcholem P;. Objasnéme si to podrobnéji.

Obr. 10.3. Dudln{ sit
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Necht Tijr je trojuhelnik s vrcholy F;, P; a P,. Oznacme F;; stied strany TP]-, Py
stied strany P, Py, a Py, tézisté trojuhelnika T;;,. Pak do bunky B; zahrneme ctyiuhelnik
Cijr s vrcholy P, Py, Py a Py, viz Obr. 10.4. Tento postup opakujeme pro vSechny
trojuhelniky T;ji, které obsahuji uzel P;, a sjednocenim piilehlych ¢asti C;j; dostaneme
bunku B;. Vnitini bunka B; prislusna vnitinimu uzlu P; ¢ 0€2 je zakreslena na Obr. 10.5,
hrani¢ni buiika pro P; € 92 pak na Obr. 10.6. Mnozina vSech bunék se nazyva dudini sit,
viz Obr. 10.3.

Diskretizace vychdzi opét z bilanéni rovnice (10.21). Pomoci Gauss-Ostrogradského

veéty
DUy — T1U
/ divwdxdy:/ (w-n)ds, kde w= :
B; 0B; PUy — T2U

dostaneme analog rovnice (10.22),

0
/ {—p u +<r'ni>u} ds+ [ qudsdy= [ fasay, (10.22')
dB; on; B; B;

7

kde r-n; = ring +ryng a n; = (ni,nd)7 je jednotkovy vektor vnéjsi normdly hranice dB;
bunky B;.

Obr. 10.4. Cyjp = B; NTyj Obr. 10.5. Vnitini bunka B;

Klicova je aproximace kiivkového integralu. Vénujme se nejdiive piipadu, kdy B; je
vnitini bunka. Hranici 0B; vyjadiime jako sjednoceni spole¢nych casti 0B;; = 0B; N 0B;
buiiky B; a sousednich bunék By, tj. 9B; = |J; 9B;;. Protoze faBi =>; faBij, staci popsat
aproximaci jen na 0B;;. To lze provést tieba takto:

ou
-p + (r-n)u|ds =
/QBij |: anz ( )

u(l) — u(P)
| PPl

0B, [pm-) (e m)gu(Py)] .
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kde |0B;;| je délka 0B;;, |P;P;| je délka tsecky P,P;,
(r-m)i; =r(Py) -0y =ri(Py)ny + ra(Py)nd  a ny = (n{,n¥)" = (P, - P)/|PPj

—
je jednotkovy vektor ve sméru vektoru P, P;. Zbyva aproximovat hodnotu u(F;;) ve stiedu
usecky P;P;. Jestlize je dominantni difuze, tfeba kdyz

s|PiByl|(r - m)y| < p(Py),
zvolime aritmeticky prumeér
u(Py) = 5(u(P;) +u(Fy)),

v opa¢ném piipadé uzijeme upwind aproximaci,

P~ u(P;), fud > 0,
u(P;) ~ u(P pokud (r-n); “o

i)
Dvojné integraly aproximujeme jako soucin obsahu |B;;| buniky B;; a hodnoty integrandu
v bodu P, tj.

[ audedy = BlaRyury. [ fdedy |BIAE).
B; B;

3

Pro uzel P; lezici na hranici I'y bunku B; nepo-
trebujeme a klademe u(P;) = g(F;). Pro vnitini
uzel P; hranice I'y sestrojime hraniéni bunku,
viz Obr. 10.6. Hranice 0B; = Uj 0B;; U0By je
sjednocenim spoleénych ¢asti 0B;; = 0B; N 0B;
bunky B; a sousednich bun¢k B; a dédle casti
0Bjy = 0B; N I'y hranice bunky B; lezici na
hranici I'y, 0B;o = TPU U P, Py, na Obr. 10.6.

Obr. 10.6. Hraniéni bunka B;

P1i aproximaci f 9Big vyuzijeme predepsanou Newtonovu okrajovou podminku (10.3),

ou
/aBm {—pani + (r- nz)u} ds = /aBm l[au — B+ (r-n;)ulds ~

[0Biol [a(P)u(F) = B(P)] + x(P;) - [| PiPy[mi; + [P P |niy Ju(P),

kde nﬁj resp. 1, je vektor vnéjs{ normaly buiiky B; na strané P, P; resp. P,Py. Zbyvajici
aproximace se provedou stejné jako u vnitini bunky.

Vice podrobnosti o metodé koneénych objemt, véetné presnéjsi varianty upwind aproxi-
mace konvekéntho ¢clenu, 1ze najit napt. v [23].
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10.1.4. Metoda konec¢nych prvkua
Metodu vysvétlime pro konvekéneé-difizni dlohu (10.15), (10.2), (10.3).

Slabé tesSeni. Stejné jako v kapitole 9.4 tlohu prevedeme na tvar vhodny pro nasazeni
MKP, tj. odvodime slabou formulaci nasi ulohy. K tomu tcelu ndsobime rovnici (10.1)
testovaci funkei v € C'(Q) s vlastnosti v = 0 na I'; a integrujeme pies oblast €, tj.
provedeme

- / [(pugy — mu), + (puy — rau)y|vdedy + / quvdrdy = / fodady. (10.24)
Q Q Q

Prvni ¢len na levé strané upravime pomoci Gauss-Ostrogradského véty

(puy, — riu)v
/divwdxdy :/ (w-n)ds, kde w = ;
Q 0 (Puy - T2U)U

na tvar

- /[(pux — 1)y + (puy — rau)yvdedy = — / [(pus — riu)ny + (puy, — rau)nsv ds+
Q o

/[(pwD — riu)v, + (puy, — rou)v,| dedy dedy .
0

Krivkovy integral dale upravime: vyuzijeme toho, ze v = 0 na I'y a ze na I's plati okrajova
podminka (10.3). Tak dostaneme

_ /89[(]9% — riu)ng + (puy — reu)ngjv ds = /

ou
{—p — + (ring + rong)u| vds =
I'>

on

/m[oéu—m (r-n)ulvds.

Dosadime-li z poslednich dvou rovnosti do (10.24) vidime, ze Feseni u tlohy (10.15), (10.2),
(10.3) spliuje rovnici

/[p(uxfux + uyvy) — u(r1v, + rovy) + quu| dedy + / (a+r-n)uv]ds =
Q I

/ fodedy+ | Pvds (10.25)
Q Ty

pro kazdou funkci v € C1(Q) s vlastnost{ v = 0 na I';. Rovnice (10.25) m4 ziejmé smysl
i v piipadé, kdyz funkce u a v jsou jen z prostoru X = PC(Q). Testovaci funkce tedy
volime z prostoru V. = {v € X |v=0na T} testovacich funkci a feSeni u z mnoZiny
W ={ve X|v=gnal,} pripustngch reseni. Oznacime-li

a(u,’u):/Q[p(Vu'Vv)—u(rVU)—irquv] dycdy—l—/F (a+r-n)uvds,

(10.26)
L(v):/ﬂfvdxdy—i— puds,

I'>
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pak tlohu
najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv eV (10.27)
nazveme slabou formulacidlohy (10.15), (10.2), (10.3) a funkci u nazveme slabym resenim.

Diskretizace. Omezime se na piipad, ze ) je mnohotihelnik. Q vyjddifme jako sjednoceni
konecného poctu uzavienych trojihelnika 7, z nichz kazdé dva jsou bud'to disjunktni nebo
maji spolecny vrchol nebo spoleé¢nou stranu, viz Obr. 10.3. Mnozinu T vSech trojtihelniku
nazveme triangulaci oblasti (2. Trojuhelniky budeme znacit 7,75, ..., Tn,. Vrcholy troj-
uhelniku budeme nazyvat uzly, znacime je Py, Ps, ..., Py. Predpokladejme, Ze spoletné
body ¢asti I'y a T'y hranice I' jsou uzly triangulace T. Mnozinu stran trojihelnikia T € T,
jejichz sjednoceni je T'y, oznacime jako 8. Strany budeme znacit Sy, Sy, . .., Sn,. Nejdelsi
stranu trojuihelniku triangulace T oznacime jako h.

Funkei, kterd je v  spojita a ktera je na kazdém trojihelniku 7' € T linearni, nazveme
spojitou po ¢dstech linedrni funkci. Kazdd takovéa funkce v(z,y) je jednoznacné urcena
svymi hodnotami v(x;, y;) ve vrcholech P; = [x;,y;] triangulace T. Prostor viech spojitych
po c¢astech linedrnich funkei oznacime Xj,. Specidlnim ptipadem funkci z X}, jsou bazové
funkce w;(z,y), které jsou v P; rovny jedné a v ostatnich uzlech jsou rovny nule, tj.

wiry={ o {155

Kazda funkce v € X} muze byt pomoci svych
hodnot v wuzlech a pomoci béazovych funkci
vyjadiena ve tvaru

M
v(z,y) = 2”(%,%)%(%9) :
Déle definujme prostor testovacich funkci

Vi={ve X, |v(,y)=0VP €T}

a mnozinu pfipustnych feseni

Obr. 10.7. Béazova funkce w;(z,y) Wy, ={v e Xy, | v(xg,y;) = g(xi,y;) VP € Fl}

Trojtihelnik, na némz je definovana linearni funkce jednoznacné uréend svymi hodno-
tami ve vrcholech, se nazyva Lagrangeuv linedrni trojuhelnikovy prvek.

Nyni uz mame vse potiebné k dispozici: ptiblizné feseni U, tzv. MKP reseni, obdrzime
z diskrétni slabé formulace

najit U € W, splaujici a,(U,v) = Ly(v) Yv €V}, (10.28)
kde
an(U,v) =) _[Q™(p (VU-Vv)) + Q™ (=U (r-Vv)) + Q™ (qUv)|+>_Q*((a +r-n) Uv),
TeeT Se€8
Lu(v) = > Q" (fo)+ ) _ Q%(bv). (10.29)
TeeT Se€S
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Pfitom symbolem Q”¢(¢) jsme oznacili kvadraturnf formuli pro vypocet fTe pdxdy na

trojihelniku 7, a symbolem Q% () formuli pro vypocet | g, ¢ dsnastrané S.. Jako vhodné
kvadraturni formule lze doporucit:

1) ¢leny p(VU-Vv) a U(r- Vo) integrujeme na trojthelniku 7" formuli

Q" () = Tlp(R) , (10.30)
kde |T'| je plocha trojtihelnika T', Py = %(Pl + P+ P3) je téziste T a Py, Py, P3 jsou
vrcholy T

2) ¢leny qUv a fuv integrujeme na trojihelniku 7" formuli
Q" () = 3IT|[p(P1) + o(Py) + ¢(Ps)] ; (10.31)

3) ¢leny (o +r-n)Uv a fv integrujeme na strané S lichobéznikovou formuli

Q°(¢) = 3ISIlp(P) + ¢(P2)], (10.32)
kde |S| je délka strany S a Py, P, jsou koncové body S.

Formule (10.30), (10.31) a (10.32) jsou fadu 1, tj. jsou pfesné, kdyz ¢ je polynom stupné 1.
Piedpokladejme, ze uzly jsou ocislovany tak, ze Py, Ps, . .., Py lezi bud'to uvniti oblasti

2 nebo uvnitt hranice I's, a ze Pyi1, Pnio, ..., Py lezi na hranici T;. To neni zadné

omezeni, nebot uzly lze vzdy piecislovat tak, aby byl tento predpoklad splnén. Pak

U(x,y)zzﬁjwj(x,ywr > giwilx,y), v(x,y)zz@iwi(x,y), (10.33)

j=N+1

kde A; = U(F;), g; = 9(F;) a ©; = v(F;). Dosazenim do (10.28) obdrzime

N M N N
0=an(U,v) — Lp(v) = ap (Z Ajw; + Z gjwj, Z @iwi> — Ly (Z @iwi> =
=1 i=1 i=1

j=N+1

Ly (w;) — Z ah(wj,wi)gj] = (10.34)

J=N+1

kde 6 = (@1,@2, .. .,@N)T, K= {]{]Z'j}N pro kij = ah(wj,wl-), A = (Al,AQ, .. .,AN)T

ij=1
aF = (F,Fy,...,Fy)T pro F; = Ly(w;) — ZjﬂiNH ap(w;, w;)g;. Protoze 0 je libovolny
vektor, musi platit

KA =F. (10.35)

Matice K je tidka a pfi vhodném ocislovani uzlu je pasova. Pro r = o je K pozitivné
definitni a tedy regularni. Pro r # o je K nesymetrickd, postacujici podminkou regularity
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matice K je dostatecné malé h neboli dostatecné jemna triangulace. VyfeSenim soustavy
linedrnich rovnic (10.35) ziskame A; = U(P;), 7 =1,2,..., N.
Za ptredpokladu dostatecné hladkosti slabého feseni v pro chybu plati

u—U=0(h?)), u, — U, =O0(h), wu,—U,=O0(h). (10.36)

Algoritmus. Matici K a vektor F sestavime pomoci elementdrnich matic K¢ a ele-
mentarnich vektori F”¢ pro T, € T a elementdrnich matic K a elementdrnich vek-
tort F% pro S, € 8. Matici K budeme nazyvat také globalni matici tuhosti a vektor F
globalnim vektorem zatizeni.

Elementarni matice a elementarni vektor na trojihelniku. Necht ELEM je ta-
bulka typu Np x 3, ktera v fadku e obsahuje ¢isla vrcholu trojuhelnika 7,. Uvazme jeden
konkrétni trojihelnik T, triangulace T s vrcholy Py = [25, y{], Ps = [25, yS] a P§ = [x§, y§).
Pro uzel P?, r = 1,2,3, je r lokdlnim ¢islem uzlu na trojihelniku 7,. Globalnim ¢islem
uzlu P¢ je ¢islo ¢ = ELEM(e,r). PS¢ a P, jsou tedy jen ruznd oznaceni téhoz uzlu.

Reseni U a testovaci funkce v je na trojihelniku 7, tvaru

Ulx,y) L= U(z,y) = Afwi(z,y) + Ajws(z, y) + Ajwi(z,y),
‘ (10.37)
v(x,y) L= v(z,y) = 1w (7, y) + Oyws(z,y) + Ozws (7, y) ,
kde AS =U(Pf), ©% = v(Pf) a kde
wy(z,y) = agr + byy + c; (10.38)

je bazova funkce piislusnd k uzlu P¢, r =1,2,3. Z (10.37) a (10.38) dostaneme

oU¢/ox ove/0x
VU® = < / ) =B°AT, Vot = < / ) = B¢9™-,

oU* /oy v /0y
al a$ ag A ©i
kde Be=[ = 2 ) a AT=|As|, 6% =6
bbb ’ :
Ag O3
jsou vektory parametri na trojuhelniku 7. Koeficienty a¢ a b¢ 1ze snadno spocitat z rovnic
epey = { ! e 1,2,3
w = 10 r,s=1,4,9,
e o P r#s,
nebo-li maticoveé
x¢ yp 1 ai as ag 100
x5 ys 1 by b5 b5 | =10 10
x5 ys 1 cf 5§ c§ 0 01
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Oznacime-li

ryoyr 1
D= | x5 y5 1 |, npak Be:[De]H}2,1:3}’
rg ys 1

tj. matice B¢ je rovna prvnim dvéma fadkam matice inverzni k matici D¢.
Necht P§ = 3(Pf + P5 + Ps) je téziste trojuhelnfka T,. Uzitim kvadraturni formule
(10.30) pak obdrzime

QTe(p(VU-VU)) — |Te|p(P06) (Be0T6>TBeATe _ [OTe]TKTe,lATe’ (10.39)
kde elementarni matice

K’ = |T,|p [B¢]" B* (10.40)

| T.| = 3|det(D)]

je plocha trojuhelnika T..
Oznacime-li we = (w$, w§, w§)”, pak U® = [w¢]T A”e podle (10.37). Protoze

—Ue(r~V'U€) — —[V’Ue]TI‘ Ue = —[BeaTe]TI'[We]TATE — —[OTE]T[Be]TI‘[We]TATE,
pomoci kvadraturni formule (10.30) dostaneme

Q™ (=U (xr-Vv)) = [0"]" [|Te|[B]"r(F5)( )] AT =07 ] K AT, (10.41)

i
kde elementarni matice
K™? = —L|T,|[B"rf(1,1,1) = (s°,s%,s°) pro s® = —1|T.|[B]"r. (10.42)
Uzitim kvadraturni formule (10.31) dostaneme
Q" (qUv) =3|T.|[a(P})U(PY)v(Py) + a(P)U(Py)v(Py) + q(P5)U(P5)u(Pr)] =
5| Tella(PHOTAT + q(P)O3A5 + ¢(P5)O3A5] = [07 ] 'K ATe, (10.43)

kde elementarni matice

% 0 0
K™ =T, [0 ¢ 0. (10.44)
0 0 g5

Celkem tak

> AQM (P (VU-V0)) +Q™(=U (r-Vv)) +Q™(qUv) } = [0"]" K AT, (10.45)

TeeT
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kde
KTe — KT€71 + KT872 + KT873 (1046)
je elementdrni matice na trojihelniku 7,. Uzitim kvadraturni formule (10.31) obdrzime

Q" (fv) =3|Te|[f(PD)v(PF) + f(Py)u(P5) + [(P5)v(P5)] =

LTLF(PEOS + (PSS + [(P5)E5] = [07]7F™, (10.47)

kde fe
F= LT | g (10.48)

I3

je elementarni vektor na trojihelniku 7.
Elementarni matice a elementarni vektor na strané. Necht SIDE je tabulka typu
Ng x 2, ktera v tadku e obsahuje ¢isla krajnich bodu strany S,. Uvazme konkrétni stranu
Se hranice I'y s koncovymi body Pf = [z§,y$] a P = [x5,95]. Pro uzel PS¢, r = 1,2,
je r lokdlnim ¢islem uzlu na strané S.. Globalnim ¢islem uzlu P¢ je ¢islo ¢ = SIDE(e, 7).
P¢ a P, jsou tedy jen ruzna oznaceni téhoz uzlu.

Resenf U a testovaci funkce v je na strané S, tvaru

U({L’,y) g = Ue(xay) = AT’UJT({L',y) + A2w2(x y)

e

= v(z,y) = Olwi(r, y) + O5w5(z, y) ,

e

v(z,y) .

kde A¢ = U(Pf¢), ©% = v(P?) a kde wi(z,y) je bazova funkce piislusna k uzlu P¢, r = 1, 2.
Necht n, = (nl, ns)T je jednotkovy vektor vnéjsi normély na strané S,. Uzitim formule
(10.32) obdrzime

Q% ((a+r-n) Uv) = §[S|{[(a + r-n)U](Pf) + [(a + r-n.)Uv](P5)} = (10.49)
31Sel[O5 (a(PY) + r(PY) - n AT + ©5(a(P5) + 1(P5)-n.)A5] = [0%] K A,
kde

af +rs-n, 0
K% = 115, < P ) (10.50)

0 a5 +r5-n,
je elementarni matice na strané S, a
e e
ASe — Al 05’6 — @1
As ) o3
jsou vektory parametru na strané S.. Podobné odvodime

Q% (Bv) =3|Sel[B(PY)v(PY) + B(P5)v(P5)] =
3|SIB(PY)6S + B(P5)05] = [0%]F*, (10.51)
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kde
ﬁe
FS = 15| (10.52)
B3
je elementarni vektor na strané S..

Sestaveni soustavy rovnic. Zkombinujeme-li (10.34), (10.29), (10.45), (10.47), (10.49)
a (10.51) vidime, ze pro MKP feSeni U a libovolnou testovaci funkci v € V}, plati

0 =an(U,v) — Ly(v) = 0T [KA —F] =

= [0%]" [K" AT —F"] + > [0%]" [K*-A% - F%].

TeeT Se€8

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveni globalni matice K a globalniho vektoru F
z lokalnich matic K¢, K a lokalnich vektori F7e, F. Postupujeme podle nésledujictho
algoritmu:

1) Matici K tddu N a sloupcovy vektor F délky N naplnime nulami.

3

2) Pro kazdy trojihelnik T, € T sestavime elementarni matici K™ = {k[e}? _,, viz
(10.46), a elementdrni vektor F7e = {FT}3_, viz (10.48).
Pro r;s = 1,2, 3 polozime ¢ = ELEM(e, ), j = ELEM(e, s) a
ZSN&]SN, ]{?U<—k3”+k’z;e,
pokud i<Naj>N, provedeme F, + F, — klzg(P)),
1t < N, F, < F; + F'-.
3) Pro kazdou stranu S, € § sestavime elementdrni matici K% = {kJ 2 a1y Viz

(10.50), a elementarn{ vektor FS = {F%}2_  viz (10.52).

r=1»

Pro r = 1,2 polozime i = SIDE(e,r) a

pokud ¢ < N, provedeme k;; < k;; + kSe

T

F; «+ F,+ F>.

Dominantni konvekce. Jednou z moznosti, jak se vyporadat s dominantni konvekei, je
postup znadmy jako metoda umélé smérové difize, zkratka SD (podle anglického Streamline
Diffusion), viz [13]. Vyjdeme z modifikované diskrétni slabé formulace

najit U € W), splaujici ap (U, v) + e (U, v) = Lp(v), Yv €V, (10.28")

kde
N

en(U,v) = Q" (6. (r-VU) (r-Vv)).

i=1
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y Necht |r| = \/r} + 1} je délka vektoru r a necht
Ps he je prumeér trojuhelnika T, ve sméru vektoru rf,
viz Obr. 3.8. Pak
by
h@
Je = =—|0e|-
Pe 2|r|
Py Parametr o, lze zvolit nasledovné:
rohs
re . 0. = cothk, — fi—e7 kde k.= QPST
Obr. 10.8. he = [PEPe| je lokélni Pecletovo ¢islo. Pomoci obdélnikové
U8 hy = By

formule dostaneme
Q™ (0. (r-VU) (r-Vv)) = [07]TK“*AT,  kde K = 4.|T,|[B] r5[rs] B

Polozime K¢ = K* + K + K + K* a sestavime soustavu rovnic podle vyse uvedeného
algoritmu.

Rovnost (10.28”) dostaneme z rovnosti (10.28) tak, ze v ni nahradime ,diftizni{ ¢len®
Q™ (pVU-Vv) &elenem Q™ ([(pI + drr’)VU]-Vuv), kde I je jednotkové matice Fadu 2.
Matice d.rr’ reprezentuje umélou smérovou difizi.

Pro teseni konvekéné-difuznich tloh na bézi metody konecénych prvku se pouzivaji
dumyslnéjsi postupy, zejména metoda SUPG (podle anglického Streamline Upwind Petrov-
Galerkin), viz [13], nebo metoda DG-FEM (podle anglického Discontinuous Galerkin
Finite Element Method), viz [15].

10.2. Uloha parabolického typu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(z,t) definovanou pro x € (0,0), t € (0,T), ktera
vyhovuje diferencialni rovnici

ou 0 ou

C(x)ﬁ ~ 5 (p(x)%) + q(z)u = f(z,1), z € (0,0), t€(0,T), (10.53)

Dirichletovym okrajovym podminkam
w0, = golt),  ull,t) =glt),  te(0.T), (10.54)
nebo Newtonovym okrajovym podminkam

2(0) 0u(0,t)

o = OéoU(O, t) — ﬁo(t),
. te(0,7), (10.55)
p() ") = (e, 1) - ),
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a pocatecni podmince
u(z,0) = ¢(x), xz € (0,0). (10.56)

Mozny je také pripad, kdy je na jednom okraji predepsana Dirichletova podminka a na
druhém podminka Newtonova. Uloha (10.53) - (10.56) popisuje nestaciondrni vedent tepla
v tyci délky ¢, T je doba trvani déje. Proménnd x je prostorovd, t méa vyznam casu, u(x, t)
je teplota v bodé = a v case t, funkce p, q, f, g0, g¢, Bo, B¢ a konstanty ag, ay maji stejny
vyznam jako v kapitole 9, ¢ je objemové tepelnd kapacita (tj. tepelna kapacita vztazena
na jednotku objemu), ¢ je teplota tyce v case t = 0. Tepelné toky se ¢asto uvazuji ve
tvaru By (t) = apuf(t), Be(t) = aypuf(t), kde u§ resp. uf je teplota okoli levého resp. pravého
konce tyce.

Predpokladejme ze funkce ¢, p, q, f, 9o, 9¢, Bo, Be a @ jsou dostatecné hladké a ze
jsou splnény podminky nezapornosti ¢ > cg > 0, p > po > 0,q¢ > 0, a9 > 0, ap > 0.
Aby existovalo klasické feseni tlohy (10.53)—(10.56), je tfeba pro Dirichletovy okrajové
podminky pTipojit jesté tzv. podminky souhlasu

©(0) = 90(0), & (£) = g(0) .

Tyto vztahy, vyjadiujici soulad poc¢atecni podminky a Dirichletovy okrajové podminky,
nebyvaji v aplikacich obvykle splnény. Také funkce ¢, p, q, f, 90, 9¢, Bo, Be byvaji ¢asto
jen po ¢astech spojité. V tom piipadé mé tloha (10.53)—(10.56) pouze tzv. slabé feseni
(jehoz presnou definici zde uvadét nebudeme). Pro praktické tcely je slabé feseni zcela
vyhovujici a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat ptiblizné hodnoty
takového slabého teseni.

V tloze vedeni tepla funkce ¢, p, q, ap, ay popisuji vlastnosti materidlu. Jejich zavislost
na Case t neni obvykla, ale z hlediska algoritmu (pro urceni ptiblizného feseni), ktery
je mozno aplikovat i na jiné ulohy, je budeme povazovat za funkce z i t. Algoritmus to
nikterak nekomplikuje. Zavislost funkci f, go, g¢, 5o a B¢ na case pravdépodobna je. Naopak
zanedbavame moznou zavislost vlastnosti materidlu c, p, ¢, o, ay na teploté. Kdybychom
tak neucinili, museli bychom fesit nelinearni ilohu, coz je mnohem obtiznéjsi.

Uloha (10.53)—(10.56) je okrajovou tlohou druhého Fédu vzhledem k proménné
a pocatecni ulohou prvniho fadu vzhledem k proménné t. Pti jeji diskretizaci proto zkom-
binujeme postupy z prvnich dvou kapitol.

Prostorova diskretizace se provadi metodami kapitoly 9. Pro jednoduchost budeme
uvazovat tlohu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami, diferen¢ni metodu a rovnomérné
déleni intervalu (0, ¢) s krokem h = ¢/N, tj. x; = ih, i = 0,1,..., N. Budeme pozadovat,
aby rovnice (10.53) byla splnéna ve vnitinich uzlech z;, i =1,2,..., N — 1, tj.

ou(x;, t) 0 ( ou

i) — |22 |\ Pa: it i) ulri, t) = f(4,1).
) 250~ | 2 () | o) + alauton) = fant)

Derivaci podle z vyjddiime pomoci diference analogicky jako v (9.14), tj.

0 du 1
— [% (p %>:| (xzat> = E [—pi_l/gu(l'iil’t)_k

+ []%4/2 +pi+1/2}u(xi7 t) = piv12u(wit1, t) | + O(n?),
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Zanedbame-li chybu, dostaneme soustavu rovnic

. 1
et (t) + ) |:_pi71/2ui71(t) + (pic1/2 + Piv12 + h2q;)ui(t)— (10.57)

—pi+1/2uz~+1(t)] — £, i=1,2....N—1, te(0,T),

dt

v niz u;(t) je aproximace u(z;, t), ;(t) = je aproximace Jyu(x;, t) a fi(t) = f(x4,t).

Z okrajovych podminek (10.54) mdme
uo(t) = go(t), un(t) = ge(t), te(0,7), (10.58)
coz dosadime do (10.57) proi =1 ai= N — 1. Z pocdteéni podminky obdrzime
w(0) = p(z;),  i=1,2,...,N—1. (10.59)

(10.57) je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu pro N — 1 hledanych
funkef u;(t), i = 1,2,..., N — 1, s poc¢ateénimi podminkami (10.59). Puvodni dlohu, tj.
urceni jedné funkce wu(z,t), kterd na obdélniku (0, ¢) x (0, T)vyhovuje (10.53), (10.54)
a (10.56), jsme nahradili pocatecni ulohou pro soustavu N — 1 obyéejnych diferencialnich
rovnic s nezndmymi funkcemi w;(t) definovanymi na useckach z = z;, i =1,2,..., N — 1,
t € (0,T). Tento postup se nazyva metoda primek (anglicky method of lines, strutné
MOL). Postup, pii némz se diskretizace provadi jen vzhledem k nékterym (nezévisle)
proménnym, se nazyva semidiskretizace.

t

ol Pocatecni problém (10.57)-(10.59) jsme tedy
ziskali semidiskretizaci tlohy (10.53), (10.54)
iy () a (10.56) vzhledem k prostorové proménné .
Ulohu (10.57) —(10.59) muzeme zapsat maticové

@@I E@I @@I ve tvar(u a ) '

[ui-1(0)] |
Ca+Ku=F(t), te(0,7), u(0) =¢, (10.60)
x
- - -
Zo Ti—1  Tp  Titl TN kde C je diagonalni matice s kladnymi prvky na
Obr. 10.9. Metoda piimek diagonale, tzv. matice tepelné kapacity,

K je tiidiagonélni pozitivné definitni matice zndma jako matice tepelné vodivosti, F(t) je
tzv. vektor tepelngjch zdroji, u(t) = (uy(t), ua(t), ..., un_1(t))" je vektor neznamych funkef
a = (o(x1),p(xs),...,0(xy_1))" je vektor pocatecnich teplot.

Newtonova okrajova podminka. Protoze Newtonovy okrajové podminky se v tloze
vedeni tepla pouzivaji nejcastéji, uvedeme si rovnice reprezentujici diskterizaci Newto-
novy okrajové podminky vzhledem k proménné x v levém resp. pravém koncovém bodu
intervalu (0, ¢). Bude-li tedy Newtonova okrajovd podminka predepsédna v bodé x = 0,
zafadime pfed rovnice (10.57) jako prvni rovnici

1

~cotio(1) + % (P2 + hao + Sh2q0)uo(t) — prgun(£)] = %ﬁo(t) A, (10.57a)
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a bude-li Newtonova okrajova podminka predepsana v bodé xz = ¢, pridame za posledni
z rovnic (10.57) rovnici

1 1

§CN1:LN(t) + ﬁ [_prl/QU/N_l(t) + (pN + hOég + %h2qN)UN(t)] = %Bﬁ(t) + %f]v(t) (1057b)

Vysledna matice K je opét tiidiagondlni a symetricka. Jestlize ag = ap = 0 a ¢; = 0,
1 = 0,1,..., N, pak je matice K pozitivné semidefinitni, ve vSech ostatnich piipadech
je K pozitivné definitni. Pfipomenme: matice A je pozitivné semidefinitni, jestlize je
symetrickd a xT Ax > 0 pro kazdy vektor x.

Casova diskretizace. Prozkoumejme nejdiive charakter po¢atecni tlohy (10.60) za zjed-
nodusujicich predpokladu. Pro c = p =1, ¢ = f = 0, u(0,t) = u({,t) = 0, lze tdlohu
(10.60) zapsat ve tvaru

u=Au, te(0,7), u(0) = ¢, (10.61)
kde 2 1 0 ... 0 0
—1 2 -1 ... 0
o1 2 0
A= | S (10.62)
0 0 0 -1 2 -1

0o o0 0 -1 2

A = ———sin” — 1=1,2,...,N —1,

jsou redlnd zapornd a max; |\;| — oo pro N — oo. Problém (10.61) je tedy pro velké N
tuhy. Totéz plati také pro tlohu (10.60), tj. jde o tuhy problém. Vzhledem k (8.31) je proto
vhodné tesit pocatecni problém (10.60) metodou, jejiz oblast absolutni stability obsahuje
celou zapornou realnou poloosu komplexni roviny. Metody s touto vlastnosti se nazyvaji
Ag-stabilni. Patil mezi né vSechny metody doporucené v kapitole 8.5 pro feSeni tuhych
problému, zejména tedy implicitni Eulerova metoda, lichobéznikova metoda nebo metody
zpétného derivovani. V Matlabu lze pouzit néktery z programu ode23s, ode23t, ode23tb
a odelbs. Pri feSeni uloh vedeni tepla se ¢asto pouziva metoda casové diskretizace znaméa
jako
Theta metoda, kterou v ndsledujicim textu struéné popiseme. Necht tedy 0 = ¢y < t; <
-+ < tg = T je déleni intervalu (0,T), 7, = t,41 — t, je délka kroku a u” je pfiblizné
feSeni v case t,, tj. u? ~ wu;(t,) =~ u(x;,t,). Necht 0 je pevné zvolené &islo z intervalu
(0,1). Oznacéme t, 9 = t,, + 07,,. Rovnici (10.60) zapiseme pro ¢t = ¢, 14 a dostaneme
Cu"t? + Ku"™ = F? (10.63)
kde F" = F(tny), u"? = u(t, g), 0% = (t,,4). Piedpoklddejme, 7ze u(t) je na
intervalu (t,,t,,1) linedrni funkce, tj.
t—1t,

Tn

u(t) =u"+ (u"tt —u").
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n+l _ n
Pak urt? = L "W o gt = (1 — @) u™ + fu™'. Po dosazenim do (10.63) a malé
Tn

upravé dostaneme 0-metodu

(C + 1fK)u"™ = (C — 7,(1 — O)K)u" + 7,,F"+7 . (10.64)

Snadno ovérime, ze pro % < 60 <1 je f-metoda A-stabilni a tedy také Ag-stabilni, a ze pro
0<0< % je oblast absolutni stability #-metody omezend a interval absolutni stability je
interval (—2/(1 — 26),0). Pokud jde o piesnost, f-metoda je fddu 1 pro § # 3 a fadu 2
pro 0 = % Vsimnéte si, ze z -metody dostaneme pro = 0 EE metodu, pro § = 1 IE
metodu a pro 6 = % TR metodu. Metoda (10.64) pro 6 = % je zndma jako Crankova-
Nicolsonova metoda. Casto se zapisuje v analogickém tvaru

Presnost i stabilita metody (10.64) pro § = 1 a metody (10.65) je stejna.

Matice C + 7,,0K soustavy (10.64) nezavisi na case a je pozitivné definitni. Soustavu
(10.64) je proto tcelné fesit pomoci Choleského rozkladu, ktery staci provést jen jednou.

Nelinearni iloha vedeni tepla vznikne tehdy, kdyz nékteré z funkci ¢, p, q, f, v, B zaviseji
na teploté u. Odpovidajici pocatecni tlohu

Cuw)u=F(t,u) — K(u)u, te(0,7), u(0) = ¢, (10.607)
lze v Matlabu vyfesit programem ode23t nebo ode1bs. Reseni jednodimenzionalniho
parabolického problému, a to i nelinearniho, umoznuje matlabovsky program pdepe.

Rovnice s konvekénim ¢lenem

ou 0

c(x)a ~ (p(:p)—$ — T(ZL‘)U) +q(z)u = f(z,t), x€(0,0), te(0,7), (10.53")

popisuje Sifeni tepla v tekuting, r» = cv, kde v(z) je rychlost proudéni. Diskretizaci kon-
vekéntho ¢lenu provedeme stejné jako v kapitole 9.2, viz (9.24), (9.28), (9.28’). Pro ¢asovou
diskretizaci tlohy s dominantni konvekei 1ze doporucit metody IE, TR nebo BDF2.

Rovinna tloha. Hleddme funkci u(x,t), x = (z,y), kterd spliuje diferencialni rovnici
cup — (puy — riw), — (puy —rou)y +qu=f, xeQ, te(0,7),
okrajové podminky
u=gq, x ey,
—pg—Z:au—ﬁ, x €Iy, te0.7)
a pocatecni podminku

u}tzozgo, x € (.
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Prostorovou diskretizaci provedeme metodou kone¢nych prvkiu, viz kapitola 10.1.4. Slaba
diskrétni formulace je tvaru

> Q™ (cUv) + ay(U,v) = Ly(v).

Uzitim kvadraturni formule (10.31) dostaneme

cg 0 0
Q" (cUv) = [07]"CT AT, kde CT=1T.[[ 0 5 0 |. (10.66)
0 0

Globalni matici C = {cij}%-:l sestavime z elementdrnich matic C*¢. Protoze matice C”¢
jsou diagonalni, je také C diagondlni,

> Q" (clv) =) _[0"]"C"A™) = §"CA.

T.eT T.eT
Matici C vynulujeme. Pak pro kazdy trojihelnik 7, € T sestavime elementarni matici

CTe = {cI¢}3 viz (10.66), a pak pro r = 1,2, 3 polozime i = ELEM(e, 1), a kdyz i < N,

r,s=19
provedeme c¢;; < ¢;; + cfﬁ. Neni tézké ukazat, ze

C“:C(sz,yz)‘BZL ’izl,Q,...,N,
kde |B;| je plocha koneéného objemu B;, viz obrazky 10.5 a 10.6. Casovou diskretizaci
pocatecni ulohy

CA+KA=F(), te(0,T), A(0)=¢, (10.67)

provedeme 6-metodou. V (10.67) pritom: A(t) = (A1(t), As(t),...,Ax(t)T, K a F(t)
viz kapitola 10.1.4, ¢ = (©1, 2, ..., o)L . Slozky F(t) vektoru F(t) lze zapsat ve tvaru
E(t) = f(xuyut)‘Bz|7 1= 1, 2, ey N,

10.3. Uloha hyperbolického typu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(z,t) definovanou pro x € (0,0), t € (0,T), kterd
vyhovuje diferencidlni rovnici

p(x)% + c(x)% - % (p(x)@) +q(x)u = f(z,t), x€(0,¢), te(0,T), (10.68)

Ox
Dirichletovym okrajovym podminkam
u(0,t) = go(t), u(l,t) = go(t), te (0,7), (10.69)
nebo Newtonovym okrajovym podminkdm
p(0 2% — agufo.1) - syt
t e (0,7), (10.70)
o0 2450 — e ) - o),
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a pocatecnim podminkam

Ju(z,0)
ot

Mozny je také pripad, kdy na jednom okraji je predepsdna Dirichletova podminka a na
druhém Newtonova. Tato tloha vyjadiuje pricné kmitani tenké struny (nebo podélné
kmitdnd prutu) délky ¢. Proménnd z je prostorova, ¢ ma vyznam ¢asu, u(z,t) je deformace
(tj. pricna vychylka pro strunu nebo podélné posunuti v pripadé prutu) v bodé x a v ¢ase
t, p je hustota, ¢ udavé tlumeni (pro ¢ > 0 jsou kmity tlumené, pro ¢ = 0 netlumené),
p charakterizuje tuhost, ¢ odpor okolntho prostiedi a f vnéjsi sily. Dirichletovy okrajové
podminky predepisuji deformaci, Newtonovy okrajové podminky vnitini sily: aq resp. ay

v e~/

u(z,0) = ¢(x), = (x), x € (0,0). (10.71)

urcuji pocatecni deformaci ¢ a jeji poc¢atecni rychlost 1.

Predpokladejme, ze funkce p, ¢, p, q, f, 90, 9¢, Bo, Be,  a 1 jsou dostatecné hladké, ze
jsou splnény podminky nezapornosti p > pg > 0,¢c>0,p>py>0,¢>0, 00 >0, ap >0
a ze plati podminky souhlasu

©(0) =90(0),  1(0) = g5(0), p(0) = g:(0),  ¥(€) = gi(0),

vyjadiujici soulad pocatecnich podminek a Dirichletovych okrajovych podminek. Pak ma
tloha (10.68)—(10.71) jediné klasické feseni.

Podminky souhlasu v aplikacich nékdy nebyvaji splnény. Také funkce p, ¢, p, q, f, g0, ge,
Bo, Be byvaji casto jen po ¢astech spojité. V tom piipadé ma uloha (10.53)—(10.56) pouze
tzv. slabé feseni (jehoz presnou definici zde ovsem uvadét nebudeme). Pro praktické tcely
je slabé teSeni zcela vyhovujici a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat
ptiblizné hodnoty takového slabého teSeni.

Uloha (10.68) - (10.71) je okrajovou tlohou druhého Fadu vzhledem k proménné
a pocatecni tlohou druhého fadu vzhledem k proménné ¢. Pti jeji diskretizaci proto opét
pouzijeme postupy z prvnich dvou kapitol.

Prostorova diskretizace se provede stejné jako u parabolického problému metodou
piimek, viz kapitola 10.2. Opét predpokladame rovnomérné déleni a Dirichletovu okrajo-

vou podminku. Pro w;(t) aproximujici u(z;, t) pii oznaceni ;(t) = dud;t(t), i (t) = %
dostaneme soustavu rovnic
piiti(t) 4 i (t) + %<_pil/2uil(t> + [pic1j2 + Pir1y2 + Rqlui(t)— (10.72)
—pi+1/2ui+1(t)> — £, i=1,2,....N—1, te(0,T).
Z okrajovych podminek (10.69) méame
uo(t) = go(t),  un(t) =get),  t€(0,T), (10.73)

coz dosadime do (10.72) proi = 1 ai = N —1. Z pocatecnich podminek (10.71) dostaneme
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(10.72) je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu pro N — 1 hledanych
funkci u;(t), 1 =1,2,..., N — 1, s poc¢ateénimi podminkami (10.74).
Pocétecni tlohu (10.72)—(10.74) muzeme zapsat maticové ve tvaru

Mii+ Ca+Ku=F(), te(0,7), u0)=¢p, u0) =1, (10.75)

kde M je diagondalni matice s kladnymi prvky na diagondle, tzv. matice hmotnosti,
C je diagonalni matice s nezapornymi prvky na diagondle, tzv. matice utlumu, K je
tiidiagonalni pozitivné definitni matice, tzv. matice tuhosti, F(t) je tzv. vektor (vnéjsiho)

zatz/zvem/, Y = (90(3:1)7 90(3:2)7 ceey 90(fo1>)717 1/) = (1/1(951)7 1/1(952), s 71/}(1.]\/71)),11 jSOll vek-
tory pocatecnich hodnot a u(t) = (ui(t), ua(t), ..., un_1(t))T je vektor nezndmych funkei.

Casova diskretizace. Abychom mohli posoudit tuhost problému (10.75), zapiseme ho

jako pocatecni problém prvniho fadu,

Rw +Sw=G(t), t€(0,7), w(0)=r, (10.76)

(3 8) = () 5 (2 9 s0- () o= (2)

pricemz v = 1, I je jednotkova matice, O je nulovd matice a o je nulovy vektor.

Prozkoumejme charakter pocéateéni ulohy (10.76) za zjednodusujicich predpokladi.
Pro
p=p=1c=konst,q=f=0,u(0,t) =u(l,t) =0,je M=1, K=—A a C = I, kde
A je definovana predpisem (10.62). Rovnice (10.76) se tak zjednodusi, dostaneme

kde

. O I
w=Pw, w(0)=k, kde P = (A —CI) . (10.77)

Da se ukazat, ze vlastni ¢isla matice P

2N '
Ai=—3ct4/72—w? kde wl-:Tsin%, 1=1,2,...,N—1.

Ziejmé max; |\;| — oo pro N — 0o0. Pro ¢ = 0 jsou vlastni ¢isla ryze imagindrni a pro
¢ > 0 maji zdpornou redlnou slozku. Problém (10.77) je pro velké N tuhy. Protoze redlné
slozky vlastnich ¢isel jsou zdola ohranicené, Re();) > —¢, a velikost imaginarnich slozek
je neomezend, fikdme, ze problém (10.77) je oscilatoricky tuhy. Problém (10.76) se chova
obdobné. Vzhledem k (8.31) je proto vhodné fesit tilohu (10.77) pro ¢ > 0 metodou, jejiz
oblast absolutni stability obsahuje pas R. = {z € C| — ¢ < Re(z) < 0}.

Pro ¢ = 0 1ze odvodit rovnost

@] u(t) + VO K () = "o+ Ky, 1>0,

vyjadriujici stabilitu po¢ateéniho problému (10.77) vzhledem k poééateéni podmince. Pro
priblizné feseni w,, ~ w(n7) spoctené lichobéznikovou metodou lze odvodit analogickou
rovnost

ulu, + VZK’lvn =l +yp K 1y, n=12,...

n
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To je skveélé, lichobéznikova metoda aplikovand na feseni tlohy (10.77) pro ¢ = 0 vykazuje
stejnou stabilitu jako presné feseni.

Protoze lichobéznikova metoda je A-stabilni, je vhodnou metodou pro kazdé ¢ > 0.
Z matlabovskych programu lze doporucit programy ode23t a ode23tb, které jsou na
lichobéznikové metodé zalozeny.

Lichobéznikova metoda aplikovana na tlohu (10.76) vede na predpis

R+ 4mS)w' = (R~ rS)w" + 17 (G" + G™Y), (10.78)

2

viz (10.65). Pro efektivni vypocet slozek u"™ a v vektoru w™™! je vhodné soustavu
rovnic (10.78) zapsat po slozkach, tj.

n+1 1 n+l _ _.n 1 n
u — =Tp,V =u + 37,V

(M + 17, C)v*H + %TnKu"Jrl =M-1n,C)v" — i, Ku" + 17, (F""' + F").

Z prvé rovnice vyjadiime v viz (10.80), dosadime do druhé rovnice a obdrzime rovnici
pro vypoéet u™t1:
Ku't'=F,  kde (10.79)
~ 4 ~ 4 4 +1
K=—-M-+ C+K F=(=-M+ C K|u"+—Mv'+F'+F'.
T2 T T2 T Tn
Az vypocitame u™!, dopocitame
2
vt = Z(u"t —u") — v (10.80)
Tn

Startujeme pfitom z pocatecnich hodnot
w =, V=4 (10.81)

Matice K soustavy (10.79) nezdvisi na ¢ase a je pozitivné definitni. Soustavu (10.79) je
proto ucelné tesit pomoci Choleského rozkladu, ktery staci provést jen jednou.

Metoda (10.79)—(10.81) je specidlnim pripadem Newmarkovy metody hojné pouzivané
v inzenyrské praxi, viz [5].

10.4. Hyperbolicka rovnice prvniho radu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(z,t) definovanou pro x € (0,0), t € (0,T), ktera
vyhovuje diferencialni rovnici

% + a(z, t)g = f(z,t), 2€(0,0),te(0,T), (10.82)
okrajovym podminkam
U Oat = t 5 a O,t > O,
O0=a), a0 o s
u(l,t) = ge(t) all,t) <0,



a pocatecni podmince
u(z,0) = ¢(x). (10.84)

Necht Q = (0,¢) x (0,T) je obdélnik, v némz hleddme feseni, a dQ" ta je ¢dst hranice
0Q obdélnika ), na niz je predepsana pocatecni nebo okrajova podminka, tj.
0Qt ={[x,t] € 9Q | t=0 nebo x=0 (pokud a(0,t)>0) nebo x= ¢ (pokud a(¢,t)<0)}.
Pro kazdy bod Py = [zo,t] € Q \ Q" uréeme feseni x(t) pocdtecniho problému
da(t
% =alz(t),t), t<ty, x(t)= 0. (10.85)

Kiivka x(t) se nazyva charakteristika ptislusnd bodu [xg, to]. Predpokladejme, ze charak-
teristika protind 0Q* v jediném bodé Py = [z, t5]. Tomuto bodu fkdme pata charakte-
ristiky. Podle pravidla o derivovani slozené funkce

du(x(t),t) _ Ou(z(t),t) dx(t) N Ou(x(t),t)  Ou(x(t),t)
dt Ox dt ot ot

Ulohu (10.82)—(10.84) proto muZeme na charakteristice 2(t) zapsat ve tvaru
e(xf) pro th=0,

= f(x(t),t), t € (ty,to), u(z(ty),ty) =4 go(th) pro x5=0, (10.86)
ge(ty) pro af=1¢.

du(z(t),t)
dt

Predpoklddejme, ze funkce a, f, go, g a ¢ jsou spojité, ze funkce a(0,t) i a(¢,t)
neméni znaménko a ze okrajova podminka je kompatibilni s pocatecni podminkou, t;.
plati

©(0) = go(0) (pokud a(0,0) >0), ¢(¢) = g,/(0) (pokud a(¢,0) <0).
Pak tloha (10.85)—(10.86), a tedy rovnéz uloha (10.82)—(10.84), ma jediné klasické feseni.

" Rovnice (10.82) byvé oznacovana jako
advekénd rovnice nebo také transportni
rovnice. Uloha (10.82)(10.84) popi-
suje tfeba siteni piimeési proudénim, tj.
bez vlivu diftze: u(z,t) je koncentrace
piimeési v tekutiné v bodu x a v case t,
a = pv je soucin hustoty o tekutiny
a jeji rychlosti v, f je zdrojovy clen.
Charakteristika x(t) je trajektorie, po
které se castecka pirimési pohybuje.
Pokud bychom pripustili také difizni
Siteni ptimeési, dostali bychom kon-
oQ+ vekéne-difuzni rovnici
Obr. 10.10. Charakteristiky

T

o+

Py (23,13)
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o)+ 5000 = - (W02 ) = flat). @€ 0.0), te (0.7)

v niz p je koeficient difize, viz (10.53"). Na rovnici advekce lze proto nahlizet jako na limitni
piipad konvekéné-difizni rovnice, v niz zanedbame ucinky difize. Jind forma advekéni
rovnice tedy je
(7u (7 )
Yot T oz
Jestlize rovnice (10.82") popisuje pifenos tepla advekei, pak u je teplota, ¢ je objemova
tepelna kapacita (tj. tepelna kapacita vztazend na jednotku objemu), r = cv, kde v je
rychlost proudéni a f je tepelny zdroj.

Metoda piimek. Uvazujme rovnomérné déleni intervalu (0, £), tj. x; = ih,i =0,1,..., N,
kde h = ¢/N. Predpokladejme, ze funkce a(z,t) v krajnich bodech intervalu (0, £) neméni
znaménko. Splnéni rovnice (10.82) budeme pozadovat ve vnitinich uzlech xy, zo, ..., zn_1
a pro a(0,t) < 0 také v uzlu zy a pro a(¢,t) > 0 také v uzlu xy. V rovnici
ou(x;, t) ou(z;,t)
— iht)—F— = it
o)y a2 =

aproximujeme clen u,(x;,t) ve vnitinich uzlech centrélni diferenci a v krajnich uzlech
jednostrannou diferenci. Pokud tieba a(0,t) > 0, a(¢,t) > 0 pro vSechna ¢t € (0,7),
dostaneme

U (t) + ay(t)[uz(t) — go(t)]/(2h) = f1( )
un(t) + an(t)[Bun(t) — dun-1(t) + UN—2(t)]/(2h) = fn(t),

kde a;(t) = a(z;,t), fi(t) = f(x;,t) a u;(t) je aproximace u(z;,t). Z (10.84) dostaneme
pocatecni podminky

wi(0)=¢;, i=12....N, (10.88)

kde ¢; = ¢(x;). Poc¢atecni problém (10.87)—(10.88) fesime vhodnou numerickou metodou.
K jejimu vybéru nam poslouzi zjednoduseny model. Predpokladejme, ze a = 1, f = 0
a uvazme periodické okrajové podminky u(0,t) = u(¢,t). Pomoci centralnich diferenci
odvodime

i1 () + uz(t) — un(t)]/(2h) =0,
i (t) + [uia (t) — wia ()]/(2h) =0, i=12,3,...,N—1, (10.87")
an(t) + [ur(t) — un-1(t)]/(2h) = 0.
Pocatecni problém (10.87°)-(10.88) zapiSeme maticoveé, tj.
u=Au, te(0,7), u(0)=¢, (10.89)
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kde u(t) = (us(£), us(t), ..., un ()7, @(t) = (p2(8), @2(t). ... on ()T a

0 1 0 0 -1
-1 0 1 0 O
1 0 -1 0o ... 0
A=—— ' . ' . - (10.90)

Da se ukazat, ze vlastni ¢isla matice A

Ni(A) = [Esin@, I=+v—-1, i=1,2,...,N,
14 N
lez{ na imagindrni ose, max; |\;| = 0o pro N — 00, tj. pro velké N je pocatecni problém
(10.89) oscilatoricky tuhy.

Antisymetrickd matice A je diagonizovatelnd pomoc{ unitdrni matice® vlastnich vek-
tort, tj. plati VAV = D, kde D = diag{\, Ay, ..., Ay}, viz [55]. Redeni pocatecni
tilohy (10.89) lze zapsat ve tvaru u(t) = VS(t) Vi, kde S(t) = diag{eM?, et ... et}
Oveite! Odtud jiz snadno obdrzime |[u(t)||s = ||¢|l2 pro kazdé ¢ > 0. Ovérte! K nume-
rickému feseni se proto skvéle hodi lichobéznikova metoda, pro kterou ||u,|ls = ||¢||2 pro
kazdé n =1,2,... Ovérte!

Problém (10.87)—(10.88) se chova podobné: vlastni ¢isla odpovidajici matice A lezi
v zaporné komplexni poloroviné v blizkosti imagindrni osy a |Apee — IN/€| — 0 pro
N — oo. Pro tfeseni pocétecniho problému (10.87)-(10.88) lze kromé lichobéznikové
metody doporucit také metody, jejichz oblast absolutni stability obsahuje obdélnik

R.,s={2€C| —a<Re(z) <0,-p <Im(z) <j}.

Pro metodu BS32 je («; 5) = (1,64; 1,73) a pro metodu DP54 je («; 5) = (3,19; 0,99), viz
napf. [26]. Délka kroku téchto dvou metod je sice z duvodu stability omezena, toto omezeni
v8ak neni nijak dramatické, délka kroku bude fadu O(h). Z matlabovskych programu lze
tedy doporucit programy ode23t, ode23 a ode45.

Metoda charakteristik je dalsi vhodnou technikou pro feseni tlohy (10.82)—(10.84).
Jeji podstatu vysvétlime nejdiive pro zjednodusenou tlohu

ou ou

o Tag- =0, we(0,0), te(0,T),
u(0,t) = go(t), te€(0,7),

u(r,0) = ¢(z), x€(0,0),

5Ctvercova matice V je unitdrni, jestlize VIV = VVH = 1. Piitom V¥ je matice Hermitovsky
sdruzend, tj. transponovand a komplexné sdruzend: kdyz V = {vy;}N,_, a V# = {0/T}N._ | pak v/ = 0j;
je ¢islo komplexné sdruzené s ¢islem vj;.

(10.91)
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kde a > 0 je konstanta. Diferencidlni rovnici piepiSeme pomoci charakteristik na tvar

du(z(t),t)
—— - =0. 10.92
P (10.92)
Zvolme rovnomérné déleni intervalu (0, ¢) s krokem h = (/N tj. z; =ih, i =0,1,..., N,
a rovnomérné déleni intervalu (0,7) s krokem 7 = T/Q, tj. t, = nt, n = 0,1,...,Q.

Charakteristika vychazejici z bodu [z;,t,.1] je piimka z;(t) = x; + a(t — t,11). V case
t=1, je

xp = zi(t,) = x; —ar.

Predpokladejme, ze ar < h. Pak proi = 1,2,..., N bod z!' € (x;_1,x;), zejména tedy
€ (0,0), takze u(x?, t,) ma smysl. Integraci rovnice (10.92) od ¢,, do t,4; obdrzime

/tnﬂ du(x;(t),1)

dt dt = U(xiathrl) - u(lea tn) = 07

n

a odtud
w(s, tyr) = u(al t,), i=1,2,...,N. (10.93)
Numerickou metodu dostaneme tak, ze u(z,t,) uréime ptiblizné interpolaci, tj. po¢itame
ultt = Py(zl), (10.94)
kde Py(x) je interpolacni polynom stupné k£ > 1 splaujici interpolac¢ni podminky

Py(z;—1) =uly, Pelz;) =ul

7))

(10.95)

které v pripadé k& > 1 doplnime o dalsich £—1 vhodné zvolenych interpola¢nich podminek.
Pro linearni polynom P; z podminek (10.95) odvodime

ul —ul art
Pi(z) =ul + ZT“(Z' —1z;) aodtud Pi(x}) =ul — W(U? —ul ).
Dostali jsme tak upwind metodu
t
F--- A ur — ut
tnt1 urt = — ar— - U (10.96)
(t)
Nézev metody nam pfipomind, ze velicina w
20 i . (i (s o
| | | | v uzlu x; zavisi jen hodnotéach této velic¢iny v uz-
E E E E x  lech lezicich ,proti proudu, proti vétru“, pro
Ti-1 P T Tit1 a > 0 tedy nalevo od z;. V bodu xg = 0 uzijeme
Obr. 10.11. Upwind metoda okrajovou podminku, takze USH = go(tnt1)-
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D4 se ukazat, ze kdyz
at

=—<1 10.97
vi=T<1, (10.97)

pak za predpokladu dostatecné hladkosti presného feSeni pro chybu plati
u(z, tn) —ul = O(7), (10.98)

viz [29]. Rikdme, ze metoda (10.96) je upwind metoda fadu jedna. Pro v = 1 dokonce

u? = u(w;,t,) je presné! Cislo v = ar/h se nazyva Courantovo ¢islo a podminka (10.97)

se nazyva Courantova-Friedrichsova-Lewyova podminka, stru¢né CFL podminka.
Metodu Fadu dva dostaneme tak, ze v (10.94) pouzijeme interpolaéni polynom druhého

stupné. Kdyz k podminkdm (10.95) pro k& = 2 priddme jesté podminku
Py(@it1) = ujyy (10.99)
vypocteme Py(z!') a dosadime do (10.94), dostaneme Lazovu- Wendroffovu metodu

| no_oun 4o
7“”1%“@ L —|—§(a7)2ul+1 :2 Yict (10.100)

n+1
)

u = —ar
V bodu x4 uzijeme okrajovou podminku, takze uj™' = go(t,41). Pro aproximaci v uzlu
xy muzeme pouzit interpolaéni polynom P(x), ktery kromé podminek (10.95) vyzaduje
navic splnéni podminky Py(zy_2) = uf_,.

Jestlize pro obecny uzel x; priddme k podminkam (10.95) podminku

PQ(JZ'Z‘,Q) = u?—Z s (10101)
vypocteme Py(z!') a dosadime do (10.94), obdrzime Beamovu- Warmingovu metodu

3ul — 4u’  + ul 1 u — 2u?  +ul
1 —2 1 92
?H =u! —ar— ! 24 —(aT)2 ! ! e

2h 2 h?
Jestlize ug ™ = go(t,y1) a pocitdme-li uf ™ i =1,2,..., N—1, podle (10.100) a us"* podle
(10.102), je-li splnéna CFL podminka (10.97) a je-li pfesné feseni u dostatecné hladké,
pro chybu plati

u (10.102)

u(w, t,) —ulr = O(7?). (10.103)

)

Jestlize ul™ = go(tni1) a pocitdme-li u+* podle (10.100) a w4 = 2,3,..., N, podle
(10.102), je-li splnéna CFL podminka (10.97) a je-li pfesné feseni u dostatecné hladké,
pro chybu opét plati (10.103).

Vénujme se dale piipadu, kdy konstanta a < 0. Pak okrajova podminka bude ptede-
psdna vpravo, tj. podminku (10.91,) nahradi podminka

u(l,t) = go(t), te (0,7). (10.915)

Charakteristika vychédzejici z bodu [z;, t,,41] bude smétovat doprava, takze za predpokladu
platnosti CFL podminky

W (10.104)
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bude x;(t,) € (x;, xiy1) pro ¢ = 0,1,..., N — 1. Podobné jako diive odvodime upwind
metodu

n n
Uipy — U

i 10.96
- (1096

ntl

u;

=u; —ar

Laxova-Wendroffova metoda na znaménku a nezavisi, takze opét plati (10.100). Pro
Beamovu-Warmingovu metodu dostaneme

n n n n n n
—3u +Au —uly, 1 ui = 2u g + U

u'tt = ut —ar o + 5(m)2 13 (10.102")
V obecném piipadé a = a(z,t) uréime =" numericky: = ~ x;(t,), kde
da;(t
xdi ) a0 t), miltn) = 2 (10.104)

Pro upwind metodu pouzijeme EE metodu, takze

n n n
xf =x;—arr, kde a =a(x;,t,q).

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu pouzijeme EM2 metodu, t;.

xf =x; —alT, kde a= %(/ﬁ + ko), ki =a(zytyi), ke =alz; — Tk, ty).

Vzorce (10.96), (10.96°), (10.100), (10.102) a (10.102’) se zméni jen v tom, ze v nich misto
a piSeme a]'. Délka kroku musi splnovat CFL podminku

max; |a? |7

<1 10.104°
ol < (10.104)

Jestlize v rovnici (10.91;) uvazujeme nenulovou pravou stranu f(z,t), tj. fesime-li
misto rovnice (10.92) rovnici

— 7 — f(x(t), 1), (10.92")

pricteme k pravym stranam formuli aproximaci QF(f) integralu ftt”“ f(z;(t),t)dt. Pro
upwind metodu staci pouzit jednostrannou obdélnikovou formuli

QY (f) = 7f(wi, thy1).

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu metodu uzijeme lichobéznikovou
formuli

QI(f) = %T[f(%‘,tnﬂ) + f(xi, tn)].

Shrnuti. Upwind metodu fadu jedna pro rovnici (10.82) zapiSeme ve tvaru

n n
Uy — Uy

h

n+1

(2

U n+17_]+

—u — [a] + [0yt S (10.106)
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kde f"' = f(z;,tny1). Piipomenme, ze ¢ = max(c,0) a ¢ = min(c, 0).
Beamovu-Warmingovu metodu, kterou lze povazovat za upwind metodu tadu dva,

zapiseme ve tvaru

n n n
2 Ui — 2ui g+ ul

3ul —4ul , + ul 1
n+l _ . n n+1,_ 1+ 7 i—1 i—2 n+1_1+
ui ™ = =T oh + ) ([a’i 7] ) 2
—3u® +4ul , —ul 1 o ul — 2l + ul
n+1_1— ) i+1 i+2 n+1_1— 7 i+1 42
o oh + 2 ([ai 7] ) B2
1
+5 7+ S )] (10.107)

Laxova-Wendrofova metoda tadu dva, zalozena na centralnich diferencich, je tvaru

n n n n n
ntl om o Wi w1 outy = 2w gy
i Uy 4T +5(ai'T) 5

2h 2 h

u +%T[fi"+l+f(x?,tn)]. O (10.108)

Metoda koneénych objemi. Pro diskretizaci rovnice (10.82%) se vyborné hodi metoda

konecnych objemt na casoprostorovych objemech B; = (x;_1/2, Zip1/2) X (tn,tny1) , Vice
o tom viz [28].
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