Pravdépodobnostni modely pro diskrétni nahodné veliciny

Zakladni pojmy poctu pravdépodobnosti
Nahodny pokus: jednorazové uskuteénéni konstantné vymezeného souboru defini¢nich podminek, jehoz
kazdé opakovani vede k pravé jednomu z vice moznych vysledku.

Zakladni prostor: neprazdnd mnozina moznych vysledki ndhodného pokusu. Znaci se 2 a nazyva se jisty
jev. Opakem je nemozny jev @. Mozné vysledky se znac¢i wi,ws, ...

Jev: vymezend mnozina vysledku ndhodného pokusu. Znaci se A, B, C, ...

Jev opaény k jevu A: A =Q — A.

Neslucitelné jevy: AN B = @.

Jevové pole: systém vsech jevu, znadi se A.

Meéftitelny prostor: dvojice (€, A).

Pravdépodobnost: mnozinova funkce Pr: A — R, ktera spliiuje nasledujici tii axiomy:

— kazdému jevu prifazuje nezdporné &islo (axiom nezdpornosti),

— jistému jevu pfifazuje ¢islo 1 (axiom normovanosti),

— sjednocent neslucitelnych jevu pfifazuje soucet pravdépodobnosti téchto jevi (axiom spocetné aditivity);

jde o teoreticky protéjsek relativni cetnosti.

Pravdépodobnostni prostor: trojice ({2, .4, Pr).
Klasicka pravdépodobnost: Pr(A4) = %,
jevu A a m(Q) je pocet viech moznych vysledku. Klasickd pravdépodobnost se dd pouzit jen tehdy, kdyz je
zékladni prostor koneény a vSechny mozné vysledky maji stejnou Sanci nastat.

kde m(A) je pocet moznych vysledka ptiznivych nastoupeni

Stochasticky nezavislé jevy: jevy Ay, ..., A, € A jsou stochasticky nezavislé, kdyzVl <i<j<--- <k <
n: Pr(A;NA;N---NAg) =Pr(4;) Pr(4;) ... Pr(Ag). Stochastickd nezavislost jevi je teoretickym protéjskem
Cetnostni nezavislosti mnozin.

Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky H: Pr(A|H) = %E)H), Pr(H) > 0; jde o teoreticky

protéjsek podminéné relativni ¢etnosti.

Nahodna veliina: zobrazeni X : Q — R, které moznému vysledku w pfifazuje ¢islo X (w); jde o teoreticky
protéjsek skaldrntho znaku. Ciselnou realizaci X (w) zkrdcené znacime x.

Dvourozmérny nahodny vektor: zobrazeni (X,Y)?: Q — R?, které moznému vysledku w prifazuje dvo-
jici éfsel (X (w), Y (w))T; jde o teoreticky protéjsek dvourozmérného znaku. Ciselnou realizaci (X (w),Y (w))T
zkrdcené znacime (x,y)7.

Transformovani ndhodna veli¢ina: Z = g(X).

Distribuéni funkce ndhodné velic¢iny: Vz € R : F(x) = Pr(X < z); jde o teoreticky proté&jsek empirické
distribuéni funkce. Zname-li distribuc¢ni funkci ndhodné velic¢iny, fekneme, ze zname jeji pravdépodobnostni
rozlozeni (pouzivd se téz termin pravdépodobnostni model). Toto rozlozeni zpravidla zdvisi na néjakém
parametru . Zkracené piseme X ~ L(¥) a ¢teme: ndhodnd veli¢ina X md rozlozeni L s parametrem 1.



4.2 Diskrétni ndhodna veli¢ina

Diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva pouze koneéné nebo spocetné mnoha hodnot. Jeji pravdépodobnostni chovani je
popséno pravdépodobnostni funkci: Vz € R : p(z) = Pr(X = z); jde o zidealizovany protéjsek cetnostni funkce.
Pravdépodobnostni funkce je s distribuéni funkef spjata sou¢tovym vztahem: Vo € R: F(x) = >, p(t).

4.2.1 Alternativni rozlozeni

Provedeme pokus, jehoZ vysledkem je bud’ nastdn{ sledované udélosti (iispéch) s pravdépodobnost{ ¥ nebo nenastén{
sledované udélosti (nedspéch) s pravdépodobnosti 1 —1. Ndhodn4 veli¢ina X udéva pocet nastani sledované udélosti
v tomto pokusu, nabyvé tedy hodnot 0 nebo 1. Piseme X ~ A(9).

¥7(1 —09)1 =% pro z =0, 1,
pla)y =0
0 jinak.

4.2.2 Binomické rozlozeni

Provadime posloupnost n opakovanych nezdvislych pokusu, v kazdém pokusu muze nastat sledovand udélost s
pravdépodobnosti ¢; jde o tzv. bernoulliovskou posloupnost pokusi. Ndhodné veli¢cina X udava pocet nasténi sle-
dované udélosti v této posloupnosti pokusi. Piseme X ~ Bi(n,d); pro n =1 jde o alternativn{ rozlozeni.

"MYF(1—9)" % prox=0,1,...,n,

(@) = {(w.).
0 jinak.

Binomické rozlozeni se poji s vybéry s vracenim (s opakovénim).

Vzorce pro vypocty pravdépodobnosti pomoci binomického rozlozeni

e Pravdépodobnost, ze v n pokusech nastane sledovana udalost pravé x-krét:
Pr(X =2) =p(z) = (1)v*(1 —9)" .
K vypoctu v softwaru @R slouzi funkce dbinom(x, n, 7).

e Pravdépodobnost, ze v n pokusech nastane sledovana udélost nejvyse x;-krat:
Pr(X < 1) = F(z1) = 235 p(@).
K vypoctu v softwaru @R slouzi funkce pbinom(xy, n, 9).

e Pravdépodobnost, ze v n pokusech nastane sledovana udélost alespon xg-krat:
Pr(X >20)=1-Pr(X <zg—1)=1—F(zg— 1) =1- 3" 1 p(z).
Vypocet 1ze v softwaru @ provést takto: 1 — pbinom(xo — 1, n, ).

e Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech nastane sledovana udélost alespon xg-krat a nejvyse xi-krat:
Pr(zg < X < 1) = F(z1) — F(zo — 1) =371, pla).

=T

Vypoeet lze v softwaru @ provést takto: pbinom(xy, n, ) — pbinom(xo — 1, n, 9).

Piiklad 4.1. ReSeny piiklad
V rédmci studie poméru pohlavi u lid{ (Geissler, 1889) bylo na zdkladé zdznamu z nemocnic v Sasku zaznamenédno
rozlozeni poc¢tu chlapcu v M = 6115 rodindch s dvanécti détmi. Udaje ze studie jsou uvedeny v tabulce 4.1.

Tabulka 4.1: Pocet chlapcu v rodindch s dvanacti détmi

x Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| ¥
Mobserved | 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 [[ 6115

Piedpoklddejme, Ze ndhodnd veli¢ina X popisuje pocet chlapcu v rodiné s dvandcti détmi. (a) Najdéte rozlozeni,
které dostatecné dobie vystihuje pravdépodobnostni chovani ndhodné veliciny X, a stanovte odhady parametra
tohoto rozlozeni; (b) ovéite, ze nalezené rozlozen{ je vhodné na popis ndhodné veli¢iny X; vypocitejte ocekdvané ab-
solutni ¢etnosti za predpokladu nalezeného rozlozeni a graficky je porovnejte s pozorovanymi absolutnimi ¢etnostmi.
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Reseni piikladu 4.1

Pocet chlapcu v rodiné s dvanacti détmi je diskrétni znak, k jeho popisu tedy pouzijeme diskrétni ndhodnou veli¢inu.
Narozeni chlapce bylo zkoumano ve dvanécti Bernoulliho pokusech X1, ..., X1, pfitemz v kazdému pokusu mohlo
dojit k nastdni sledované uddlosti (X; = 1; narodil se chlapec), nebo k nenastani sledované udalosti (X; = 0;
narodilo se dévée). O ndhodné veliciné X tedy predpoklddame, Ze pochdzi z binomického rozlozeni s parametry
n = 12 a 19, kde ¢ je pravdépodobnost narozeni chlapce v rodiné s dvanacti détmi. Parametr ¥ odhadneme jako
podil poctu vSech narozenych chlapcu ku celkovému poctu vSech narozenych déti v rodindch s dvanacti détmi.

~ _ pocet narozenych chlapcu _ Z;L:O TMobserved 33 100

pocet narozenych déti nM 73380

=0,5192.

<- 12

<- 0:n

.obs <- ¢c(3, 24, 104, 286, 670, 1033, 1343, 1112, 829, 478, 181, 45, 7)
<- sum(m.obs) # 6115

theta <- round(sum(x * m.obs) / (n * M), 4) # 0,5192

= B X B

Odhad parametru 9= 0,5192. Pravdépodobnost narozenf chlapce v rodiné s dvanacti détmi je 51,92 %. O ndhodné
veliciné X predpokladame, ze pochazi z binomického rozlozeni s parametry n = 12 a ¥ = 0,5192, tj. X ~
Bi(12;0,5192).

Nyni zbyva ovérit, zda binomické rozlozeni dostatetné dobre popisuje redlna data. Za predpokladu, ze X ~
Bi(12;0,5192), vypocitdme ocekdvané absolutni ¢etnosti rodin s 0, 1, ..., 12 chlapci. Pomoci piikazu dbinom()
stanovime nejprve pravdépodobnostni funkci rozlozeni Bi(12;0,5192) v hodnotach 0, 1, ..., 12. Hodnoty pravdeé-
podobnostni funkce nasledné vyndsobime celkovym poc¢tem rodin (M = 6115) a zaokrouhlime na celd ¢isla. Tim
ziskame oc¢ekdvané absolutni ¢etnosti rodin s 0, 1, ..., 12 chlapci. O¢ekavané absolutni ¢etnosti vlozime spolecné s
pozorovanymi absolutnimi ¢etnostmi do souhrnné tabulky, kterou vytvoifme piikazem data.frame().

m.exp <- round(dbinom(0:12, n, theta) * 6115)
tab <- data.frame(rbind(m.obs, m.exp))
names (tab) <- 0:12

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
m.obs 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7
m.exp 1 12 72 259 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2

Za predpokladu, ze X ~ Bi(12;0,5192), se v jedné rodiné s dvandcti détmi nenarodi zadny chlapec, ve dvandcti
rodinédch se narodi jeden chlapec, v 72 rodinach se narodi dva chlapci, apod.

Pozorované a ocekavané absolutn{ ¢etnosti nyni vzéjemné graficky porovndme (viz obrézek 4.1). Nejprve pitkazem
plot() s argumentem type = 'h’ vykreslime graf pozorovanych absolutnich ¢etnosti reprezentovanych Gervenymi
svislymi tseckami. Piikazem points() zakon¢ime svislé tisecky Cervenymi body. Nésledné pomoci piikazu lines() s
argumentem type = 'h’ dokreslime do grafu svislé ¢erné tsecky reprezentujici ocekavané absolutni Cetnosti, které
tentokrat zakonc¢ime Sedymi body. Pro lepsi pfehlednost posuneme tyto tsecky a body o vzdalenost 0,25 smérem
doprava. Nakonec do grafu doplnime legendu piikazem legend().

plot(x, m.obs, type = ’h’, col = ’red’, ylim = c(0, 1550),
xlab = ’pocet chlapcu’, ylab = ’pocet rodin’, las = 1)
points(x, m.obs, pch = 21, col = ’darkred’, bg = ’rosybrownl’)
lines (x + 0.25, m.exp, type = ’h’, col = ’black’)
points(x + 0.25, m.exp, pch = 21, col = ’black’, bg = ’grey80’)
legend (’topright’, pch = c(21, 21), col = c(’darkred’, ’black’), bty = ’n’,
pt.bg = c(’rosybrownl’, ’grey80’), legend = c(’pozorovane’, ’ocekavane’))

Z obrazku 4.1 vidime, ze pozorované a ocekavané absolutni ¢etnosti jsou si hodnotami velmi blizké. Graficka vizua-
lizace tedy podporuje nas zdvér, ze ndhodnd veli¢ina X popisujici pocet chlapcu v rodiné s dvanécti détmi pochédzi
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Obrazek 4.1: Porovnani pozorovanych absolutnich ¢etnosti a ocekdvanych absolutnich ¢etnosti za piredpokladu
rozlozeni Bi(12;0,5192)

z binomického rozlozeni s parametry n = 12 a ¢ = 0,5192. *

Piiklad 4.2. Reseny piiklad

Za predpokladu, ze ndhodna velicina X popisujici pocet chlapct v rodiné s dvanacti détmi pochdzi z rozlozeni
Bi(12;0,5192), (a) nakreslete graf pravdépodobnostni funkce p(x) a graf distribuéni funkce F(x); (b) vypocitejte
pravdépodobnost, Ze v rodiné s dvandcti détmi bude (i) préavé sedm chlapct; (ii) nejvyse étyfi chlapci; (iii) alespon
Sest chlapcu; (iv) tfi, ¢tyfi, pét nebo Sest chlapcu.

Reseni piikladu 4.2

K vykresleni grafu pravdépodobnostni funkece p(x) nejprve piikazem dbinom() vypocitdme hodnoty pravdépodob-
nostni funkce v bodech = = 0, 1, ..., 12. Piikazem plot() s argumentem type = 'h’ potom vykreslime hodnoty
pravdépodobnostni funkce reprezentované svislymi ¢ernymi tseckami. Svislé tusecky zakonc¢ime cervenymi body,
které vykreslime piikazem points(). Vysledny graf je zobrazen na obrazku 4.2 vlevo.

n <- 12

x <- O:n

px <- dbinom(x, n, theta)

plot(x, px, type = ’h’, ylim = c(0, 0.25), xlab = ’pocet chlapcu’,
ylab = ’p(x)’, las = 1)

points(x, px, pch = 21, col = ’darkred’, bg = ’rosybrownl’)

K vykreslen{ grafu distribu¢ni funkce F(z) nejprve pifkazem pbinom() vypocitdme hodnoty distribuéni funkce v
bodech x =0, 1, ..., 12. Ndsledné si vykresime prazdny graf piikazem plot() s argumentem type = 'n". Do prdzdného
grafu zaneseme nejprve vodorovné tisecky pomoci piikazu segments(x0, y0, x1, y1), kde x0, resp. y0 je vektor x-ovych,
resp. y-ovych souradnic poc¢atecnich bodu usecek a x1, resp. yl je vektor z-ovych, resp. y-ovych souradnic koncovych
bodu usecek. Déle pitkazem arrows() dokreslime do grafu sipky popisujici prubéh distribu¢ni funkce na intervalu
(—00;0), resp. na intervalu (12;00). Syntax piikazu arrows() je analogickd syntaxi piikazu segments(); argumentem
length specifikujeme délku hrotu sipky. Nakonec piikazem points() dokreslime kazdé vodorovné tsecce zprava bily
bod s ¢ernym obrysem reprezentujici, ze tsecka je zprava oteviend, a zleva plny cerveny bod reprezentujici, ze
usecka je zleva uzaviend. Vysledny graf je zobrazen na obrazku 4.2 vpravo.

Fx <- pbinom(x, n, theta)

plot(x, Fx, xlab = ’pocet chlapcu’, type = ’n’, xlim = c(-1, 13),
ylim = c(0, 1), ylab = °F(x)’, las = 1)

segments (x, Fx, x + 1, Fx)

arrows (0, 0, -1, 0, length = 0.1)

arrows (12, 1, 13, 1, length = 0.1)

points(x, c(0, Fx[1:12]), pch = 21, col = ’black’, bg = ’white’)

points(x, Fx, pch = 21, col = ’darkred’, bg = ’rosybrownl’)
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Obrazek 4.2: Graf pravdépodobnostni funkce p(z) (vlevo) a distribuéni funkce F'(x) (vpravo) rozlozeni Bi(12;0, 5192)

Nyni se zaméiime na vypocet pravdépodobnosti za predpokladu binomického rozlozeni s parametry n = 12 a
¥ = 0,5192. Pravdépodobnost, ze v rodiné s dvandcti détmi bude pravé sedm chlapci, tj. Pr(X = 7) odpovida
hodnoté pravdépodobnostni funkce p(z) rozlozeni Bi(12;0,5192) v bodé 2 = 7. Tuto hodnotu vypoéitdme pomoci
piikazu dbinom().

n <- 12
theta <- 0.5192
dbinom (7, n, theta) # 0,2069618

Pravdépodobnost, ze v rodiné s dvanacti détmi budou nejvyse ¢tyfi chlapci, tj. Pr(X < 4) odpovidd hodnoté
distribuéni funkce F'(z) v bodé x = 4. Tuto hodnotu vypocitdme pifkazem pbinom().

pbinom (4, n, theta) # 0,1588736

Pravdépodobnost, ze v rodiné s dvanécti détmi bude alespon Sest chlapcu, tj. Pr(X > 6) vypocitdme tak, ze od jedné
odecteme pravdépodobnost, ze v rodiné bude nejvyse pét chlapcti. Tuto pravdépodobnost, odpovidajici hodnoté
distribu¢ni{ funkce F(z) v bodé x = 5, vypocitdme pifkazem pbinom().

1 - pbinom(5, n, theta) # 0,6636462

Pravdépodobnost, Ze v rodiné s dvandcti détmi budou t¥i, étyfi, pét nebo Sest chlapet, tj. Pr(3 < X < 6) muzeme
vypocitat dvéma zpusoby. Prvnim zptsobem je, Ze se¢teme hodnoty pravdépodobnostni funkce p(z) v bodech = = 3,
4, 5 a 6. Tyto hodnoty vypocitdme pomoci pifkazu dbinom() a secteme piikazem sum(). Druhym zpusobem je, Ze
od pravdépodobnosti, ze v rodiné bude nejvyse Sest chlapcu, ode¢teme pravdépodobnost, ze v rodiné budou nejvyse
dva chlapci. Obé pravdépodobnosti jsou hodnotami distribu¢ni funkce F(x) v bodé = 6, resp. v bodé x = 2 a
vypocitdme je pomoci pifkazu pbinom().

sum (dbinom(3:6, n, theta)) # 0,546076
pbinom(6, n, theta) - pbinom(2, n, theta) # 0,546076

Pravdépodobnost, Ze v rodiné s dvanécti détmi bude pravé sedm chlapcu, je 20,70 %. Pravdépodobnost, Ze v rodiné
s dvandcti détmi budou nejvyse ¢tyfi chlapci, je 15,89 %. Pravdépodobnost, Ze v rodiné s dvandcti détmi bude
alespon Sest chlapcu, je 66,36 %. Pravdépodobnost, Zze v rodiné s dvandcti détmi budou tfi, ¢tyfi, pét nebo Sest
chlapcu, je 54,61 %.

*



Piiklad 4.3. Nereseny piiklad
V rdmci studie poméru pohlavi u lidi (Geissler, 1889) bylo na zaklade zdznamu z nemocnic v Sasku zaznamenano
rozlozeni poc¢tu divek v M = 6115 rodinach s dvanécti détmi. Udaje ze studie jsou uvedeny v tabulce 4.2.

Tabulka 4.2: Pocet divek v rodinach s dvanécti détmi

x Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| ¥
Mobserved || 7 45 181 478 829 1112 1343 1033 670 286 104 24 3 [ 6115

Piedpokldadejme, Ze ndhodnd veli¢ina X popisuje pocet divek v rodiné s dvandcti détmi. (a) Najdéte rozlozeni, které
dostatecné dobfe vystihuje pravdépodobnostni chovani ndhodné veliciny X, a stanovte odhady parametra tohoto
rozlozeni; (b) ovéite, ze nalezené rozlozeni je vhodné na popis ndhodné veli¢iny X; vypocitejte ocekdvané absolutni
¢etnosti za predpokladu nalezeného rozlozeni a graficky je porovnejte s pozorovanymi absolutnimi ¢etnostmi.

Vysledky: (a) X ~ Bi(12;0,4808); (b) ocekdvané absolutni Getnosti viz tabulka 4.3; grafické porovndni pozoro-
vanych a ocekdvanych absolutnich ¢etnosti viz obrazek 4.3.

Tabulka 4.3: Ocekavany pocet divek v rodindch s dvandcti détmi

x Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| ¥
Meapected || 2 26 133 410 854 1266 1367 1085 628 259 72 12 1 [ 6115
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Obréazek 4.3: Porovnani pozorovanych absolutnich ¢etnosti a oc¢ekdvanych absolutnich cetnosti za predpokladu
rozlozeni Bi(12;0,4808)
*

Piiklad 4.4. NereSeny piiklad
Za predpokladu, ze nahodna veli¢ina X popisujici pocet divek v rodiné s dvandcti détmi pochédzi z rozlozeni
Bi(12;0,4808), (a) nakreslete graf pravdépodobnostni funkce p(x) a graf distribuéni funkece F(z); (b) vypocitejte
pravdépodobnost, Ze v rodiné s dvandcti détmi bude (i) Sest az jedendct divek; (ii) alesponi osm divek; (iii) prave
¢tyti divky; (iv) nejvyse tii divky.

Vysledky: (a) graf pravdépodobnostni funkce p(x) viz obrazek 4.4 vlevo, graf distribuén{ funkce F(z) viz obrdzek
4.4 vpravo; (b-i) Pr(6 < X < 11) = 0,5598; (b-ii) Pr(X > 8) = 0,1589; (b-iii) Pr(X = 4) = 0,1397; (b-iv)
Pr(X <3)=0,0934.

*
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Obrazek 4.4: Graf pravdépodobnostni funkce p(z) (vlevo) a distribuéni funkce F'(x) (vpravo) rozlozeni Bi(12; 0, 4808)

4.2.3 Hypergeometrické rozlozeni
V souboru N prvku je M prvka oznaceno. Ndhodné vybereme k prvkiu bez vraceni. Nahodnd velicina X udavé
pocet vybranych oznacenych prvka. Piseme X ~ Hg(N, M, k).

(]G = max{0,M — N + k in{M, k
(z) = Wprox—max{7 — N +k},...,min{M, k},
p(z) = ,

0 jinak.

Hypergeometrické rozlozeni se poji s vybéry bez vraceni (bez opakovani).

Vzorce pro vypocty pravdépodobnosti pomoci hypergeometrického rozlozeni

e Pravdépodobnost, ze ve vybéru je pravé x oznacenych prvki:
M N-—-M
Pr(X =x)=p(zx) = G)(G=a) )((N’“)’z )
k

K vypoctu v softwaru @ slouzi funkce dhyper(x, m, n, k), kde

Z ...pocet oznacenych prvku ve vybéru,
— m ...poCet oznacenych prvku v souboru (m = M),
— n ...pocet neoznacenych prvku v souboru (n = N — M),

— k ...pocet prvku ve vybéru.

e Pravdépodobnost, ze ve vybéru je nejvySe x; oznaéenych prvku:
PI'(X S 11?1) = ilzmax{O,M—N-i-k'} p(IB)
K vypoétu v softwaru @ slouzi funkce phyper(x;, m, n, k).

e Pravdépodobnost, ze ve vybéru je alespon xgy oznacenych prvku:
-1
Pr(X >ap)=1-Pr(X <az9p—1)=1—-F(zp—1)=1- Ziimax{o’M7N+k}p(x).
Vypocet lze v softwaru @ provést takto: 1 — phyper(xo — 1, m, n, k).

e Pravdépodobnost, ze ve vybéru je alespon xg a nejvyse x; oznacenych prvki:
PT(.’EO <X < ajl) = F(xl) _ F(!L‘o _ 1) — Zwl (.T)

T=Tq p

Vypocet 1ze v softwaru @ provést takto: phyper(x;, m, n, k) — phyper(xg — 1, m, n, k).

Piiklad 4.5. Reseny piiklad

Podle tidajii o poctu obyvatelstva v CR ziskanych z webovych stranek Ceského statistického tifadu (www.czso.cz)
mél Jihomoravsky kraj ke dni 31.12.2019 celkem 1191989 obyvatel. Rozmisténi obyvatel v jednotlivych okresech
Jihomoravského kraje je k dispozici v tabulce 4.4.
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Tabulka 4.4: Pocet obyvatel v okresech Jihomoravského kraje k datu 31.12.2019

Okres H Blansko Brno-mésto Brno-venkov Bieclav Hodonin Vyskov Znojmo H >
Pocet obyvatel H 109136 381 346 224642 116291 153943 92280 114351 H 1191989

Predpokladejme, ze chceme sestavit reprezentativni vzorek 10-ti obyvatel pochazejicich z Jihomoravského kraje a ze
ndhodn4 veli¢ina X popisuje pocet obyvatel z okresu Brno-venkov v reprezentativnim vzorku. (a) Najdéte rozlozent,
které dostatecné dobie vystihuje pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny X, a stanovte odhady parametru to-
hoto rozlozeni; (b) nakreslete graf pravdépodobnostni funkce p(x) a graf distribuéni funkce F'(z).

Reseni piikladu 4.5

7 datové tabulky 4.4 vidime, ze v celém Jihomoravském kraji bylo k datu 31.12.2019 evidovano celkem N =
1191989 obyvatel, z nichz M = 224 642 obyvatel pochazelo z okresu Brno-venkov. Z celého Jihomoravského kraje
vybirdme (bez vraceni) reprezentativni{ vzorek k = 10 obyvatel. Ndhodna veli¢cina X popisujici pocet obyvatel z
okresu Brno-venkov v reprezentativnim vzorku 10-ti obyvatel potom pochazi z hypergeometrického rozlozeni s pa-
rametry N, M a k, tj. X ~ Hg(1191989,224 642, 10).

K vykresleni grafu pravdépodobnostni funkce p(x) nejprve pitkazem dhyper() vypoéitdme hodnoty pravdépodob-
nostni funkce v bodech x = 0, 1, ..., 10. Hodnoty pravdépodobnostni funkce potom zaznamename do grafu prikazem
plot() s argumentem type = 'h’ jako svislé dsecky, které ndsledné zakonéime fialovymi body pomoci pitkazu points().
Vysledny graf je zobrazen na obrézku 4.5 vlevo.

N <- 1191989

M <- 224642

k <- 10

x <- 0:k

px <- dhyper(x, M, N - M, k)

plot(x, px, type = ’h’, xlab = ’pocet obyvatel z okresu Brno-venkov’,
ylab = ’p(x)’, las = 1)

points(x, px, pch = 21, col = ’purpled4’, bg = ’plum2’)

K vykresleni grafu distribu¢ni funkee F'(z) nejprve prostiednictvim piikazu phyper() vypoéitdme hodnoty distribuéni
funkce v bodech = = 0, 1, ..., 10. Nésledné si piikazem plot() s argumentem type = 'n’ pfipravime prézdny graf,
do kterého zaneseme hodnoty distribu¢ni funkce F(x) jako vodorovné usecky pomoci piikazu segments(). Déle
pitkazem arrows() dokreslime do grafu Sipky reprezentujici prubéh distribuéni funkce na intervalech (—o0;0) a
(105 00) . Nakonec kazdou tsecku vizudlné zprava otevieme prostiednictvim bilého bodu s ¢ernym obrysem a zleva
uzavieme prostiednictvim plného fialového bodu. Vysledny graf je zobrazen na obrazku 4.5 vpravo.

Fx <- phyper(x, M, N - M, k)
plot(x, Fx, type = ’n’, xlim = c(-1, 11), ylim = c(0, 1),
xlab = ’pocet obyvatel z okresu Brno-venkov’, ylab = ’F(x)’, las = 1)
segments (x, Fx, x + 1, Fx)
arrows (0, 0, -1, 0, length = 0.1)
arrows (10, 1, 11, 1, length = 0.1)
points(x, c(0, Fx[1:10]), pch = 21, col = ’black’, bg = ’white’)
points(x, Fx, pch = 21, col = ’purpled4’, bg = ’plum2’)

*

Piiklad 4.6. Reseny piiklad

Za predpokladu, ze ndhodnd velicina X popisujici pocet obyvatel z okresu Brno-venkov v reprezentativnim vzorku
10-ti obyvatel z Jihomoravského kraje pochézi z rozlozeni Hg(1191 989,224 642, 10), vypocitejte pravdépodobnost,
7e v reprezentativnim vzorku bude z okresu Brno-venkov (a) prédvé jeden obyvatel; (b) nejvyse dva obyvatelé; (c)
alespon sedm obyvatel; (d) pét az osm obyvatel.



56

57

58

59
60

03071 o ¢ 1.0 0o g0 O o o0 o0>
o0—o
0.25 0.8
0.20 —
. _. 0.6
x X
< 0.15 T
0.4 o—o
0.10 —
_ 0.2
0.05 T o—o
0.00 — P o © o o o 00 | <o
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
pocet obyvatel z okresu Brno-venkov pocet obyvatel z okresu Brno-venkov

Obrazek 4.5: Graf pravdépodobnostni funkce p(x) (vlevo) a distribuéni funkce F(x) (vpravo) rozlozeni
Hg(1191989, 224 642, 10)

Pravdépodobnost, ze v reprezentativnim vzorku 10-ti obyvatel Jihomoravského kraje bude z okresu Brno-venkov
prave jeden obyvatel, tj. Pr(X = 1) odpovidd hodnoté pravdépodobnostn{ funkce p(x) rozlozen{ Hg(1 191 989, 224 642,
10) v bodé z = 1. Tuto hodnotu vypocitdme pomoci piikazu dhyper().

dhyper (1, M, N - M, k) # 0,2877/6

Pravdépodobnost, ze v reprezentativnim vzorku 10-ti obyvatel Jihomoravského kraje budou z okresu Brno-venkov
nejvyse dva obyvatelé, tj. Pr(X < 2) odpovidd hodnoté distribuéni funkce F'(z) v bodé x = 2. Tuto hodnotu
vypocitdme pitkazem phyper().

phyper(2, M, N - M, k) # 0,712352

Pravdépodobnost, ze v reprezentativnim vzorku 10-ti obyvatel Jihomoravského kraje bude z okresu Brno-venkov
alespori sedm obyvatel, tj. Pr(X > 7) vypocitdme tak, ze od jedné odecteme pravdépodobnost, ze v reprezentativnim
vzorku bude z okresu Brno-venkov nejvyse Sest obyvatel. Tuto pravdépodobnost, odpovidajici hodnoté distribu¢ni
funkce F'(z) v bodé z = 6, vypocitdme piikazem phyper().

1 - phyper(6, M, N - M, k) # 0,0005911696

Pravdépodobnost, ze v reprezentativnim vzorku 10-ti obyvatel Jihomoravského kraje bude z okresu Brno-venkov pét
az osm obyvatel, tj. Pr(5 < X < 8) muzeme vypocitat dvéma zpusoby. Prvnim zpusobem je, Ze se¢teme hodnoty
pravdépodobnostni funkce p(x) v bodech x = 5, 6, 7 a 8. Tyto hodnoty vypoéitdme pomoci pitkazu dhyper().
Druhym zpusobem je, ze od pravdépodobnosti, ze v reprezentativnim vzorku bude z okresu Brno-venkov nejvyse
osm obyvatel, ode¢teme pravdépodobnost, ze v reprezentativnim vzorku budou z okresu Brno-venkov nejvyse ¢tyii
obyvatelé. Obé pravdépodobnosti jsou hodnotami distribuéni funkce F(x) v bodé x = 8, resp. v bodé =z = 4 a
vypocitdme je pomoci pifkazu phyper().

sum (dhyper (5:8, M, N - M, k)) # 0,02575766
phyper(8, M, N - M, k) - phyper(4, M, N - M, k) # 0,02575766

Pravdépodobnost, ze v reprezentativnim vzorku 10-ti obyvatel Jihomoravského kraje bude z okresu Brno-venkov
pravé jeden obyvatel, je 28,77 %. Pravdépodobnost, Ze v reprezentativiim vzorku budou z okresu Brno-venkov
nejvyse dva obyvatelé, je 71,24 %. Pravdépodobnost, ze v reprezentativnim vzorku bude z okresu Brno-venkov ale-
spon sedm obyvatel, je 0,06 %. Pravdépodobnost, ze v reprezentativnim vzorku bude z okresu Brno-venkov pét az
osm obyvatel, je 2,58 %.

*



Piiklad 4.7. Nereseny piiklad

Podle tdaji o poctu obyvatelstva v CR ziskanych z webovych stranek Ceského statistického dradu (www.czso.cz)
meél kraj Vysocina ke dni 31.12.2019 celkem 509 813 obyvatel. Rozmisténi obyvatel v jednotlivych okresech kraje
Vysocina je k dispozici v tabulce 4.5.

Tabulka 4.5: Pocet obyvatel v okresech kraje Vysocina k datu 31.12.2019

Okres | Havlickiiv Brod  Jihlava Pelhiimov  Tiebi¢ Zddr nad Sdzavou | 32
Pocet obyvatel || 94915 113628 72302 110810 118158 || 509813

Predpokladejme, ze chceme sestavit reprezentativni vzorek 15-ti obyvatel pochazejicich z kraje Vysocina a ze
ndhodn4 veli¢ina X popisuje pocet obyvatel z okresu Jihlava v tomto reprezentativnim vzorku. (a) Najdéte rozlozeni,
které dostateéné dobie vystihuje pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny X, a stanovte odhady parametru to-
hoto rozlozeni; (b) nakreslete graf pravdépodobnostni funkce p(x) a graf distribuéni funkce F(x).

Vysledky: (a) X ~ Hg(509813,113628,15); (b) graf pravdépodobnostni funkce p(x) viz obrézek 4.6 vlevo, graf
distribuéni funkce F'(z) viz obrdzek 4.6 vpravo.
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Obrazek 4.6: Graf pravdépodobnostni funkce p(z) (vlevo) a distribuéni funkce F(x) (vpravo) rozlozeni
Hg(509813,113628,15)

*

Piiklad 4.8. Nereseny piiklad
Za ptedpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X popisujici pocet obyvatel z okresu Jihlava v reprezentativnim vzorku 15-ti
obyvatel z kraje Vyso¢ina pochdz{ z rozlozeni Hg(509 813, 113 628, 15), vypocitejte pravdépodobnost, ze v reprezen-
tativnim vzorku bude z okresu Jihlava (a) nejvyse pét obyvatel; (b) prave tii obyvatelé; (c) ¢étyii az devét obyvatel;
(d) alespon jeden obyvatel.
Vysledky: (a) Pr(X < 5) = 0,9047; (b) Pr(X = 3) = 0,2444; (¢) Pr(4 < X <9) = 0,4380; (d) Pr(X > 1) =
0,9772.

*

4.2.4 Poissonovo rozlozeni

Ndhodna velicina X uddvéd pocet sledovanych uddlosti, které nastanou v jednotkovém ¢asovém intervalu (resp.
jednotkové oblasti), pficemz udélosti nastdvaji ndhodné, jednotlivé a vzdjemné nezdvisle. Parametr A > 0 je stfedn{
hodnota poc¢tu téchto udélosti. Piseme X ~ Po(\).

T

AT =X _
(@) = re “prox=0,1,...,
0 jinak.

Vzorce pro vypocty pravdépodobnosti pomoci Poissonova rozlozeni
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e Pravdépodobnost, ze nastane pravé z sledovanych udélosti:
Pr(X =z) =p(z) = e

K vypoétu v softwaru @ slouzi funkce dpois(x, \).

e Pravdépodobnost, ze nastane nejvyse x; sledovanych udalosti:
Pr(X < a1) = F(z1) = 32,5, p(2).
K vypoétu v softwaru @R slouzi funkce ppois(x, A).

e Pravdépodobnost, ze nastane alespon xq sledovanych uddalosti:
Pr(X >a0)=1-Pr(X <zp—1)=1—F(zg—1) = 1—Zi161p($6).
Vypocet 1ze v softwaru @ provést takto: 1 — ppois(xg, A).

e Pravdépodobnost, ze nastane alespon xy a nejvyse x; sledovanych udalosti:
Pr(zg < X <) =F(x1) — F(zo — 1) = >0 p(z).

T=Tq p

Vypocet 1ze v softwaru @ provést takto: ppois(xi, A) — ppois(xp — 1, A).

Upozornéni: Je-li poc¢et pokusu n v bernoulliovské posloupnosti pokusu alespoii 30 a pravdépodobnost ispéchu
¥ v jednom pokusu je nejvyse 0,1, lze pravdépodobnostni funkeci rozlozeni Bi(n, ) nahradit pravdépodobnostni
funkef rozlozeni Po(\), kde A = nd.

Piiklad 4.9. Reseny piiklad

V rémci studie (von Bortkiewicz, 1898) byly zpracovany pocty smrtelnych drazu v pruskych arméddnich jednotkach
zpusobené kopnutim koném. Udaje o smrtelnych trazech po kopnuti koném by zaznamendvany po dobu dvaceti let
u deseti armadnich jednotek. Pocty tirazu v kazdé jednotce za jeden rok jsou uvedeny v tabulce 4.6.

Tabulka 4.6: Pocet smrtelnych urazu v dusledku kopnuti koném v pruskych armédnich jednotkéch za jeden rok

x [ 0 1 2 3 4 54| >
Mobserved || 109 65 22 3 1 0 [ 200

Rozsah ndhodného vybéru je M = 200 (10 jednotek x 20 let).

Predpokladejme, ze ndhodnd veli¢ina X popisuje pocet smrtelnych drazu v dusledku kopnuti koném v jedné pruské
armddni jednotce za jeden rok. (a) Najdéte rozlozeni, které dostatecné dobie vystihuje pravdépodobnostn{ chovan{
ndhodné velic¢iny X, a stanovte odhady parametru tohoto rozlozeni; (b) ovérte, Ze nalezené rozlozen{ je vhodné na
popis ndhodné veli¢iny X; vypocitejte ocekdvané absolutni ¢etnosti za pfedpokladu nalezeného rozlozeni a graficky
je porovnejte s pozorovanymi absolutnimi ¢etnostmi.

Reseni piikladu 4.9

Pocet smrtelnych trazi v jedné arméddni jednotce za jeden rok je diskrétni znak, k jeho popisu tedy pouzijeme
diskrétni ndhodnou veli¢inu. VsSimnéme si, ze v tabulce 4.6 je uvedeno, v kolika armddnich jednotkach nenastal
zadny uraz, nastal jeden uraz, ..., nastalo pét a vice trazu. Pocet irazu tedy neni shora nijak omezen. O ndhodné
veliciné X tedy predpoklddame, Zze pochézi z Poissonova rozlozeni s parametrem A, kde A je stfedni pocet smrtelnych
urazu v jedné armadni jednotce za jeden rok. Hodnotu parametru A odhadneme jako podil po¢tu vSech smrtelnych
urazu ku celkovému poctu vsech armadnich jednotek za dvacet let.

pocet smrtelnych trazt o TMobserved 122
pocet arméadnich jednotek za 20 let M -~ 200

A= 0,61.

x <- 0:5

m.obs <- c(109, 65, 22, 3, 1, 0)

M <- sum(m.obs) # 200

lambda <- sum(x * m.obs) / M # 0,61
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Odhad parametru A= 0,61. Stfedni pocet smrtelnych trazu v dusledku kopnuti koném v jedné pruské armadni
jednotce za jeden rok je 0,61. O ndhodné veli¢ciné X predpokladame, ze pochazi z Poissonova rozlozeni s parametrem
A =0,61, tj. X ~Po(0,61).

Nyni zbyva ovérit, zda Poissonovo rozlozeni dostateéné dobfe popisuje redlna data, a to tak, ze porovname ocekdvané
absolutni ¢etnosti s pozorovanymi absolutnimi ¢etnostmi. Za pfedpokladu, ze X ~ Po(0,61), vypocitdme nejprve
pifkazem dpois() pravdépodobnosti, ze v jedné arméddn{ jednotce doslo béhem jednoho roku k 0, 1, 2, 3 a 4 drazum.
Déle pomoci pifkazu 1 — ppois() vypoé¢itdme pravdépodobnost, ze v jedné armddni{ jednotce doslo béhem jednoho
roku k péti a vice drazum. Ziskané pravdépodobnosti vyndsobime poc¢tem armddnich jednotek za dvacet let (tj.
M = 200) a vysledky zaokrouhlime na celd ¢isla. Tim ziskdme oGekdvané absolutn{ ¢etnosti armédnich jednotek,
ve kterych v prubéhu jednoho roku doslo k 0, 1, ..., 5+ smrtelnym tdrazim. Oc¢ekdvané absolutni ¢etnosti vlozime
spolecné s pozorovanymi absolutnimi ¢etnostmi do souhrnné tabulky.

m.exp <- round(c(dpois(0:4, lambda), 1 - sum(dpois(0:4, lambda))) * M)
tab <- data.frame(rbind(m.obs, m.exp))
names (tab) <- c(0:4, ’5+)

0 1 2 3 4 b5+
m.obs 109 65 22 3 1 0
m.exp 109 66 20 4 1 O

Za piedpokladu, ze X ~ Po(0,61), nedojde ve 109 armédnich jednotkdch béhem jednoho roku k Zaddnému smr-
telnému urazu v dusledku kopnuti koném, v 66 jednotkach dojde k jednomu smrtelnému tirazu, ve 20 jednotkéach
dojde ke dvéma smrtelnym drazum, apod.

Pozorované a ocekdvané absolutni ¢etnosti nyni vzdjemné graficky porovndme (viz obréazek 4.7). Piikazem plot() s
argumentem type = 'h' vykreslime graf s pozorovanymi absolutnimi ¢etnostmi reprezentovanymi svislymi zelenymi
dseckami. Argumentem axes = F zakdzeme vykresleni méiitka osy x a osy y. Obé méiitka doplnime do grafu
zvlast. Meritko osy = vykreslime pifkazem axis() s argumentem side = 1. Popisky méFitka osy =, tj. 0, 1, ...,
5+ specifikujeme pomoci argumentu labels. Méritko osy y vykreslime pifkazem axis() s argumentem side = 2.
Svislé zelené tisecky zakonéime zelenymi body pomoci pifkazu points(). Déle do grafu dokresime svislé ¢erné tisecky
zakonéené Sedymi body reprezentujici otekdvané absolutni Cetnosti, a to ve vzdélenosti 0,2 od usecek a bodu
reprezentujicich pozorované absolutni ¢etnosti. Nakonec pifkazem legend() doplnime do grafu legendu.

plot(x, m.obs, type = ’h’, xlim = c(0, 5.5), ylim = c(0, 125),
xlab = ’x’, ylab = ’pocet armadnich jednotek’, col = ’darkgreen’, axes = F)
box(bty = ’07)

axis(side = 1, at = x, labels = c(0:4, ’5+’))
axis (side 2, las = 1)

points(x, m.obs, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’darkolivegreenl’)
lines (x + 0.2, m.exp, type = ’h’, col = ’black’)
points(x + 0.2, m.exp, pch = 21, col = ’black’, bg = ’grey80’)
legend (’topright’, pch = c(21, 21), col = c(’darkgreen’, ’black’), bty = ’n’,
pt.bg = c(’darkolivegreenl’, ’grey80’), legend = c(’pozorovane’, ’ocekavane’))

Z obrazku 4.7 vidime, ze pozorované a ocekavané absolutni ¢etnosti jsou témért identické. Graficka vizualizace tedy
podporuje nés zaveér, ze ndhodnd veli¢ina X popisujici poc¢et smrtelnych drazu v dusledku kopnuti koném v jedné
pruské armadni jednotce v prubéhu jednoho roku pochéazi z Poissonova rozlozeni s parametrem A = 0, 61. *

Pi#iklad 4.10. Reseny piiklad

Za predpokladu, Ze ndhodn4 veli¢ina X popisujici pocet smrtelnych trazu v dusledku kopnuti koném v jedné pruské
armadni jednotce v prubéhu jednoho roku pochézi z rozlozeni Po(0,61), (a) nakreslete graf pravdépodobnostni
funkce p(z) a graf distribuéni funkce F'(z); (b) vypocitejte pravdépodobnost, ze béhem jednoho roku dojde v jedné
armadni jednotce (i) k pravé dvéma smrtelnym drazum; (i) k nejvyse jednomu smrtelnému drazu; (iii) k alespon
tfem smrtelnym trazum; (iv) ke dvéma nebo tfem smrtelnym trazum.
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Obrazek 4.7: Porovnani pozorovanych absolutnich ¢etnosti a ocekdvanych absolutnich ¢etnosti za predpokladu
rozlozeni Po(0, 61)

Reseni piikladu 4.10

K vykresleni grafu pravdépodobnostni funkce p(z) nejprve piikazem dpois() vypocitdme hodnoty pravdépodobnost-
ni funkce v bodech x = 0, 1, ..., 5. Graf pravdépodobnostni funkce (viz obrdzek 4.8 vlevo) potom vykreslime
analogicky jako v piikladech 4.2 a 4.5.

x <- 0:5

px <- dpois(x, lambda)

plot(x, px, type = ’h’, ylim = c(0, 0.6), xlab = ’pocet smrtelnych urazu’,
ylab = ’p(x)’, las = 1)

points(x, px, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’darkolivegreenl’)

K vykreslen{ grafu distribu¢ni funkece F'(z) nejprve piikazem ppois() vypocitdme hodnoty distribuéni funkce v bodech
xz=0,1, ..., 4. Hodnotu distribu¢n{ funkce v bodé x = 5 aproximujeme hodnotou 1. Graf distribuéni funkce (viz
obrazek 4.8 vpravo) vykreslime analogicky jako v piikladech 4.2 a 4.5.

Fx <- c(ppois(0:4, lambda), 1)

plot(x, Fx, type = ’n’, xlim = c(-1, 6), ylim = c(0, 1),
xlab = ’pocet smrtelnych urazu’, ylab = ’F(x)’, las = 1)

segments (x, Fx, x + 1, Fx)

arrows (0, 0, -1, 0, length = 0.1)

arrows (6, 1, 6, 1, length = 0.1)
points(x, c(0, Fx[1:5]), pch = 21, col = ’black’, bg = ’white’)
points(x, Fx, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’darkolivegreenl’)
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Obrézek 4.8: Graf pravdépodobnostni funkce p(x) (vlevo) a distribu¢ni funkce F'(z) (vpravo) rozlozeni Po(0, 61)
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Nyni se zaméiime na vypocet pravdépodobnosti za predpokladu Poissonova rozlozeni s parametrem A = 0,61.
Pravdépodobnost, ze v jedné armadni jednotce dojde béhem jednoho roku k pravé dvéma smrtelnym urazum, tj.
Pr(X = 2) odpovidd hodnoté pravdépodobnostni funkce p(x) rozlozeni Po(0,61) v bodé & = 2. Tuto hodnotu
vypocitame pifkazem dpois().

lambda <- 0.61
dpois (2, lambda) # 0,1010904

Pravdépodobnost, ze v jedné armadni jednotce dojde béhem jednoho roku k nejvyse jednomu smrtelnému urazu,
tj. Pr(X < 1) odpovidd hodnoté distribuén{ funkece F(z) v bodé & = 1. Tuto hodnotu vypoc¢itdme pitkazem ppois().

ppois (1, lambda) # 0,8747949

Pravdépodobnost, ze v jedné armadni jednotce dojde béhem jednoho roku k alespon tfem smrtelnym udrazum, tj.
Pr(X > 3) vypocitdame tak, Ze od jedné odecteme pravdépodobnost, Ze v jedné armddni jednotce dojde k nejvyse
dvéma smrtelnym trazum. Tuto pravdépodobnost, odpovidajici hodnoté distribuén{ funkce F(z) v bodé = = 2,
vypocitdme piikazem ppois().

1 - ppois (2, lambda) # 0,02411467

Pravdépodobnost, Ze v jedné armédni jednotce dojde béhem jednoho roku ke dvéma nebo tfem smrtelnym trazum,
muzeme vypocitat dvéma zpusoby. Prvnim zpusobem je, Ze seCteme hodnoty pravdépodobnostni funkce p(z) v
bodech 2z = 2 a z = 3. Tyto hodnoty vypocitdme pifkazem dpois() a se¢teme pifkazem sum(). Druhym zpusobem
je, ze od pravdépodobnosti, ze v jedné armdadni jednotce dojde béhem jednoho roku k nejvyse tfem smrtelnym
urazum, ode¢teme pravdépodobnost, Ze v jedné armddni jednotce dojde béhem jednoho roku k nejvyse jednomu
smrtelnému drazu. Obé pravdépodobnosti jsou hodnotami distribuéni funkce F'(z) v bodé x = 3, resp. v bodé x = 1
a vypocitdme je pomoci pitkazu ppois().

sum (dpois (2:3, lambda)) # 0,1216455
ppois (3, lambda) - ppois(1l, lambda) # 0,1216455

Pravdépodobnost, ze v jedné armadni jednotce dojde béhem jednoho roku k pravé dvéma smrtelnym drazium v
dusledku kopnuti koném, je 10,11 %. Pravdépodobnost, ze dojde k nejvyse jednomu smrtelnému tirazu, je 87,48 %.
Pravdépodobnost, ze dojde k alespon tfem smrtelnym urazum, je 2,41 %. Pravdépodobnost, ze dojde ke dvéma
nebo tiem smrtelnym urazum, je 12,16 %.

*

Piiklad 4.11. NefeSeny piiklad

V rdmci studie (Greenwood a Yule, 1920) byla publikovéna data z vystupn{ zpravy o vyskytu prumyslovych havérif
(v Londyné, 1919), kterd obsahuji pocty trazi u délnic v tovérné pii vyrobé délostieleckych grandti v prubéhu péti
tydnu. Celkem bylo do studie zahrnuto M = 647 délnic. deaje ze studie jsou uvedeny v tabulce 4.7.

Tabulka 4.7: Pocet irazi u délnic pii vyrobé délostieleckych granati

z [0 1 2 3 4 >5[ X
Mobserved || 447 132 42 21 3 2 [ 647

Predpokladejme, ze ndhodnd velicina X popisuje pocet urazu u jedné délnice pii vyrobé délostieleckych granatu v
prubéhu péti tydnu. (a) Najdéte rozlozeni, které dostatecné dobie vystihuje pravdépodobnostni chovéni ndhodné
veliciny X, a stanovte odhady parametru tohoto rozlozeni; (b) ovéfte, ze nalezené rozlozeni je vhodné na popis
ndhodné veliciny X; vypocitejte otekdvané absolutni Cetnosti za pfedpokladu nalezeného rozlozeni a graficky je
porovnejte s pozorovanymi absolutnimi ¢etnostmi.

Vysledky: (a) X ~ Po(0,4652); (b) ocekdvané absolutn{ ¢etnosti viz tabulka 4.8; grafické porovnéni pozorovanych
a ocekavanych absolutnich ¢etnosti viz obrazek 4.9.

*
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Tabulka 4.8: Oc¢ekdvany pocet drazu u délnic pii vyrobé délostieleckych granatu

x [ 0 1 2 3 4 5+ %
Meapected || 406 189 44 7 1 0 [ 647
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Obrézek 4.9: Porovnani pozorovanych absolutnich ¢etnosti a ocekdvanych absolutnich éetnosti za piedpokladu
rozlozeni Po(0, 4652)

Piiklad 4.12. NeteSeny piiklad

Za piedpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X popisujici pocet drazu u jedné délnice pii vyrobé délostieleckych granatu
v prubéhu péti tydnu pochédzi z rozlozeni Po(0,4652), (a) nakreslete graf pravdépodobnostni funkce p(x) a graf
distribuéni funkce F(x); (b) vypocitejte pravdépodobnost, ze v prubéhu péti tydnu dojde u jedné délnice (i) k
alesponl dvéma trazum; (i) k jednomu nebo dvéma trazum; (iii) k nejvyse tfem trazum; (iv) k zddnému trazu.
Vysledky: (a) graf pravdépodobnostni funkce p(x) viz obrézek 4.10 vlevo, graf distribu¢ni funkce F'(z) viz obrazek
4.10 vpravo; (b-i) Pr(X > 2) = 0,0798; (b-ii) Pr(1 < X < 2) = 0,3601; (b-iii) Pr(X < 3) = 0,9987; (b-iv)
Pr(X =0) =0, 6280.
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Obrézek 4.10: Graf pravdépodobnostni funkce p(x) (vlevo) a distribuéni funkce F(z) (vpravo) rozlozeni Po(0, 4652)

*
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