5 Pravdépodobnostni modely pro spojité nahodné veli¢iny

5.1 Spojita nahodna veli¢ina

Spojitd nahodnd veli¢ina nabyvéa vSech hodnot z néjakého intervalu. Jeji pravdépodobnostni chovani je popsano
hustotou pravdépodobnosti, coz je po ¢astech spojitd nezdpornd funkee f(z), kterd je normovand (tj. ffooo fz)dz =
1) a s distribuéni funkef je spjata integrdlnim vztahem: Vo € R : F(x) = ffoo f(®)dt. Je to zidealizovany protéjsek
hustoty cetnosti. Pravdépodobnost, Ze spojitd ndhodna veli¢ina nabude néjaké konkrétni hodnoty, je 0. Pii vypoctu
pravdépodobnosti jevu, Ze spojitd ndhodna veli¢ina nabude hodnot z néjakého intervalu, tedy nehraje roli, zda je
tento interval uzavieny, polouzavieny nebo otevieny, tj. Va,b € R, a < b: Pr(a < X <b) = Pr(a < X <b) =

Pr(a < X <b) =Pr(a < X <b) = F(b) - F(a) = [’ f(z)dz.

5.1.1 Normalni rozlozeni

Normalni rozlozeni se vyskytuje pii opakovanych nezavislych mérenich téze charakteristiky za stejnych podminek.
Jednotlivé namérené hodnoty, tj. realizace ndhodné veliciny X, se v dusledku pusobeni ndhodnych vliva, jejichz
proménlivost je vyjadiena konstantou ¢ > 0, ponékud odchyluji od skutetné hodnoty p zkoumané charakteristiky.
Piseme X ~ N(u,0?). Parametr p ma vyznam stiedni hodnoty ndhodné veli¢iny X, parametr o piedstavuje jeji
smérodatnou odchylku (viz kap. 6).

1 (X—p)?
Hustota: f(z) = ~/5m€ 2
Grafem hustoty normadlniho rozlozeni je tzv. Gaussova kiivka. Ma zvonovity tvar a je symetrickd kolem osy

prochézejici jejim vrcholem.

Véta 5.1: Dulezité vlastnosti normalniho rozlozeni:
o Jestlize X ~ N(u,0%) a Z = a+ bX, pak Z ~ N(a + bu, b*c?).

e Jestlize X1,..., X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny, X; ~ N(p;,02),i=1,...,n, Z= > X;,
pak Z ~ N (1 pin 20y 07).

e Jestlize X1, ..., X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny, X; ~ N(u,02),i=1,...,n, M = % S X,
pak M ~ N (u,“{).

e Pravdépodobnost, ze ndhodnd veli¢cina X ~ N(u,0?) se realizuje v néjakém intervalu (a,b), nemizeme
vypocitat jako Pr(a < X <b) = f; f(x)dz, protoze jde o integral z vyssi transcendentni funkce. Lze vyuzit

toho, ze Pr(a < X <b) = F(b)— F(a), pricemz hodnoty distribu¢ni funkce F'(x) ziskdme pomoci statistického
softwaru.

V praxi jsou zvlast uziteéné ndsledujici pravdépodobnosti:
e Prlu—o <X <pu+o)=0,6827,
o Pr(n—20 <X < pu+20)=0,9545,
e Pr(p—30 <X < pu+30)=0,9973 (pravidlo 30).

Poznamka: Uvedené tii rovnosti lze pouzit k jednoduchému ovéfeni, zda se hodnoty v datovém souboru fidi
normélnim rozlozenim. Z dat vypocitdme aritmeticky prumér m a smérodatnou odchylku s. Pokud priblizné 68 %
hodnot lezi v intervalu (m — s, m+s), 95 % hodnot lezi v intervalu (m —2s, m+2s) a 99,7 % hodnot lezi v intervalu
(m — 3s,m + 3s), lze soudit, Ze data pochdzeji z normélniho rozlozeni.
Vzorce pro vypoéty pravdépodobnosti pomoci normalniho rozlozeni v softwaru @

e Pr(X <z) = F(x) = pnorm(x, mu, sigma),

e Pr(X >z)=1-F(z) =1 - pnorm(x, mu, sigma),

e Pr(a < X <b)=F(b)— F(a) = pnorm(b, mu, sigma) - pnorm(a, mu, sigma).
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5.1.2 Standardizované normalni rozlozeni

Pro i =0, 02 = 1 se jedn4 o standardizované normélni rozlozeni, piseme U ~ N(0,1).
2
Hustota: f(u)

u

T2,

R

Var )
Hodnoty distribuéni funkce F(u) = ffoo \/%e_%dt najdeme pro u > 0 ve statistickych tabulkach, pro v < 0 se
pouziva prepoctovy vzorec F(u) = 1 — F(—u). Jestlize X ~ N(u,0?), pak U = % ~ N(0,1).

Pi#iklad 5.1. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 13-two-samples-correlations-trunk.txt obsahujici idaje o délce dolni koncetiny (lowex.L) a
délce trupu (tru.L) mladych dospélych muzu a zen. Pfedpoklddejme, Ze ndhodnd velicina X popisuje délku dolni
koncetiny zen. (a) Najdéte rozlozeni, které dostateéné dobfe vystihuje pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny
X, a stanovte odhady parametru tohoto rozlozeni; (b) ovéite, ze nalezené rozlozeni je vhodné na popis ndhodné
veli¢iny X; pro naméfend data vykreslete histogram a superponujte jej (i) kiivkou jddrového odhadu hustoty; (ii)
kfivkou hustoty nalezeného rozlozeni. Obé kfivky vzdjemné porovnejte.

Reseni piikladu 5.1

Délka dolni koncetiny zZen je spojity znak, k jeho popisu tedy pouzijeme spojitou ndhodnou velicinu. Protoze délka
dolni koncetiny je télesny rozmér, mohlo by k popisu tohoto znaku byt vhodné normélni rozlozeni. O nahodné
veli¢ing X tedy predpokldaddme, ze pochdzi z normélniho rozlozeni s parametry u a o2, kde p je stfedni hodnota
délky dolni konéetiny Zen a o2 je rozptyl délky dolni konéetiny Zen okolo stiedni hodnoty u. Parametr 1 odhadneme
pomoci aritmetického primeéru nameéfrenych hodnot, tj.

1 n
ﬁ:m:gin.

i=1

Parametr 02 odhadneme pomoci rozptylu naméienych hodnot, tj.

1 n
~2 _ 2 _ N2
o°=s 771—1;:1(% m)=.

Aritmeticky primér m vypoéitame pomoci piikazu mean(). Rozptyl s? budeme ¢astéji reprezentovat ve tvaru
umocnéné smérodatné odchylky s = v/s2, jejiz hodnotu vypoéitdme pomoci pitkazu sd().

data <- read.delim(’13-two-samples-correlations-trunk.txt’)
lowex.LF <- na.omit(datal[data$sex == ’f’, ’lowex.L’])

n <- length(lowex.LF) # 100

m <- mean(lowex.LF) # 940,5

s <- sd(lowex.LF) # 45,47116

Odhad parametru zi = 940, 50, odhad parametru 2 = 45, 472. Délka dolni konéetiny zen se pohybuje okolo stiedni
hodnoty 940,50 mm se smérodatnou odchylkou 45,47 mm. O nahodné veliciné X predpokladdme, ze pochazi z
normélniho rozlozen{ s parametry p = 940,50 a 02 = 45,472, tj. X ~ N(940, 50;45,47?).

Nyni vykreslime histogram s kiivkou jadrového odhadu hustoty, ktery vypocitdme na zakladé naméfrenych dat,
a s kiivkou hustoty rozlozeni N(940,50;45,47%). Pro potieby histogramu rozdélime naméiené hodnoty do osmi
tfidicich intervalu o ekvidistantni Sifce 31 mm stanovenim hranic 830, 861, ..., 1078 mm. Histogram vykreslime
v relativni 8kéle pifkazem hist() s argumentem prob = T (viz kapitola 2). Jddrovy odhad hustoty vypocitdme
pifkazem density(), jehoz jedinym vstupnim argumentem bude vektor lowex.LF. Kfivku jédrového odhadu hustoty
vykreslime pifkazem lines() aplikovanym na vystup funkce density(). Barvu kiivky jddrového odhadu hustoty volime
v podobném odstinu jako barvu histogramu, protoze oba objekty reprezentuji naméfend data. Pro vykresleni kiivky
hustoty rozlozeni N (940, 50; 45, 47?) musime nejprve pitkazem seq() vytvoiit posloupnost hodnot pokryvajici rozpéti
naméfenych délek dolni koncetiny zen. Pro kazdy prvek této posloupnosti potom pifkazem dnorm() vypocitdme
hodnotu hustoty rozlozeni N (940, 50; 45, 47?). Kiivku hustoty nasledné vykreslime piikazem lines(). Histogram spolu
s obéma kfivkami je zobrazen na obrazku 5.1.
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r <- round (3.3 * loglO(n) + 1) # 8

# 1076 - 835 = 241; 248 / 8 = 31 -> seq(830, 1078, by
b.lowex.LF <- seq(830, 1078, by = 31)
h
h

31)

<- hist(lowex.LF, breaks = b.lowex.LF, plot = F)
ist (lowex.LF, breaks = b.lowex.LF, prob = T, include.lowest = F, ylim = c(0, 0.012),

col = ’thistlel’, border = ’mediumorchid4’, xlab = ’delka dolni koncetiny (v mm)’,
ylab = ’f(x)’, main = ’’, axes = F)

box(bty = ’0°)

axis (1, at = h$mids)

axis (2, las = 1)

lines (density(lowex.LF), col = ’mediumorchid4’, lwd = 2)

x <- seq(830, 1080, length = 512)

fx <- dnorm(x, mean = m, sd = s)

lines(x, fx, col = ’red’, 1lwd = 2)

legend (’topright’, 1lwd = 2, col = c(’red’, ’mediumorchid4’), bty = ’n’,
legend = c(’hustota’, ’jadrovy odhad hustoty’))

0.012
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0.010 —— jadrovy odhad hustot

0.008

£0.006 \
0.004 / \
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Obrazek 5.1: Histogram superponovany kiivkou jadrového odhadu hustoty a kfivkou hustoty normalniho rozlozeni

Z obrazku 5.1 vidime, 7ze kiivka jaddrového odhadu hustoty a kiivka hustoty rozlozeni N (940,50;45,472) jsou si
tvarem velmi blizké. Graficka vizualizace tedy podporuje pfedpoklad, ze ndhodné veli¢ina X popisujici délku dolni
konéetiny zen pochézi z normélniho rozlozeni s parametry p = 940,50 a 02 = 45, 47°.

Pozndmka: Grafickd vizualizace je nastrojem slouzicim k subjektivnimu posouzeni normalniho rozlozeni dat. V
kapitole 8 si ukazeme objektivni zhodnoceni normality dat prostfednictvim testu normality. *

Piiklad 5.2. ReSeny piiklad

Za piedpokladu, Ze ndhodn velicina X popisujici délku dolni konéetiny zen pochézi z rozlozeni N (940,50; 45, 472),
vypocitejte pravdépodobnost, ze délka dolni koncetiny Zen bude (a) mensi nez 962,50 mm; (b) vétsi nez 974,13 mm;
(c) v rozmezi 930,00 mm az 950,00 mm; (d) rovnd 943,25 mm.

Reseni piikladu 5.2

Pravdépodobnost, ze délka dolni koncetiny zen bude mensi nez 962,50 mm, tj. Pr(X < 962,50) = Pr(X <
962, 50) odpovidd hodnoté distribuéni funkce F(x) rozlozeni N(940,50;45,47%) v bodé z = 962, 50. Tuto hodnotu
vypocitdme pomoci pitkazu pnorm(). Poznamenejme, Ze k vypoctu pravdépodobnosti pouzijeme nezaokrouhlené
odhady parametri u a o2 vypoéitané v pifkladu 5.1.

pnorm (962.50, m, s) # 0,6857443

Pravdépodobnost, ze délka dolni konc¢etiny zen bude vétsi nez 974, 13 mm, tj. Pr(X > 974,13) = Pr(X > 974,13),
vypocitame tak, ze od jedné odecteme pravdépodobnost, ze délka dolni koncetiny zen bude nejvyse 974, 13 mm.
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Tuto pravdépodobnost, odpovidajici hodnoté distribuéni funkce F'(x) v bodé x = 974,13, vypocitdme piikazem
pnorm().

1 - pnorm(974.13, m, s) # 0,2297745

Pravdépodobnost, ze délka dolni koncetiny zen bude v rozmezi 930,00 mm az 950,00 mm, tj. Pr(930,00 < X <
950, 00) = Pr(930,00 < X < 950,00) = Pr(930,00 < X < 950,00) = Pr(930,00 < X < 950, 00), vypocitdme tak, ze
od pravdépodobnosti, ze délka dolni koncetiny Zzen nejvyse 950,00 mm, odec¢teme pravdépodobnost, ze délka dolni
koncetiny Zen bude nejvyse 930,00 mm. Obé pravdépodobnosti jsou hodnotami distribuéni funkce F(x) v bodé
x = 950,00, resp. v bodé z = 930,00 a vypocitame je pomoci piikazu pnorm().

pnorm (950.00, m, s) - pnorm(930.00, m, s) # 0,1740559

Pravdépodobnost, ze délka dolni koncetiny zen bude rovnd 943, 25 mm, tj. Pr(X = 943, 25), je z definice rovn4 nule,
protoze ndhodna veli¢cina X popisujici délku dolni koncetiny zen ma spojité rozlozeni.

Pravdépodobnost, ze délka dolni koncetiny zen bude mensi nez 962,50 mm, je 68,57 %. Pravdépodobnost, ze délka
dolnf koncetiny Zen bude vétsi nez 974, 13 mm, je 22,98 %. Pravdépodobnost, ze délka dolnf koncetiny Zen bude v
rozmezi 930,00 mm az 950, 00 mm, je 17,41 %. Pravdépodobnost, ze délka doln{ konéetiny zen bude rovnd 943, 25 mm,
je 0,00 %.

*

Piiklad 5.3. ReSeny piiklad

Za ptredpokladu, ze ndhodn4 veli¢ina X popisujici délku doln{ konéetiny zen pochdz{ z rozlozeni N (940, 50;45,472),
(a) urcete rozlozen{ ndhodné veliciny M = éZle X; popisujici prumérnou délku dolni konéetiny osmi zen a od-
hadnéte parametry tohoto rozlozeni; (b) vypocitejte pravdépodobnost, ze prumérnd délka dolni koncetiny osmi
zen bude (i) mensi nez 962,50 mm; (ii) vétsi nez 974,13 mm; (iii) v rozmezi 930,00 mm az 950,00 mm; (iv) rovnd
943,25 mm.

Reseni piikladu 5.3

Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X pochézi z normélniho rozlozeni s parametry pu = 940,50 a 02 = 45,472,
muzeme z tfetiho bodu véty 5.1 odvodit, ze ndhodnd velicina M pochédzi z normélniho rozlozeni s parametry
u = 940,50 a 02 = 45~g72 = 16,082, tj. M ~ N(940,50;16,08%). Pramérna délka dolni koncetiny osmi Zen se
pohybuje okolo stiedni hodnoty 940, 50 mm se smérodatnou odchylkou 16,08 mm.

s8 <- sqrt(s =~ 2 / 8) # 16,07648

Pravdépodobnost, ze prumérnd délka dolni konéetiny osmi zen bude mensi nez 962, 50 mm, tj. Pr(M < 962,50) =
Pr(M < 962,50) odpovidd hodnoté distribuéni funkce Fys(x) rozlozeni N(940,50;16,08%) v bodé = = 962,50.
Tuto hodnotu vypoéitdme pomoci piikazu pnorm(). Analogicky jako v pifkladu 5.2 budeme i zde k vypoctu
pravdépodobnosti pouzivat nezaokrouhleny odhad parametru p vypocitany v prikladu 5.1 a nezaokrouhleny odhad
parametru o2 ndhodné veli¢iny M vypoéitany vyse.

pnorm (962.50, m, s8) # 0,9144157

Pravdépodobnost, ze prumérnd délka dolni koncetiny osmi zen bude vétsi nez 974,13 mm, tj. Pr(M > 974,13) =
Pr(M > 974,13), vypocitdme tak, ze od jedné odecteme pravdépodobnost, Ze prumérnd délka dolni koncetiny
osmi Zen bude nejvyse 974,13 mm. Tuto pravdépodobnost, odpovidajici hodnoté distribuéni funkce Fys(z) v bodé
x = 974,13, vypocitdme pifkazem pnorm().

1 - pnorm(974.13, m, s8) # 0,01822483
Pravdépodobnost, ze prumérnd délka dolni koncetiny osmi zen bude v rozmezi 930,00 mm az 950,00 mm, tj.

Pr(930,00 < M < 950,00) = Pr(930,00 < M < 950,00) = Pr(930,00 < M < 950,00) = Pr(930,00 < M <
950, 00), vypocitdme tak, ze od pravdépodobmnosti, ze prumérnd délka dolni koncetiny osmi zen bude nejvyse
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950,00 mm, odec¢teme pravdépodobnost, ze prumérnd délka dolni koncetiny osmi Zen bude nejvyse 930,00 mm.
Obé pravdépodobnosti jsou hodnotami distribuéni funkce Fjs(z) v bodé x = 950,00, resp. v bodé = = 930,00 a
vypocitdme je pomoci pitkazu pnorm().

pnorm (950.00, m, s8) - pnorm(930.00, m, s8) # 0,4658779

Pravdépodobnost, ze prumérnd délka dolni koncetiny osmi Zzen bude rovnd 943,25 mm, tj. Pr(M = 943,25), je z
definice rovnd nule, protoze ndhodnd veli¢ina M popisujici prumérnou délku dolni koncetiny osmi zen pochézi ze
spojitého rozlozeni.

Pravdépodobnost, ze prumérnd délka dolni koncetiny osmi Zen bude mensi nez 962, 50 mm, je 91,44 %. Pravdépo-
dobnost, ze prumérnd délka dolni koncetiny osmi Zen bude vétsi nez 974, 13 mm, je 1,82 %. Pravdépodobnost, Ze
prumérnd délka dolni koncetiny osmi zen bude v rozmezi 930,00 mm az 950,00 mm, je 46,59 %. Pravdépodobnost,
ze prumérnd délka doln{ konéetiny osmi zen bude rovna 943, 25 mm, je 0,00 %.

*

Piiklad 5.4. ReSeny piiklad

Piedpokladejme, Ze ndhodnd velicina X popisujici délku dolnf konéetiny Zen pochdzf z rozlozeni N (940, 50; 45, 472)
a nahodn4 veli¢ina M popisujici pramérnou délku dolni konéetiny osmi Zen pochézi z rozlozeni N (940, 50; 16, 082).
Do jednoho grafu nakreslete (a) kiivku funkce hustoty f(z), resp. far(z); (b) kiivku distribuéni funkce F(z), resp.
Fy(z). Kiivky vzdjemné porovnejte.

Reseni piikladu 5.4

K vykresleni grafu s kfivkami hustot si nejprve vytvorime posloupnost hodnot z intervalu se stiedem v bodé
940, 50 mm, tj. napiiklad posloupnost v rozmezi 810, 5 mm az 1070, 5 mm. Pro kazdy prvek této posloupnosti potom
piikazem dnorm() vypoéitdme hodnotu hustoty f(x) rozlozeni N(940,50;45,47%), resp. hustoty fas(x) rozlozeni
N (940, 50; 16, 08%). Nésledné pitkazem plot() s argumentem type = 'I' vykreslime graf s kiivkou hustoty f(z) a
pifkazem lines() do né&j doplnime kiivku hustoty fas(z). Vysledny graf je zobrazen na obrdzku 5.2 vlevo.

x <- seq(810.5, 1070.5, length = 512)

fx <- dnorm(x, mean = m, sd = s)
fm <- dnorm(x, mean = m, sd = s8)
plot(x, fx, type = ’1°, ylim = c(0, 0.032), col = ’red’, lwd = 2,
xlab = ’delka dolni koncetiny (v mm)’, ylab = ’hustota’, las = 1)
lines(x, fm, col = ’darkred’, lwd = 2)
legend (’topright’, 1lwd = 2, col = c(’red’, ’darkred’), bty = ’n’,

legend = c(’f(x)’, expression(f[M](x))))

K vykresleni grafu s kfivkami distribu¢nich funkei nejprve pro kazdy prvek posloupnosti z rozmez{ 810,5 mm az
1070, 5 mm vypoéitdme piifkazem pnorm() hodnotu distribuén{ funkce F(z) rozlozeni N (940, 50;45,472), resp. dis-
tribuéni funkce Fys(x) rozlozeni N (940, 50;16,08%). Nésledné pifkazem plot() s argumentem type = 'I' vykreslime
graf s kiivkou distribuén{ funkce F(z) a piikazem lines() do néj doplnime kfivku distribuéni funkce Fiys(z). Graf s
kiivkami distribuénich funkci je zobrazen na obrazku 5.2 vpravo.

Fx <- pnorm(x, mean = m, sd = s)
Fm <- pnorm(x, mean = m, sd = s8)
plot(x, Fx, type = ’1’, col = ’red’, lwd = 2,
xlab = ’delka dolni koncetiny (v mm)’, ylab = ’distribucni funkce’, las = 1)
lines(x, Fm, col = ’darkred’, lwd = 2)
legend (’topleft’, lwd = 2, col = c(’red’, ’darkred’), bty = ’n’,

legend = c(’F(x)’, expression(F[M](x))))

7 obrazku 5.2 vlevo vidime, ze vrchol kiivek obou hustot se nachazi nad stfedni hodnotou p = 940,50 mm. Kfivka
hustoty far(x) nabyvéd zpocatku nizkych hodnot, od urc¢itého okamziku pak zaéingd strmé rust az do vrcholu v
bodé 940,50 mm, a nasledné strmé klesd. Tento prubéh je dusledkem nizsiho rozptylu rozlozeni ndhodné veli¢iny
M. Ve srovnani s kiivkou hustoty fus(x) kiivka hustoty f(z) od za¢dtku roste pozvolna az do svého vrcholu v
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Obrazek 5.2: Graf (a) kiivek funkei hustoty (vlevo); (b) kiivek distribuénich funkei (vpravo) rozlozeni
N (940, 50; 45, 47%), resp. rozlozeni N (940, 50; 16, 082)

bodé 940, 50 mm a od tohoto bodu pozvolna klesa. Tento prubéh je disledkem vyssiho rozptylu rozlozeni ndhodné
veli¢iny X. Z obrdzku 5.2 vpravo vidime, ze kiivka distribuéni funkce Fjs(x) nabyva na pomeérné dlouhém tseku
nizkych hodnot, nasledné zacna strmé rust a od urcitého okamziku je jeji rust k hodnoté 1 velmi pomaly. Ve srovnani
s kiivkou distribuéni funkee Fjs(x) kiivka distribuéni funkce F'(x) roste pozvolna po celé délce zobrazeného iseku.
Obe kiivky se protinaji v jediném bodé [940, 50; 0, 5], coz znaci, ze 50 % hodnot (prumérné) délky dolni koncetiny
(osmi) Zen je mensi nez 940, 50 mm. *

Priklad 5.5. NereSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 15-anova-means-skull.txt obsahujic{ idaje o vysce horni ¢dsti tvaie (upface.H) muztt bantuské,
¢inské, malajské, némecké a perudnské populace. Predpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina X popisuje vysku horni ¢asti
tvdfe muzu malajské populace. (a) Najdéte rozlozeni, které dostateéné dobre vystihuje pravdépodobnostni chovén{
ndhodné velic¢iny X, a stanovte odhady parametru tohoto rozlozeni; (b) ovérte, Ze nalezené rozlozen{ je vhodné na
popis ndhodné veli¢iny X; pro nameéfend data vykreslete histogram a superponujte jej (i) kfivkou jadrového odhadu
hustoty; (ii) kfivkou hustoty nalezeného rozlozeni. Obé kiivky vzdjemné porovnejte.

Vysledky: (a) X ~ N(70,13;4,95%); (b) histogram s kiivkou jadrového odhadu hustoty a s kfivkou hustoty
rozlozen{ N(70,13;4,95%) viz obréazek 5.3.
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Obrazek 5.3: Histogram superponovany kfivkou jadrového odhadu hustoty a kiivkou hustoty normalniho rozlozeni

*

Piiklad 5.6. Nereseny piiklad

Za predpokladu, ze ndhodné velicina X popisujici vysku horni ¢asti tvare muzu malajské populace pochazi z
rozlozeni N (70,13;4,952), vypocitejte pravdépodobnost, ze vyska horni ¢asti tvaie muzii malajské populace bude
(a) vétsi nez 70,75 mm; (b) mensi nez 66,00 mm; (c) rovnd 82,30 mm; (d) v rozmez{ 64,50 mm az 72,50 mm.
Vysledky: (a) Pr(X > 70,75) = 0,4502; (b) Pr(X < 66,00) = 0,2021; (c) Pr(X = 82,30) = 0; (d) Pr(64,50 <



X < 72,50) = 0, 5560.
*

Piiklad 5.7. NereSeny piiklad
Za ptredpokladu, ze ndhodnd velicina X popisujici vysku horni ¢dsti tvafe muzu malajské populace pochézi z
rozlozeni N(70,13;4,95%), (a) uréete rozlozeni ndhodné veliciny M = % Z?:1 X; popisujici prumérnou vysku horn{
Césti tvare péti muzu malajské populace a odhadnéte parametry tohoto rozlozeni; (b) vypocitejte pravdépodobnost,
ze prumérnd vyska horni ¢dsti tvafe péti muzia malajské populace bude (i) vétsi nez 70,75 mm; (ii) mens nez
66,00 mm; (iii) rovnd 82,30 mm; (iv) v rozmez{ 64,50 mm az 72,50 mm.
Vysledky: (a) M ~ N(70,13;2,212); (b-i) Pr(M > 70,75) = 0,3898; (b-ii) Pr(M < 66,00) = 0,0311; (b-iii)
Pr(M = 82,30) = 0; (b-iv) Pr(64,50 < M < 72,50) = 0, 8522.

*

Priiklad 5.8. Nereseny piiklad

Predpokladejme, ze ndhodna veli¢ina X popisujici vysku horni ¢ésti tvare muzu malajské populace pochéazi z
rozlozeni N(70,13;4,95%) a ndhodnd veli¢ina M popisujici priumérnou vysku hornf ¢asti tvéie péti muzi malajské
populace pochdzi z rozlozeni N(70,13;2,212). Do jednoho grafu nakreslete (a) kiivku funkce hustoty f(x), resp.
fa(x); (b) kiivku distribuéni funkce F(z), resp. Fas(z). Kfivky vzdjemné porovnejte.

Vysledky: (a) graf s kiivkami hustot f(x) a fas(x) viz obrézek 5.4 vlevo; (b) graf s kiivkami distribuénich funkei

F(z) a Fj(x) viz obrazek 5.4 vpravo. *
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Obrazek 5.4: Graf (a) kiivek funkei hustoty (vlevo); (b) kfivek distribuénich funkei (vpravo) rozlozeni
N(70,13;4,952), resp. rozlozeni N(70,13;2,21?)



5.2 Spojity dvourozmérny nahodny vektor

Jestlize obé slozky dvourozmérného ndhodného vektoru (X, Y )T jsou spojité ndhodné veliciny, hovoifme o spojitém
dvourozmérném nahodném vektoru. Jeho pravdépodobnostni chovani je popsdno simultanni hustotou pravdépo-
dobnosti f(z,y). Hustota ndhodné veliciny X, resp. Y se znaci fx (), resp. fy(y) a nazyva se margindlni hustota.
Ziska se tak, ze se simultanni hustota integruje ptfes pirebyvajici proménnou.

N4hodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé, kdyz V(z,y)T € R? plati f(z,y) = fx(z)fy (y).
Pravdépodobnost, ze ndhodny vektor (X,Y )T se bude realizovat v néjaké dvourozmérné oblasti B, se vypocita jako
dvojnasobny integral ze simultanni hustoty pres tuto oblast:

Pr((X,Y)" € B) :/( )TEB/f(u,v)dudv.
oy

5.2.1 Dvourozmérné normalni rozlozeni

Dvourozmérné normalni rozlozeni vznika ve dvourozmérnych situacich za podobnych okolnosti jako normélni
2
071 po 10’2)

)T 2
pPo102 g5

rozlozeni. Z4vis{ na redlném vektoru g = (u1,pu2)* a redlné ¢tvercové symetrické matici ¥ = (

Vektor p se nazyva vektor sttednich hodnot, matice ¥ se nazyva varianéni matice. Piseme (X,Y)T ~ No(u, ).
Pfitom py € R, pg € R jsou stiedni hodnoty velicin X, Y, o1 > 0, o3 > 0 jsou smérodatné odchylky a p € (—1,1)
je koeficient korelace veli¢in X, Y (viz kapitola 6).

1 _ a(=z,y)

2 2
Hustota m4 tvar: f(z,y) = —L——e" 2 , kde ¢(z,y) = = {(m‘“) —2pTHL YT 4 (yﬂQ) ]

—p2
o109 17P2 P o1 o1 o2 (o)

Pro u; =0, ua =0, 07 = 1, 03 = 1, p = 0 se jedna o standardizované dvourozmérné normélni rozlozen{. P{seme

U = (U, Us)T ~ No(0,1I) , kde 0 = (0,0)T a I = <(1) O) je jednotkovéd matice druhého fadu.

1

Véta 5.2: Dilezité vlastnosti dvourozmérného normalniho rozlozeni:

bir b1z
bo1 a2
transformovany nahodny vektor Z = a + B(X,Y)? plati, ze Z ~ Ny(a + Bu, BEBT).

e Jestlize (X,Y)T ~ Nao(u,X), a = (a1,a2)” je redlny vektor, B = < > je realnd matice, pak pro

e Margindln{ rozlozen{ ndhodné veliciny X, resp. Y jsou X ~ N(uy,0%), resp. Y ~ N(uz2,03).

e Je-li koeficient korelace p = 0, pak fekneme, Ze veli¢iny X a Y jsou nekorelované a znamena to, Ze mezi nimi
neni zadna linearni zavislost. U dvourozmérného normalniho rozlozeni je vSak nekorelovanost ekvivalentni se
stochastickou nezavislosti velicin X a Y.
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Piiklad 5.9. ResSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 31-goldman-alaska.csv obsahujici iidaje o délce pazni kosti z levé strany humer.L a praméru
hlavice pazni kosti z levé strany humer.HDL u muzu a Zen z kmene Tigara, resp. z kmene Ipituaq. Predpokladejme,
ze ndhodny vektor (X,Y)? popisuje prostfednictvim nahodné veliciny X délku pazni kosti z levé strany a pro-
stfednictvim ndhodné veli¢iny Y prumeér hlavice pazni kosti z levé strany u muzu z kmene Tigara. (a) Najdéte
rozlozeni, které dostateéné dobte vystihuje pravdépodobnostni chovani ndhodného vektoru (X,Y)T, a stanovte od-
hady parametrii tohoto rozlozenf; (b) ovéite, Ze nalezené rozlozen{ je vhodné na popis ndhodného vektoru (X,Y)T;
(i) vykreslete teckovy diagram a superponujte jej konturami jddrového odhadu hustoty k(x,y), resp. konturami
hustoty f(x,y) nalezeného rozlozeni; (ii) vykreslete vrstevnicovy diagram jadrového odhadu hustoty k(x,y) a su-
perponujte jej konturami jadrového odhadu hustoty k(z,y), resp. konturami hustoty nalezeného rozlozeni f(z,y);
(iii) vykreslete 3D-diagram jadrového odhadu hustoty &(z, y), resp. 3D-diagram hustoty nalezeného rozlozeni f(x,y).

Reseni piikladu 5.9

Délka pazni kosti i prumér hlavice pazni kosti z levé strany tvoii dvojici spojitych znaki, k jejich spole¢nému popisu
tedy pouzijeme spojity nahodny vektor (X, Y)?. Protoze oba znaky popisuji télesné rozméry, mohlo by k popisu této
dvojice znakii byt vhodné dvourozmérné normélni rozlozeni. O ndhodném vektoru (X,Y)? tedy piredpokladdme,
7e pochézi z dvourozmérného normalniho rozlozeni s vektorem sttednich hodnot g = (1, p2)” a varianéni matict

2
3= (ptilaz p(;léh) kde 1 a o? je stfednf hodnota a rozptyl délky pazni kosti, po a 03 je stiednf hodnota a
rozptyl priiméru hlavice pazni kosti a p je korelacni koeficient. Parametr p;, resp. o2 odhadneme pomoci aritme-
tického priméru myq, resp. rozptylu s? naméfenych délek paznich kosti. Parametr yz, resp. 03 odhadneme pomoci
aritmetického priméru ma, resp. rozptylu s3 naméfenych priimérii hlavic paznich kosti. Parametr p odhadneme
pomoci Pearsonova koeficientu korelace 5 (viz kapitola 3). Aritmetické pruméry m; a meo vypocitdme pitkazem
mean(). Rozptyly s? a s3 budeme ¢astéji reprezentovat ve tvaru umocnénych smérodatnych odchylek, jejichz hod-

noty vypocitame pifkazem sd(). Pearsonuv korela¢ni koeficient 712 vypocitdme piikazem cor() s argumentem method

= 'pearson’.
data <- read.delim(’31-goldman-alaska.csv’, sep = ’;’, dec = ’.7)
data.M <- na.omit(data[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Tigara’,

c(’humer.L’, ’humer.HDL’)])
humer .LM <- data.M$humer.L
humer . HDLM <- data.M$humer.HDL
mL <- mean (humer.LM) # 296,34
mHDL <- mean (humer .HDLM) # 43,8984
sL <- sd(humer.LM) # 16,30294
sHDL <- sd(humer.HDLM) # 3,21493
r12 <- cor (humer.LM, humer.HDLM, method = ’pearson’) # 0,8523391

Odhad parametru fi; = 296, 34, fiz = 43,90, odhad parametru 57 = 16,302, 53 = 3,212, odhad parametru p = 0, 85.
O nihodném vektoru (X,Y)T predpokladame, ze pochdz{ z dvourozmérného normalntho rozlozeni s vektorem

2
stiednich hodnot p = (296,34, 43,90)7 a varianéni matici ¥ = ( 16,30 0,85 x 16, 30 x 3’21>, t].

0,85 x 16,30 x 3,21 3,212
16, 302 44,67))

T T
(X, V)T ~ Ny ((296,34, 43,90) ’<44.67 3,212

K vykresleni grafu je tfeba vypocitat jadrovy odhad hustoty k(z,y) a dvourozmérnou hustotu f(z,y) rozlozeni

2
o (.30, 5,007, (19,0 07
MASS. Vstupnimi argumenty piikazu budou vektory humer.LM a humer.HDLM, déle argument n specifikujici pocet
bodu, pro které bude jadrovy odhad poéitan (celkem n xn), a argument lim = ¢(Xmins Xmax, Ymin, Ymax) Urcujici rozpéti
hodnot z hlediska osy = a z hlediska osy y. Vystupem funkce bude posloupnost bodu osy x, resp. osy y o délce
n = 75 s hodnotami v rozpéti Xmin 8Z Xmax, '€SP- Ymin 8% Ymax & matice z, kterd ma dimenzi 75 x 75 a obsahuje pro
kazdy bod [z;,y;], 4,5 =1,...,75, hodnotu jadrového odhadu hustoty.

)) . Jadrovy odhad hustoty k(z,y) vypocitame piikazem kde2d() z knihovny

n <- 75
kxy <- MASS::kde2d(humer.LM, humer .HDLM, n = n, lim = c(255, 348, 35, 55))
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Dvourozmérnou hustotu f(z,y) vypocitdime pomoci funkce d2norm(), implementované v @ skriptu AS-sbirka-
funkce.R, ktery je soucdsti této publikace. Syntax a vystupy funkce d2norm() jsou analogické jako u funkece kde2d().

source (’AS-sbirka-funkce.R’)
fxy <- d2norm(x = humer.LM, y = humer .HDLM, n = n, lim = c(255, 348, 35, 55))

Teckovy diagram vykreslime pifkazem plot(). Kontury jédrového odhadu hustoty k(x,y) vykreslime pomoci funkce
contour(). Prvni{mi tfemi vstupnimi argumenty funkce budou vystupy funkce kde2d(), tj. posloupnost x, posloupnost
y a matice z. Dale nésleduje argument add = T urcujici, ze se kontury maji vykreslit do stavajictho teckového
diagramu, argument levels uréujici vysky, ve kterych jsou kontury pocitany (zde konkrétné délime jddrovy odhad
hustoty do [ = 10 vrstev oddélenych [ — 1 konturami prostiednictvim posloupnosti o délce [ s hodnotami v rozpéti
od nuly po maximélni hodnotu jadrového odhadu hustoty), a kone¢né argument drawlabels = F potlacujici u kazdé
kontury vypséani popisku s vyskou kontury. Vysledny graf je zobrazen na obrazku 5.5 vlevo.

1 <- 10

plot (humer .LM, humer .HDLM, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’darkolivegreenl’,
xlim = c(255, 348), ylim = c(35, 55), xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’,
ylab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’, las = 1)

contour (kxy$x, kxy$y, kxy$z, add = T, levels = seq(0, max(kxy$z), length = 1),
drawlabels = F)

Analogickym zpusobem vykreslime teckovy diagram s konturami hustoty f(x,y) dvourozmérného normélni rozlozent
(viz obrézek 5.5 vpravo).

plot (humer .LM, humer .HDLM, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’darkolivegreenl’,
xlim = c (255, 348), ylim = c(35, 55), xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’,
ylab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’, las = 1)

contour (fxy$x, fxy$y, fxy$z, add = T, levels = seq(0, max(fxy$z), length = 1 + 1),
drawlabels = F)
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Obrézek 5.5: Dvourozmérny teckovy diagram superponovany (a) konturami jddrového odhadu hustoty (vlevo); (b)
konturami hustoty dvourozmérného normélniho rozlozeni (vpravo)

Vrstevnicovy diagram jaddrového odhadu hustoty k(z,y) vykreslime pomoci funkce image(). Prvnimi tfemi vstupnimi
argumenty funkce budou vystupy funkce kde2d(), tj. posloupnost x, posloupnost y a matice z. Nésleduje argument
col, kterym specifikujeme paletu odstinu barev vrstevnicového diagramu. Zde konkrétné volime [ — 1 odstinu ba-
rev z palety terrain.colors(); I-tym odstinem je vzdy automaticky pfednastavend bild barva. Volit muzeme i dalsi
palety barev, napiiklad paletu heat.colors() (viz piiklad 5.11), rainbow(), topo.colors(), cm.colors(), apod. Kone¢né
argumentem breaks specifikujeme vysky oddélujici od sebe jednotlivé vrstvy diagramu. Syntax argumentu breaks je
analogickd syntaxi argumentu levels prikazu contour(). Vysledny graf je zobrazen na obrazku 5.6 vlevo.
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image (kxy$x, kxy$y, kxy$z, xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’,
ylab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’, las = 1,
col = terrain.colors(l - 1), breaks = seq(0, max(kxy$z), length = 1))
contour (kxy$x, kxy$y, kxy$z, add = T, levels = seq(0, max(kxy$z), length = 1),
drawlabels = F)

Analogickym zpusobem vykreslime vrstevnicovy diagram jadrového odhadu hustoty k(z,y) superponovany kon-
turami hustoty f(z,y) dvourozmérného normdlniho rozlozeni (viz obrézek 5.6 vpravo). Takovyto graf slouz k
porovnani tvaru dvourozménych redlnych dat s tvarem dvourozmérného normalniho rozlozeni s parametry odhad-
nutymi na zdkladé dat.

image (kxy$x, kxy$y, kxy$z, xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’,
ylab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’, las = 1,
col = terrain.colors(l - 1), breaks = seq(0, max(kxy$z), length = 1))

contour (fxy$x, fxy$y, fxy$z, add = T, levels = seq(0, max(fxy$z), length = 1),
drawlabels = F)
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Obrézek 5.6: Vrstevnicovy diagram jaddrového odhadu hustoty superponovany (a) konturami jadrového odhadu
hustoty (vlevo); (b) konturami hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni (vpravo)

3D-diagram jadrového odhadu hustoty k(x,y) vykreslime pomoci funkce persp3D() z knihovny GA. Prvni tfi vstupni
argumenty funkce jsou stejné jako u pifkazi contour() a image(). Nésleduji argumenty phi a theta specifikujici
natoceni 3D-diagramu z hlediska osy x a osy y. Déle argumentem ticktype = 'simple’ nahradime méfitko os z, y
a z ilustrativnimi Sipkami uréujicimi smér rustu hodnot na osdch (toto nastaveni pouzivdme pro piehlednéjsi a
elegantnéjsi vzhled diagramu), argumentem col.palette specifikujeme paletu barev a argumentem border stanovime
barvu sité 3D-diagramu. Vysledny graf je zobrazen na obrazku 5.7 vlevo.

GA::persp3D(kxy$x, kxy$y, kxy$z, phi = 50, theta = 5, ticktype = ’simple’,

xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’,
ylab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’,
zlab = ’k(x, y)’, col.palette = terrain.colors, border = ’black’)

Analogicky vykreslime 3D-diagram hustoty f(z,y), viz obrézek 5.7 vpravo.

GA::persp3D(fxy$x, fxy$y, fxy$z, phi = 30, theta = 5, ticktype = ’simple’,

xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’,
ylab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’,
zlab = ’f(x, y)’, col.palette = terrain.colors, border = ’black’)

Porovndnim grafu zobrazujicich jadrovy odhad hustoty k(x,y) a hustotu f(z,y) dvourozmérného normélniho
rozlozeni na obrazcich 5.5, 5.6 a 5.7 dochazime k zdvéru, ze grafickd vizualizace podporuje nds predpoklad, ze
nahodny vektor (X,Y)T popisujici délku pazni kosti a priimér hlavice pazn{ kosti z levé strany u muzii z kmene

11
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Obrézek 5.7: 3D-diagram (a) jddrového odhadu hustoty (vlevo); (b) hustoty dvourozmérného normélnfho rozlozeni

(vpravo)

Tigara pochézi z dvourozmérného normélniho rozlozen{ s parametry pu; = 296,34, us = 43,90, o? = 16,302,
03 =3,212ap=0,85. *

Pi#iklad 5.10. Reseny piiklad

Za predpokladu, ze ndhodny vektor (X,Y)T popisujici délku pazni kosti a primér hlavice paznf kosti z levé strany
u muzu z kmene Tigara pochédzi z dvourozmérného normalniho rozlozeni s parametry p; = 296,34, us = 43,90,
o2 =16,30%, 02 = 3,212 a p = 0,85, (a) uréete margindlni rozlozeni ndhodné veliciny X, resp. Y; (b) nakreslete
graf kiivky hustoty fx(x), resp. fy (y) margindlniho rozlozeni spolu s kiivkou jadrového odhadu hustoty ndhodné

veliciny X, resp. Y.

Reseni piikladu 5.10

Za piedpokladu, ze ndhodny vektor (X,Y)” pochdzi z dvourozmérného norméalniho rozlozeni s parametry p; =
296,34, po = 43,90, 07 = 16,30%, 02 = 3,212 a p = 0,85, mizeme z druhého bodu véty 5.2 odvodit, ze ndhodnd
velicina X ~ N (296, 34; 16, 30%), a ndhodna veli¢ina Y ~ N (43, 90; 3,212). Délka pazni kosti z levé strany u muzii z
kmene Tigara se pohybuje okolo stfedni hodnoty 296, 34 mm se smérodatnou odchylkou 16, 30 mm. Pramér hlavice
pazni kosti z levé strany u muzu z kmene Tigara se pohybuje okolo stfedni hodnoty 43,90 mm se smérodatnou

odchylkou 3,21 mm.

K vykresleni grafu kiivky hustoty fx(x) margindlniho rozlozeni ndhodné veli¢iny X si nejprve vytvofime posloup-
nost hodnot z intervalu se stfedem v bodé 296 mm, tj. naptiklad posloupnost v rozmezi 246 mm az 346 mm. Pro kazdy
prvek této posloupnosti potom pifkazem dnorm() vypoéitame hodnotu hustoty fx () rozlozeni N(296,34;16,302).
Nésledneé piikazem plot() s argumentem type = 'l" vykreslime graf s kiivkou hustoty fx (z) a piikazem lines() do négj
doplnime kiivku jddrového odhadu hustoty vypoéitaného piikazem density(). Vysledny graf je zobrazen na obrazku

5.8 vlevo.

x <- seq(246, 346, length = 512)
fx <- dnorm(x, mL, sL)
plot(x, fx, type = ’1’, lwd = 2, col = ’darkgreen’, ylim = c(0, 0.033),
xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’, ylab = expression(f[X](x)), las = 1)
lines(density (humer.LM), col = ’orange’, lwd = 2)
legend (’topright’, 1lwd = 1, col = c(’darkgreen’, ’orange’), legend = c(’hustota marg.
rozlozeni’, ’jadrovy odhad hustoty’), bty = ’n’)
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Analogicky vykreslime graf hustoty fy (y) margindlniho rozlozeni a jadrového odhadu hustoty ndhodné veli¢iny Y
(viz obrézek 5.8 vpravo).

y <- seq(35, 55, length = 512)
fy <- dnorm(y, mHDL, sHDL)

plot(y, fy, type = ’1°, lwd = 2, col = ’darkgreen’, ylim = c(0, 0.18),
xlab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’, ylab = expression(f[Y](y)),
las = 1)
lines (density (humer .HDLM), col = ’orange’, lwd = 2)
legend (’topright’, 1lwd = 1, col = c(’darkgreen’, ’orange’), legend = c(’hustota marg.
rozlozeni’, ’jadrovy odhad hustoty’), bty = ’n’)
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Obrazek 5.8: Kfivka hustoty margindlniho rozlozeni a jaddrového odhadu hustoty (a) ndhodné veliciny X (vlevo);
(b) ndhodné veliciny Y (vpravo)

*

Piiklad 5.11. Neteseny piriklad
Nactéte datovy soubor 01l-one-sample-mean-skull-mf.txt obsahujici idaje o nejvétsi délce (skull.L) a sitce skull.B
mozkovny muzii a Zen ze starovéké egyptské populace. Predpokladejme, Ze nahodny vektor (X,Y)T popisuje
prostiednictvim ndhodné veli¢iny X nejvétsi délku mozkovny a prostfednictvim ndhodné veli¢iny Y nejveétsi sitku
mozkovny zen staroveké egyptské populace. (a) Najdéte rozlozeni, které dostatecné dobte vystihuje pravdépodob-
nostni chovani ndhodného vektoru (X,Y)7, a stanovte odhady parametrt tohoto rozlozeni; (b) ovéite, ze nalezené
rozlozeni je vhodné na popis ndhodného vektoru (X,Y)7; (i) vykreslete teckovy diagram a superponujte jej kon-
turami jadrového odhadu hustoty k(z,y), resp. konturami hustoty f(z,y) nalezeného rozlozeni; (i) vykreslete
vrstevnicovy diagram jadrového odhadu hustoty k(z,y) a superponujte jej konturami jddrového odhadu hustoty
k(x,y), resp. konturami hustoty nalezeného rozlozeni f(x,y); (iii) vykreslete 3D-diagram jadrového odhadu hustoty
k(z,y), resp. 3D-diagram hustoty nalezeného rozlozen{ f(x,y).

2
Vysledky: (a) (X,Y)T ~ N ((174,53, 134,15)T, ((15’1,2%2 il’?(l)g
rami jadrového odhadu hustoty k(z,y), resp. konturami hustoty f(z,y) dvourozmérného normalniho rozlozeni viz
obrazek 5.9 vlevo, resp. vpravo; (b-ii) vrstevnicovy diagram superponovany konturami jadrového odhadu hustoty
k(x,y), resp. konturami hustoty f(z,y) viz obrdzek 5.10 vlevo, resp. vpravo; (b-iii) 3D-diagram jddrového odhadu
hustoty k(x,y), resp. hustoty f(x,y) viz obrdzek 5.11 vlevo, resp. vpravo.

)) ; (b-1) teckovy diagram superponovany kontu-

*

Priiklad 5.12. NeteSeny piiklad

Za ptredpokladu, Ze ndhodny vektor (X, Y)? popisujici nejvétsi délku mozkovny a nejvétsi sftku mozkovny Zen ze sta-
rovéké egyptské populace pochazi z dvourozmérného normalniho rozlozeni s parametry uy = 174,53, pus = 134,15,
02 = 6,222, 02 = 4,70 a p = 0,38, (a) uréete marginaln{ rozloZeni ndhodné veliciny X, resp. Y; (b) nakreslete
graf kiivky hustoty fx(x), resp. fy (y) margindlniho rozlozeni{ spolu s kiivkou jadrového odhadu hustoty ndhodné
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Obrézek 5.9: Dvourozmérny teckovy diagram superponovany (a) konturami jadrového odhadu hustoty (vlevo); (b)
konturami hustoty dvourozmérného normélniho rozlozeni (vpravo)
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Obrézek 5.10: Vrstevnicovy diagram jadrového odhadu hustoty superponovany (a) konturami jadrového odhadu
hustoty (vlevo); (b) konturami hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni (vpravo)

veliciny X, resp. Y.

Vysledky: (a) X ~ N(174,53;6,222); Y ~ N(134,15;4,702); (b) graf kiivky hustoty fx(z), resp. fy(y) mar-
ginalniho rozlozeni a jadrového odhadu hustoty ndhodné veliciny X, resp. Y viz obrézek 5.12 vlevo, resp. vpravo.
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Obrazek 5.11: 3D-diagram (a) jadrového odhadu hustoty (vlevo); (b) hustoty dvourozm

(vpravo)
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Obrazek 5.12: Kiivka hustoty margin
(b) ndhodné veli¢iny Y (vpravo)
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