
7 Základńı pojmy matematické statistiky

7.1 Vybrané statistiky pro jeden jednorozměrný náhodný výběr a jejich vlastnosti

X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozložeńı se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2, n ≥ 2.

Definice statistik

� M = 1
n

∑n
i=1Xi . . . výběrový pr̊uměr,

� S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −M)2 . . . výběrový rozptyl,

� S =
√
S2 . . . výběrová směrodatná odchylka.

Vlastnosti statistik

� M je nestranným bodovým odhadem µ,

� S2 je nestranným bodovým odhadem σ2,

� S je asymptoticky nestranným bodovým odhadem σ.

Př́ıklad 7.1. Řešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 17-anova-newborns.txt. Pro porodńı hmotnost novorozence (weight.C) ženského pohlav́ı sta-
novte (a) hodnotu bodového odhadu µ; (b) hodnotu bodového odhadu σ2; (c) hodnotu bodového odhadu σ.

Řešeńı př́ıkladu 7.1
Nestranným bodovým odhadem µ je výběrový pr̊uměr M . Jeho hodnotu stanov́ıme pomoćı funkce mean(). Ne-
stranným bodovým odhadem σ2 je výběrový rozptyl S2. Jeho hodnotu stanov́ıme pomoćı funkce var(). Asympto-
ticky nestranným bodovým odhadem σ je výběrová směrodatná odchylka S. Jej́ı hodnotu stanov́ıme pomoćı funkce
sd().

1 data <- read.delim(’17-anova -newborns.txt’)

2 weight.CF <- na.omit(data[data$sex == ’f’, ’weight.C’])

3 m <- mean(weight.CF) # 3012 ,832

4 s2 <- var(weight.CF) # 455722 ,4

5 s <- sd(weight.CF) # 675 ,0722

Hodnota výběrového pr̊uměrum = 3012, 8 mm, hodnota výběrového rozptylu s2 = 455722, 4 mm2, hodnota výběrové
směrodatné odchylky s = 675, 1 mm. F

Př́ıklad 7.2. Neřešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt. Pro největš́ı délku kĺıčńı kosti z pravé strany (cla.L)
muž̊u řecké populace z Atén stanovte (a) hodnotu bodového odhadu µ; (b) hodnotu bodového odhadu σ2; (c)
hodnotu bodového odhadu σ.
Výsledky: (a) m = 153, 5 mm; (b) s2 = 83,mm2; (c) s = 9, 1 mm. F

7.2 Vybrané statistiky pro jeden dvourozměrný náhodný výběr a jejich vlastnosti

(X1, Y1)T , . . . , (Xn, Yn)T je náhodný výběr z dvourozměrného rozložeńı se středńımi hodnotami µ1, µ2, rozptyly σ2
1 ,

σ2
2 , kovarianćı σ12 a koeficientem korelace ρ.

Definice statistik

� M1 = 1
n

∑n
i=1Xi, M2 = 1

n

∑n
i=1 Yi . . . výběrové pr̊uměry,

� S2
1 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi −M1)2, S2

2 = 1
n−1

∑n
i=1(Yi −M2)2 . . . výběrové rozptyly,

� S12 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −M1)(Yi −M2) . . . výběrová kovariance,
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� R12 =

{
S12

S1S2
pro S1S2 6= 0,

0 jinak,
. . . výběrový koeficient korelace.

Vlastnosti statistik

� S12 je nestranným bodovým odhadem σ12,

� R12 je vychýleným bodovým odhadem ρ (vychýleńı je zanedbatelné pro n ≥ 30).

Př́ıklad 7.3. Řešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 05-one-sample-correlation-skull-mf.txt. Pro největš́ı výšku mozkovny (skull.pH) a morfologic-
kou výšku tváře (face.H) žen stanovte (a) hodnotu bodového odhadu σ12; (b) hodnotu bodového odhadu ρ.

Řešeńı př́ıkladu 7.3
Nestranným bodovým odhadem σ12 je výběrová kovariance S12. Jej́ı hodnotu stanov́ıme pomoćı funkce cov().
Vychýleným bodovým odhadem korelačńıho koeficientu ρ je výběrový koeficient korelace R12. Jeho hodnotu sta-
nov́ıme pomoćı funkce cor().

6 data <- read.delim(’05-one -sample -correlation -skull -mf.txt’)

7 data.F <- na.omit(data[data$sex == ’f’, ])

8 skull.pHF <- data.F$skull.pH

9 face.HF <- data.F$face.H

10 cov(skull.pHF , face.HF) # 1 ,808192

11 cor(skull.pHF , face.HF) # 0 ,06417166

Hodnota výběrové kovariance s12 = 1, 808, hodnota výběrového korelačńıho koeficientu r12 = 0, 064. Mezi největš́ı
výškou mozkovny a morfologickou výškou tváře existuje zanedbatelný stupeň př́ımé lineárńı závislosti. F

Př́ıklad 7.4. Neřešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt. Pro výšku nosu (nose.H) a š́ı̌rku nosu (nose.B) peruánské
populace stanovte (a) hodnotu bodového odhadu σ12; (b) hodnotu bodového odhadu ρ.
Výsledky: s12 = 0, 699; r12 = 0, 137. Mezi výškou a š́ı̌rkou nosu muž̊u peruánské populace existuje slabý stupeň
př́ımé lineárńı závislosti. F

7.3 Vybrané statistiky pro dva nezávislé náhodné výběry a jejich vlastnosti

X11, . . . , X1n1
a X21, . . . , X2n2

jsou dva nezávislé náhodné výběry, prvńı z rozložeńı se středńı hodnotou µ1 a roz-
ptylem σ2, druhý z rozložeńı se středńı hodnotou µ2 a rozptylem σ2, n1 ≥ 2, n2 ≥ 2.

Definice statistik

� M1 −M2 = 1
n1

∑n1

i=1X1i − 1
n2

∑n2

i=1X2i . . . rozd́ıl výběrových pr̊uměr̊u,

�

S2
1

S2
2

=
1

n1−1

∑n1

i=1(X1i −M1)2

1
n2−1

∑n2

i=1(X2i −M2)2
. . . pod́ıl výběrových rozptyl̊u,

� S2
∗ =

(n1−1)S2
1+(n2−1)S2

2

n1+n2−2 . . . vážený pr̊uměr výběrových rozptyl̊u.

Vlastnosti statistik

� M1 −M2 je nestranným bodovým odhadem µ1 − µ2,

� S2
∗ je nestranným bodovým odhadem σ2.

Př́ıklad 7.5. Řešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 15-anova-means-skull.txt. Pro výšku horńı části tváře (upface.H) malajské a č́ınské populace
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stanovte (a) hodnotu bodového odhadu µ1 − µ2; (b) hodnotu bodového odhadu σ2.

Řešeńı př́ıkladu 7.5
Nestranným bodovým odhadem µ1 − µ2 je rozd́ıl výběrových pr̊uměr̊u M1 −M2. Hodnoty výběrových pr̊uměr̊u
vypoč́ıtáme pomoćı funkce mean(). Nestranným bodovým odhadem σ2 je vážený pr̊uměr výběrových rozptyl̊u S2

∗ .
Hodnoty výběrových rozptyl̊u vypoč́ıtáme pomoćı funkce var(), rozsahy náhodných výběr̊u stanov́ıme pomoćı funkce
length().

12 data <- read.delim(’15-anova -means -skull.txt’)

13 data <- na.omit(data)

14 upface.HM <- data[data$pop == ’mal’, ’upface.H’]

15 upface.HC <- data[data$pop == ’cin’, ’upface.H’]

16 m1 <- mean(upface.HM) # 70 ,13043

17 m2 <- mean(upface.HC) # 72

18 m1 - m2 # -1,869565

19 s1 <- var(upface.HM) # 24 ,52685

20 s2 <- var(upface.HC) # 20 ,82353

21 n1 <- length(upface.HM) # 69

22 n2 <- length(upface.HC) # 18

23 sh <- ((n1 - 1) * s1 + (n2 - 1) * s2) / (n1 + n2 - 2) # 23 ,78619

Hodnota rozd́ılu výběrových pr̊uměr̊u m1 − m2 = −1, 9 mm, hodnota váženého pr̊uměru výběrových rozptyl̊u
s2∗ = 23, 8 mm2. F

Př́ıklad 7.6. Neřešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt. Pro největš́ı délku mozkovny muž̊u a žen (skull.L) stanovte
(a) hodnotu bodového odhadu µ1 − µ2; (b) hodnotu bodového odhadu σ2.
Výsledky: m1 −m2 = 7, 5 mm; s2∗ = 39, 9 mm2. F

7.4 Vybrané statistiky pro aspoň tři nezávislé náhodné výběry a jejich vlastnosti

X11, . . . , X1n1
až Xr1, . . . , Xrnr

je r ≥ 3 nezávislých náhodných výběr̊u, prvńı z rozložeńı se středńı hodnotou µ1 a
rozptylem σ2 až r-tý z rozložeńı se středńı hodnotou µr a rozptylem σ2, n1 ≥ 2, . . . , nr ≥ 2. Označme n =

∑r
j=1 nj .

Necht’ c1, . . . , cr jsou reálné konstanty, aspoň jedna nenulová.

Definice statistik

�

∑r
j=1 cjMj . . . lineárńı kombinace výběrových pr̊uměr̊u,

� S2
∗ =

∑r
j=1(nj−1)S2

j

n−r . . . vážený pr̊uměr výběrových rozptyl̊u.

Vlastnosti statistik

�

∑r
j=1 cjMj je nestranným bodovým odhadem

∑r
j=1 cjµj ,

� S2
∗ je nestranným bodovým odhadem σ2.

Př́ıklad 7.7. Řešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt. Pro největš́ı délku kĺıčńı kosti z pravé strany (cla.L)
řecké populace z Atén, indické populace z Amritsaru a indické populace z Varanasi stanovte (a) hodnotu bodového
odhadu

∑r
j=1 cjµj , kde c1 = −2, c2 = 2, c3 = 3; (b) hodnotu bodového odhadu σ2.

Řešeńı př́ıkladu 7.7
Nestranným bodovým odhadem

∑r
j=1 cjµj je lineárńı kombinace výběrových pr̊uměr̊u

∑r
j=1 cjMj . Hodnoty výběro-

vých pr̊uměr̊u vypoč́ıtáme pomoćı funkce mean(). Nestranným bodovým odhadem σ2 je vážený pr̊uměr výběrových
rozptyl̊u S2

∗ . Hodnoty výběrových rozptyl̊u vypoč́ıtáme pomoćı funkce var(), rozsahy náhodných výběr̊u stanov́ıme
pomoćı funkce length().
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24 data <- read.delim(’18-more -samples -variances -clavicle.txt’)

25 data <- na.omit(data)

26 cla.LG <- data[data$pop == ’gre’, ’cla.L’]

27 cla.LA <- data[data$pop == ’ind1’, ’cla.L’]

28 cla.LV <- data[data$pop == ’ind2’, ’cla.L’]

29 m1 <- mean(cla.LG) # 153 ,5213

30 m2 <- mean(cla.LA) # 145 ,5667

31 m3 <- mean(cla.LV) # 141 ,4938

32 c1 <- -2

33 c2 <- 2

34 c3 <- 3

35 c1 * m1 + c2 * m2 + c3 * m3 # 408 ,5723

36 s1 <- var(cla.LG) # 83 ,15546

37 s2 <- var(cla.LA) # 76 ,27283

38 s3 <- var(cla.LV) # 67 ,57184

39 n1 <- length(cla.LG) # 94

40 n2 <- length(cla.LA) # 120

41 n3 <- length(cla.LV) # 81

42 sh <- ((n1 - 1) * s1 + (n2 - 1) * s2 + (n3 - 1) * s3) / (n1 + n2 + n3 - 3) # 76 ,08107

Hodnota lineárńı kombinace −2m1 + 2m2 + 3m3 = 408, 5723, hodnota váženého pr̊uměru výběrových rozptyl̊u
s2∗ = 76, 0811. F

Př́ıklad 7.8. Neřešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt. Pro interorbitálńı š́ı̌rku (intorb.B) německé, bantuské,
malajské, č́ınské a peruánské populace stanovte (a) hodnotu bodového odhadu

∑r
j=1 cjµj , kde c1 = 1, c2 = 2,

c3 = −1, c4 = 0, c5 = −1; (b) hodnotu bodového odhadu σ2.
Výsledky: (a) m1 + 2m2 −m3 + 0m4 −m5 = 30, 8 mm; (b) s2∗ = 5, 6 mm2. F
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