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Uvod a motivace

e vic neZ vysledek nas &asto zajimaji jeho &iselné interpretace

e nahodna veli¢éina X = pravidlo, které zobrazuje zakladni prostor moznych vysledkil do
mnoziny redlnych &isel

e /-ta realizace nah. veli¢iny X se znadi x;

X ...pocet puntikll na vrchni strané kostky: x; =4, xo =1 ...
Y ...dokon&ené vzdélani; y; = 1 (ZS), y» = 3 (SSm) ...

Y ...pocet starSich sourozencii y1 =0, yop =2 ...

X ...porodni hmotnost v g; x; = 3470, x, = 3240 ...

Y ... nejvétsi Sitka mozkovny v mm; y; = 145, y» =139 ...

e dva typy nahodnych veli&in

e diskrétni ndhodné velic¢iny
e spojité nahodné veliciny
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Spojité nahodné veliciny

e ze své podstaty mohou nabyvat libovolnych i neceloéiselnych hodnot
e porodni hmotnost (v g):

e zakladni prostor rozdélime na intervaly: 11: 0—-1500; 12: 1500-2500; 13: 2500-3500; 14:
3500—-4500; 15:>4500

e Pr(X & (3500; 4500)) = ...
e Pr(X < 3500)=...
e Pr(X > 3500) =...

e hustota f(x)

e pravdépodobnost realizace X v libovolném intervalu / se da vyjadfit jako plocha pod
kFivkou pomoci integralniho tvaru:

Pr(X € 1) = f@ F(x)dx.

kde f(x) je hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veli€iny
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e hustota normalniho rozdéleni (Gaussova kFivka)

0.20
0.15
Z 0.10
0.05 —

0.00 —

e nezapornd: f(x) > 0; normovana (plocha pod k¥ivkou hustoty = 1)
e distribu¢ni funkce F(x)
o F(x)=Pr(X < x)

1.0

0.8 —

0.6 —

Fx)

0.4 —

0.2 —

0.0

e Pr(X=x)=0
e Komplementarita:
Pr(X >x)=Pr(X>x)=1—-Pr(X <x)=1—-Pr(X <x)=1-— F(x)
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Normalni rozdéleni

e Xi,...,X,...nezdvislé ndhodné veli¢iny
e Normalni rozdéleni

o X ~ N(p,o?)
e hustota
—(x=p)°

f(x) = e 20° | x € R.

2mwo?
e vlastnosti: E[X] = u; Var[X] = ¢*
e dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma), gnorm(alpha, mu, sigma)

e Standardizované normalni rozdéleni

e X ~ N(0,1)
e hustota
1 x2
f(x) = ¢(x) = e 2, x € R.
(9= 9() = ——
e vlastnosti: E[X] = 0; Var[X] =1
e dnorm(x), pnorm(x), gnorm(alpha)
e Vlastnosti normalniho rozdéleni
e Véta 1: Necht Xi, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny z normdlniho rozd&leni

— 2
N(p, 2). Potom nahodnd velitina X, = 1 557, X ~ N (1, 2).

n
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Priklad 5.1. Vypocet parametrii ;& a ¢ normalniho rozdéleni

Mé&jme datovy soubor 17-anova-newborns-2.txt obsahujiciho tdaje o porodni hmotnosti
novorozencl v jedné okresni nemocnici za obdobi jednoho roku (Aldnova, 2008). Za p¥edpokladu,
Ze nahodna veli¢ina X popisujici porodni hmotnost novorozencil pochdazi z normdalniho rozdé&leni
N(u, o?) odhadn&te parametr stfedni hodnoty 4 a rozptylu o2, FindIni rozd&leni porovnejte s
namé&frenymi udaji.

Reseni p¥ikladu 5.1

data <- read.delim(’17-anova-newborns-2.txt’) # nacteni dat

head (data, n = 3) # vypis prvnich tri radku

data <- na.omit(data) # odstraneni NA hodnot

wei<- data$weight.C # vyber por. hmotnosti novorozencu

n <- length(wei) # pocet hodnot

mu <- mean(wei) # prumer por. hmotnosti novorozencu

sigma <- round(sd(wei)) # sm. odchylka por. hmotnosti novorozencu

edu.M prch.N sex.C weight.C weight .K
1 2 0 m 3470 2
2 2 0 m 3240 2
3 2 0 f 2980 2

10
11
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par (mar = c(4, 5, 1, 1)) # nastaveni okraju grafu 4, 5, 1, 1

hist (wei, breaks = b, prob = T, density = 30, col = ’blue’, xlab = ’’,
ylab = ’’, main = ’’, las = 1, axes = F) # histogram

box (bty = ’0’) # ramecek okolo grafu

axis (1, centr) # osa x

axis (2, las = 1) # osa vy

mtext (’porodni hmotnost (v g)’, side = 1, line = 2) # popisek osy x
mtext(’f(x)’, side = 2, line = 4) # popisek osy ¥y
lines(density(wei), col = ’blue’,

lwd = 2) # krivka jard. odhadu hustoty (modra silna cara)

xfit <- seq(min(wei) - 100, max(wei) + 100, length = 512) # posl. hodnot x
yfit <- dnorm(xfit, mu, sigma) # hustota norm. rozdeleni N(mu, sigma~2)

lines(xfit, yfit, col = ’red’, lwd = 2,
1ty = 2) # krivka hustoty (cervena silna prerusovana cara)
6e—04 — %
5e-04 — ,
4e—04 — ,’%?
2 3e 04 - ’ / \
2e—04 — ’%/ /
le—04 — ??5/ / N
vor00 Nl 4%/'/ =

775 1575 2375 3175 3975 4775
porodni hmotnost (v g)

Interpretace vysledkii: Nahodna veli¢ina X popisujici porodni hmotnost novorozencii pochazi z
normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou pu =.................... a rozptylem o2 = ....cccoeiiii.. , 1.
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Pt¥iklad 5.2. Vypotet pravdépodobnosti na zakladé normdlniho rozdéleni

Za predpokladu, Ze porodni hmotnost novorozencili pochazi z normalniho rozdéleni
N(3078.027, 696%), vypotitejte pravdépodobnost, #e porodni hmotnost novorozence bude (a)
mensi neZ 3800 g; (b) v rozmezi 2500-4200 g; (c) v&tsi neZz 4000 g, (d) rovna 2100 g.

Reseni p¥ikladu 5.2
(a) pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozence bude mensi nez 3800 g

mu <- ... # stredni hdonota mu
sigma <- 696 # sm. odchylka sigma (!NE ROZPTYL sigma“2!)
pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.8502061 30

(b) pravd&podobnost, e porodni hmotnost novorozence bude v rozmezi 2500-4200

pnorm(...) - pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.7433938 32
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(c) pravdé&podobnost, e porodni hmotnost novorozence bude v&tsi nez 4000 g

1 - pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.09263967

(d) pravdé&podobnost, Ze porodni hmotnost novorozence bude rovna 2100 g

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozencli bude mensi nez

3800g, j€ «oovveviieiieeea, %. Pravd&podobnost, e porodni hmotnost novorozencil bude v
rozmezi 2500-4200g, je ................ %. Pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozencil bude
vé&tsi nez 4000g, je ...ocoeviiniiiennn. %. Pravdépodobnost, Ze porodni hmotnost novorozencii bude
rovnd 2100g, je ..ccoeiiiiiiiia. %, protoZe data pochdzi z normalniho rozdé&leni, coZ je

typ rozdéleni, proto Pr(X =2100) = ........ccenvnnene, .

34
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Priklad 5.3. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé normalniho rozdéleni

Za predpokladu, Ze porodni hmotnost novorozencli pochazi z normdlniho rozdéleni

N(3078.027, 6962), vypocitejte pravdépodobnost, Ze primérna porodni hmotnost péti novorozenci
bude (a) mensi nez 3800g; (b) v rozmezi 2500-4200g; (c) vétsi nez 4000¢g; (d) rovna 2100 g.

Reseni p¥ikladu 5.3
(a) pravdépodobnost, Ze primé&rna porodni hmotnost péti novorozencli bude mensi nez 3800 g

n <- b
mu <- ... # stredni hodnota mu
sigma <- ... # sm. odchylka sigma

sigmab <- sqrt(sigma -~ 2 / n) # sm. odchylka pro prumer (sqrt(sigma~2/n))
pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.9898164

(b) pravd&podobnost, e priimérna porodni hmotnost péti novorozencii bude v rozmezi 2500-4200

pnorm(...) - pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.9681918

40

42
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(c) pravdépodobnost, 7e primérnd porodni hmotnost péti novorozencl bude vétsi nez 4000 g

1 - pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.001527937

(d) pravdépodobnost, Ze priimérna porodni hmotnost péti novorozencli bude rovna 2100 g

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, Ze priimérna porodni hmotnost péti novorozencii bude
mensi nez 3800g je .....ooeeiiiiiniennn. %. Pravdépodobnost, Ze prim&rnd porodni hmotnost pé&ti
novorozencl bude v rozmezi 2500—4200g je .......cocoevvenenennn. %. Pravd&podobnost, Ze priimérna
porodni hmotnost péti novorozenct bude vétsi nez 4000g je ...c.coevvviviinennnnn. %. Pravdépodobnost,
Ze primé&rna porodni hmotnost péti novorozencti bude rovnd 2100g je ..........oooiiiinin. %, protoZe

data pochdzi z normalniho rozdéleni, coz je ...............c..o.oiil, typ rozdéleni, proto
Pr(X =2100) = ..coieiiiiie :

44
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Priklad 5.4. Graf hustoty a distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni
Nakreslete graf hustoty a distribugni funkce ndhodné veli¢iny X ~ N(3078.027, 696%) popisujici
porodni hmotnost jednoho novorozence a porovnejte je s kfivkami hustoty a distribuéni funkce

_ 2
nidhodné veliciny X ~ N(3078.027, %) popisujici primérnou porodni hmotnost péti novorozenci.

Reseni p¥ikladu 5.4

Graf hustoty f(x)

x <- seq(...) # posl. od 1000 do 5300 o delce 512
fx <- dnorm(x, mean = mu, sd = sigma) # hustota rozdeleni N(mu, sigma“”2)
fx5 <- dnorm(x, mean = mu, sd = sigmab) # hustota rozdeleni N(mu, sigma~2/n)

par(...) # nastaveni okraju grafu 3, 5,

plot(x, fx, type = ’1’, lwd = 2, xlim =
col = ..., xlab = ’’, ylab = ’7,
las = ...) # modra silmna cara hustoty N(mu, sigma =~ 2)

mtext (...) # popisek osy x

mtext (...) # popisek osy y

1, 1
c (1000, 5300), ylim = c(0, 0.0017),

lines(x, fx5, ...) # cervena silna cara hustoty N(mu, sigma®2/n)
legend (’topright’, col = c(..., ...), lwd = c(2, 2),
legend = c(..., ...), bty = ’n’) # legenda
—— jeden nov.
0.0015 —

—— prumer peti nov.

0.0010

f(x)

0.0005

0.0000 —

| I I I I
1000 2000 3000 4000 5000

X
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Graf distribuéni funkce funkce F(x)

Fx <- pnorm(x, mean = mu, sd = sigma) # distr. fce N(mu, sigma~2)
Fx5 <- pnorm(x, mean = mu, sd = sigmab) # distr. fce N(mu, sigma~2/n)
par(...) # nastaveni okraju 3, 5, 1, 1
plot (x, Fx, xlim = <(1000, 5000), xlab = ’’,

...) # modra silna cara distr. fce N(mu, sigma ~ 2)
lines(x, Fx56, ...) # cervena silna cara distr. fce N(mu, sigma~2/n)

mtext (...) # popisek osy x
legend (’bottomright’, col = c(...), 1lwd = c(...),
legend = c(...), bty = ’n’) # legenda

1.0 —

0.8 —

0.6

F(x)

0.4 —

0.2

—— jeden nov.
—— prumer peti nov.

1000 2000 3000 4000 5000
X

0.0 —
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Dvourozmérné normalni rozdéleni

o (X1, Y)",..., (X, Ys)" ...dvojice nezavislych stejn& rozd&lenych ndhodnych veli&in
e (X,Y)" ... dvourozm&rmy ndhodny vektor

o (X.Y)' ~ No(p, X)

o 1= (p1, MQ)T ... vektor stfednich hodnot

2 2
o o110 o o Lo )
o X — 1 P 12 2) = 1 122 ... varian¢ni matice
pPo109 o5 012 o5

o 0= (M13M270-]2_30-§:p)_r! kde M1, 2 € R, 0%»03 > 0, p < <_1! 1>
e hustota

1 1 , ((X—#él)Q_2P(X—M1)(Y—M2)+(y—l§2)2)
f(x, ) e U=PIN o1 T i

271'\/(7%0%(1 — p?)

e vlastnosti E[(X, Y)'] = u; Var[(X,Y)] =X
e margindlni rozdéleni X ~ N(u1, o), Y ~ N(uz,03).

e Graficka vizualizace dat

e dvourozmérny tetkovy diagram superponovany konturovym diagramem
e 3D-graf
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Dataset: 03-paired-means-clavicle2.txt

Datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt obsahuje osteometrické tidaje o délkach kli¢nich kosti
na pravé a levé strané téla v parovém usporadani. Data pochazi z anglického souboru
dokumentovanych skeletli (Parsons, 1916).

Popis proménnych v datasetu:
e id ...ID jedince;
® sex ...pohlavi jedince (m - muz, f - Zena);
e length.L ...délka levé kli¢ni kosti (v mm);

e length.R ...délka pravé kli¢ni kosti (v mm).

Priklad 5.5. Vypocet parametrii 4 a ¥ dvourozmérného normalniho rozdéleni

Na&t&te datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht ndhodnd veli¢ina X popisuje délku
levé kli¢ni kosti a ndhodna veli¢ina Y popisuje délku pravé kliéni kosti u muzii. Pomoci te¢kového
diagramu vizualizujte vztah délky levé a pravé kliéni kosti. Za p¥edpokladu, Ze data pochazi z
dvourozm&rného normalniho rozdéleni (X, Y)™ ~ Na(u, X) odhadn&te hodnoty parametrii 1, w2,

o2, 05 a p a stanovte tvar vektoru stfednich hodnot a varianéni matice.

Reseni p¥ikladu 5.5

data <- read.delim(...) # nacteni datoveho souboru
head (...) # vypis prvnich ctyr radku

id sex length.R length.L 70
1 66 m 126 130 71
2 69 m 158 159 72
3 71 m 153 151 73
4 72 m 145 147 74
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data.M <- datal...] # vyber radku tykajicich se pouze muzu
data.M <- na.omit(...) # odstraneni NA hodnot
length .ML <- data.M$length.L # vyber delek levych kl. kosti muzu
length.MR <- data.M$length.R # vyber delek pravych kl. kosti muzu
par(...) # nastaveni okraju grafu 4, 4, 1, 1
plot(length.ML, length.MR, pch = ..., bg = ..., col = ...,

xlab = ..., ylab = ..., las = ...) # teckovy graf

mtext (...) # popisek osy x

(@]
_ O
€ 170 —
= o ®
Z o)
Z 160 PV o
@]
4 O Eﬁ
= oogjo
S 150 - o Co
-
) o de O
5140 — 8 0080
% Oop
T 130 - ) ©
[ [ | [ I
130 140 150 160 170

delka leve klicni kosti (v mm)
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mul <- mean(...) # odhad mul

mu2 <- mean(...) # odhad mu2

sigmalna2 <- var(...) # odhad sigmal~2
sigma2na2 <- var(...) # odhad sigma2~2
sigmal <- sd(...) # odhad sigmal
sigma2 <- sd(...) # odhad sigma?2

rho <- cor(..., ...) # odhad rho
sigmal2 <- cov(..., ...) # odhad sigmal?2
tab <- data.frame(...) # sumarizacni tabulka vysledku

round (tab, 4)

mu sigma.na.?2 sigma rho sigmal2 94
leva strana 153.60 98.9388 9.9468 0.9371 102.5061 95
prava strana 151.74 120.9310 10.9969 0.9371 102.5061 96

Interpretace vysledkia: Nahodny vektor (X, Y)T popisujici délku kli¢ni kosti z levé a pravé strany
u muzd pochazi z dvourozmérného normialniho rozdéleni s vektorem stfednich hodnot

= (p1, m2)", kde po1 = oo MM @ L2 = tevrieeiieeiaeiinaenns mm a s varian&ni matici

2 = ( a% p01202>,kde01: ......................... MM, 02 =..ciiiiiiiiinienaennann, mm a p =
pPo102 o)

......................... . Délka kli¢éni kosti z levé strany u muzii pochazi marginalné z normalniho

rozdéleni se stfedni hodnotou 11 =..............cooinll, mm a smérodatnou odchylkou

o =T mm. Délka kli¢ni kosti z pravé strany u muzid pochazi marginalné z

normalniho rozdé&leni se stfedni hodnotou o = ...l mm a smérodatnou odchylkou

O == iiiiiiitirasrtarsaatannas mm

16 /19



97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107

Ptiklad 5.6. Parametrické a neparametrické odhady dat z N, (e, X)

Nactéte datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Za pfedpokladu, Ze ndhodny vektor (X, Y)
popisujici délku kliéni kosti z levé a pravé strany u muzii pochazi z dvourozmé&rného normalniho
rozdélent, tj. (X, Y)" ~ Na(u, X) s odhadem stiednich hodnot fi; = 153.6, fir = 151.74,
rozptylti 52 = 9.95” a 55 = 117 a odhadem korelaéniho koeficientu p = 0.9371.

T

(a) sestrojte tetkovy diagram délky kli¢ni kosti z levé a pravé strany superponovany teoretickymi
konturami teoretického dvourozmérného normalniho rozdélenti:;

(b) sestrojte te¢kovy diagram délky kliéni kosti z levé a pravé strany superponovany konturami
jadrového odhadu hustoty;

(c) sestrojte 3D-diagram hustoty teoretického dvourozmérného normainiho rozdéleni délky kli¢n{
kosti z levé a pravé strany;

(d) sestrojte 3D-diagram jadrového odhadu hustoty délky kliéni kosti z levé a pravé strany.

Reseni p¥ikladu 5.6

source(...) # nacteni souboru s funkcemi (’Sbirka-AS-I-2018-funkce-2.txt?’)

Mu <- c(...) # vektor prumeru mL a mR

Sig <- matrix(c(sigmal ~ 2, rho * sigmal * sigma2, rho * sigmal * sigma?2,
sigma2 ~ 2), ncol = 2, nrow = 2) # variancni matice

n <- 50

x <- seq(...) # posloupnost od 125 do 185 o delce n

y <- seq(...) # posloupnost od 120 do 185 o delce n

M <- d2norm(x, y, mean = Mu, sigma = Sig) # teor. hustota N_2(Mu, Sigma)

N

<- MASS::kde2d(length.ML, length.MR, n = n,
lim = c(125, 185, 120, 185)) # jadrovy odhad hustoty
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Teckovy diagram s konturami

par(...) # nastaveni okraju grafu 4, 5, 1, 1

plot(length.ML, length.MR, ...) # teckovy graf

contour(x, y, M, add = T, levels = seq(0, max(M), length = 7),
asp = T, drawlabels = F) # konturovy graf (teor. hustota)

plot (length.ML, length.MR, ...) # teckovy graf

contour (Z$x, Z$y, Z%z, add = ..., levels = seq(0, max(Z$z), length = 7),
asp = ..., drawlabels = ...) # konturovy graf (jadr. odhad hustoty)

/é\ ~_
g 170 — § 170 —
Z Z
z 160 2z 160
= =
S 150 — S 150
= =
(] (]
§ 140 — E 140 —
& g
< <
= 130 - = 130
= lo) o (@]
I I | | I I I | |
130 140 150 160 170 130 140 150 160 170
delka leve klicni kosti (v mm) delka leve klicni kosti (v mm)
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3D-graf

par(...) # nastaveni okraju grafu 3, 4, 1, 4
GA::persp3D(x, y, M, phi = 30, theta = 5, ticktype = ’simple’,
xlab = ..., ylab = ..., zlab = ’f(x, y)’, border = ’black’,
col.palette = terrain.colors) # 3D graf (teor. hustota)
GA::persp3D(Z%x, Z$y, Z$z, phi = ..., theta = ..., ticktype = ...,
vedleln = o willels = 000, wmilelds = o0 lBosler = .
col.palette = ...) # 3D graf (jadr. odhad hustoty)

(K X))
(A X))

S & 5 = =

delka leve klicn; kosti

delka prave klicni Kosti

delka prave klicni kosti

delka leve klicn; kosti

Interpetace vysledki: Na zakladé grafické vizualizace p¥edpoklddame, 7e data pochazi /
nepochazi z dvourozmérného normalniho rozdéleni.

Poznamka: Hodnoceni normality na zdkladé grafické vizualizace je pouze subjektivnim
hodnocenim. V sedmém cvi¢eni budeme normalitu, p¥ipadné dvourozmérnou normalitu, nahodného

vybé&ru posuzovat objektivné, a to na zdkladé testli normality.
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