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/3akladni pojmy matematické statistiky

e popisna statistika ... datovy soubor — zavéry o datovém souboru

e matematicka statistika ... ndhodny vybé&r — statistiky — zavéry o tvaru rozdéleni a
parametrech

e Xi,...,X, — ndhodné veli¢iny, které maji viechny stejné rozdéleni L(0) — dohromady tvofi
nahodny vybér rozsahu n z rozdéleni L(60)

e (iselné realizace x1, ..., x, ndh.vybéru Xy, ..., X, tvofi datovy soubor

e statistika = libovolna funkce ndhodného vyb&ru: T = T(Xi, ..., X,)

Jednorozmérné statistiky (jeden vybér; jeden znak)
Necht Xi, ..., X, je nahodny vybé&r, n > 2.

1. vybérovy priimér

2. vybérovy rozptyl

3. vybérova smérodatna odchylka

4. vybérovy koeficient variace
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Dvourozmérné statistiky (jeden vybér; dva znaky)
Necht (X1, Y1), ..., (X4, Ya) je ndhodny vyb&r z dvourozmé&rného rozd&leni, m; a my jsou vyb&rové
priaméry a 512 a 5‘22 jsou vybé&rové rozptyly.

1. vybé&rova kovariance
1 n
p— > (xi — m)(yi — m)

i=1

512 =

2. vybérovy koeficient korelace
512 512

raz = =
22 5152
V5122

Dvouvybérové statistiky (dva nebo vice vybérii; jeden znak)
Necht Xiq,... ,Xl,,l je ndhodny vybér, Xoq, ... ,X2n2 je na ném nezavisly ndhodny vybér, ...,
Xk1s - -y Xkn,» J& ndhodny vyb&r nezavisly na vSech ptedchazejicich nahodnych vyb&rech, ni, m,

., ng > 2. Necht déle s7, s7, ..., s7 jsou vyb&rové rozptyly.

1. vdZeny priimér dvou vybé&rovych rozptyli (k = 2)

52___(”1'—'1)53'+'(”2'— 1)S3
o n1—|—n2—2

2. vaZeny priimér k vybérovych rozptylii

2 _ (Mm-S +(m -1+ -+ (m—1)S
’ oo+ -+ —k
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Bodové a intervalové odhady parametri

e Xi...X,...ndhodny vybér z rozdéleni L(#) s parametrem 6
e (O nezname; chceme ho odhadnout
e bodovy odhad parametru 6 ... statistika T, = T(X1...X,)

e intervalovy odhad parametru 0 ...interval (D, H), ktery s dostate&n& velkou
pravdépodobnosti pokryva hodnotu parametru 8; (D, H ... statistiky)

Bodovy odhad parametru 6
e typy bodovych odhadi

e nestranny ...hodnotu param. @ ani nepodhodnocuje, ani nenadhodnocuje
e vychyleny ... neni-li odhad nestranny, je vychyleny
e asymptoticky ...s rostoucim n se pfesnost odhadu zvét3uje

e vlastnosti bodovych odhadi
1. X ~ N(u,0?)

e m je nestrannym odhadem p (parametr 0)
e s° je nestrannym odhadem o2 (parametr 0)
e v je nestrannym odhadem koeficientu variace % (parametr 6)

2 2
2. (X, Y)T ~ No(, ), o = (pa, ), & = ( . p‘”z"2> B (01 "15)

LO102 Ty ag12 Ty

® 517 je nestrannym odhadem o1y (parametr 0)
® rio je asymptoticky nestrannym odhadem p (parametr 6)
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Dataset: 21-goldman-tigara.csv

Datovy soubor 21-goldman-tigara.csv obsahuje osteometrické tidaje o délce stehenni kosti (v mm) a
acetabularni vysce (v mm) z pravé a levé strany u muZi a Zen z aljagské populace z kmene Tigara.
Data pochazi ze souboru dokumentovanych skeletli (Goldman, 2006).

Popis proménnych v datasetu:

Pf¥iklad 6.1. Bodové odhady parametri i a o
Na&téte datovy soubor 21-goldman-tigara.csv. Necht ndahodna veli¢gina X popisuje délku stehenni

sex ...pohlavi jedince (m - muz, f - Zena);

pop ...populace (Tigara = aljadskd populace z kmene Tigara);
femur.LR ... délka stehenni kosti z pravé strany (v mm);
femur.LL ...délka stehenni kosti z levé strany (v mm);
acetab.HR ... acetabuladrni vy¥ka z pravé strany (v mm);

acetab.HL ...acetabuldrni vy3ka z levé strany (v mm).

2 normalniho rozdéleni

kosti (v mm) z pravé strany u muzi z kmene Tigara. Za p¥edpokladu, Ze ndahodna veli¢ina X ~
N(u, o2), stanovte nestranny (bodovy) odhad (a) stfedni hodnoty 1; (b) rozptylu o; (c) sm&rodatné
odchylky o; (d) koeficientu variace. V3echny vypot&itané hodnoty ¥adné& interpretujte.

Reseni p¥ikladu 6.1
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T el
N = O

data <- read.delim(...) # nacteni datoveho souboru

data.M <- datal..., ...] # vyber sloupcu femur.LR a acetab.HR pro muze z kmene Tigara
data.M <- na.omit(...) # odstraneni NA udaju

femur .LR <- data.M$... # vyber sloupce femur.LR z tabulky data.M

acetab.HR <- data.M$... # vyber sloupce acetab.HR z tabulky data.M

n <- length(...) # pocet udaju o delce stehenni kosti u muzu z kmene Tigara

m.LR <- mean() # bodovy odhad stredni hodnoty mu
s2.LR <- var() # bodovy odhad rozptylu sigma”2

s.LR <- sd() # bodovy odhad sm. odchylky sigma
v.LR <- ... # bodovy odhad koef. variace sigma / mu
tab <- data.frame(...) # souhrnna tabulka vysledku

m s2 s v 13
1 427.9 539.17 23.22 0.05b 14
Interpretace vysledkii: Nestranny odhad stfedni hodnoty p je ...l mm. Nestranny
odhad rozptylu o (resp. sm&rodatné odchylky &) je ....ccccooevvenenni... mm? (resp.
........................ mm). Nestranny odhad koeficientu variace je ........................ . Délka stehennf
kosti z pravé strany u muzli z kmene Tigara se pohybuje okolo hodnoty ........................ mm se
smérodatnou odchylkou ........................ mm. Smérodatnd odchylka pFedstavuje ........................ %

aritmetického priméru.
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Ptiklad 6.2. Bodové odhady parametrii ;# a £ normalniho rozdéleni

Nac&téte datovy soubor 21-goldman-tigara.csv. Necht ndhodna veli¢ina X popisuje délku stehenni
kosti (v mm) z pravé strany a ndhodnad veli¢ina Y popisuje acetabuldrni vysku (v mm) z pravé strany
u mu¥i z kmene Tigara. Za ptedpokladu, ¥e ndhodny vektor (X, Y) ~ No(u, X), stanovte (a)
nestranny (bodovy) odhad vektoru stfednich hodnot p; (b) nestranny (bodovy) odhad kovariance
o12; (c) asymptoticky nestranny (bodovy) odhad korelaéniho koeficientu p; (d) nestranny (bodovy)
odhad varianéni matice .

Reseni pt¥ikladu 6.2

m.HR <- ... # bodovy odhad stredni hdonoty

s2.HR <- ... # bodovy odhad rozptylu sigma”2

s.HR <- ... # bodovy odhad sm. odchylky

s12 <- cov(..., ...) # bodovy odhad kovariance sigmal2

r1i2 <- cor(..., ...) # bodovy odhad korel. koef. rho

s12 <- ... # bodovy odhad kovariance sigmal2 (prepis vzorce)
rl2 <- ... # bodovy odhad korel. koef. rho (prepis vzorce)

tab <- data.frame(...) # souhrnna tabulka vysledku

m.LR m.HR s2.LR s2.HR s.LR s.HR sl12 ri2
1 427.9 51.93 539.17 9.77 23.22 3.13 42.11 0.58

23
24

6/ 14



m.LR m.HR s2.LR s2.HR s.LR s.HR sl12 ri2
1 427.9 51.93 539.17 9.77 23.22 3.13 42.11 0.58

Interpretace vysledkii: Nestranny odhad vektoru st¥ednich hodnot gt =(........oeeene... L e )7
mm. Nestranny odhad kovariance 12 je ....cooviiiiiiiiiiinene. . Asymptoticky nestranny odhad ko-
2
relaéniho koeficientu pje ... . Nestranny odhad varianéni matice & = (5112 Z122>
2
. . <512 512> 2 2 2 _ 2 —
je matice 5 ), kde s7 = MM, S5 = i mm< a s;p =
S12 Sy
F125152 = tiiirieiiieiieieeaeiann, . Délka stehenni kosti z pravé strany muzl z kmene Tigara se pohy-
buje okolo hodnoty ........................... mm se smérodatnou odchylkou ........................L. mm. Ace-
tabuldrni vyska z pravé strany se pohybuje okolo hodnoty ........................... mm se smérodatnou
odchylkou ....................l mm. Mezi délkou stehenni kosti a acetabuldrni vy$kou z pravé strany
EXISEUJE oviniriiiiiii e, R0 ] o =1 T PP zavislosti

(ﬁQZZ ...................... )

25
26
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Dataset: 21-goldman-shells.csv

Datovy soubor 21-goldman-shells.csv obsahuje osteometrické tdaje o délce ky&elni kosti z pravé a
levé strany u muZil a Zen ze t¥i japonskych populaci(Tsugumo Shell Mound, Yoshigo Shell Mound
a Yasaki Shell Mound). Data pochazi ze souboru dokumentovanych skeleti (Goldman, 2006).

Popis proménnych v datasetu:
e sex ...pohlavi jedince (m - muz, f - Zena);

® pop ...populace (tsg = Tsugumo Shell Mound, yos = Yoshigo Shell Mound, yas = Yasaki
Shell Mound);

e iblade.LR ...délka ky&elni kosti z pravé strany (v mm);

e iblade.LL ...délka ky&elni kosti z levé strany (v mm).

Pt¥iklad 6.3. Dvouvybérové statistiky

Nactéte datovy soubor 21-goldman-shells.csv. Vypodlitejte vaZeny primér vybérovych rozptyli délek
ky&elnich kosti z levé strany u muzi (a) z populaci Yoshigo Shell Mound a Yasaki Shell Mound; (b)
ze vSech tfi uvedenych populaci.

Reseni p¥ikladu 6.3
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nacteni datoveho souboru

vyber sloupce iblade.LL pro muze z pop. Tsugumo s.m.
ib.Yo <- datal..., vyber sloupce iblade.LL pro muze z pop. Yoshigo s.m.
ib.Ya <- datal..., ...] # vyber sloupce iblade.LL pro muze z pop. Yasaki s.m.
ib.Tg <- na.omit(...) # odstraneni NA hodnot z vektoru ib.Tg

ib.Yo <- ... # odstraneni NA hodnot z vektoru ib.Yo

ib.Ya <- ... # odstraneni NA hodnot z vektoru ib.Ya

data <- read.delim(...)
ib.Tg <- datal..., ...l
]

*+ B

n.Tg <- length(...) # pocet hodnot delek kycelnich kosti (Tsugumo s.m.)
n.Yo <- ... # pocet hodnot delek kycelnich kosti (Yoshigo s.m.)
n.Ya <- ... # pocet hodnot delek kycelnich kosti (Yasaki s.m.)

s2.Tg <- var(...) # odhad rozptylu sigma”2 (Tsugumo s.m.)

s2.Yo <- ... # odhad rozptylu sigma"2 (Yoshigo s.m.)

s2.Ya <- ... # odhad rozptylu sigma”2 (Yasaki s.m.)

sh.YoYa <- ... # (a) vazeny prumer vyb. rozptylu dvou pop. (prepis vzorce)
sh.TgYoYa <- ... # (b) vazeny prumer vyb. rozptylu tri pop. (prepis vzorce)
tab <- data.frame(...) # sumarizacni tabulka

sh.YoYa sh.TgYoYa
1 16.5 24.35

Interpretace vysledkii: Vazeny primér vybérovych rozptyli délek kyé&elnich kosti z levé strany

muzii z populaci Yoshigo Shell Mound a Yasaki Shell Mound s7,y., = .c.ccocoeveiinnnnnn. mm?.
VazZeny priimér vybérovych rozptylli délek ky&elnich kosti z levé strany muzi v3ech t¥i japonskych
populaci si T T mm?.

46
a7
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Intervalové odhady parametri

Necht « € (0, 1); koeficient o nazyvdme riziko; koeficient (1 — «) nazyvame spolehlivost
e Interval (D, H) ...100(1 — «)% oboustranny IS pro param. 6
e Interval (D, o0)...100(1 — «)% levostranny IS pro param. 6

e Interval (—oo, H)...100(1 — «)% pravostranny IS pro param. 6

Tvary intervalii spolehlivosti pro X ~ N(u, 0°)
1. IS pro p, kdy# o zndme

a. Oboustranny: o o
d,h)=(m— —u;_, /o, m—
( ) =( nul /2

\/— %ua/2)

'\/ﬁ

NG

U, je o kvantil standardizovaného normalniho rozloZeni ...qgnorm(alpha,0,1).
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2.

IS pro i, kdyZ o neznidme

d.

Oboustranny: < s
(e, ) = (m = —=tizaaln = 1), m = —taa(n — 1)
L t y:
€vos ranny (d, oo) f— (m — %fl—a(” T 1)’ OO)
Pravostranny:

(—mngpﬁ%m—i%%m—1n

VN

to(n — 1) je a kvantil studentova rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti

pro o2, kdy? [ nezname

. Oboustranny: > 5
Y (d. h) = ( (n—1)s (n—1)s )

X%—a/2(n o 1)’ Xi/z(n o 1)

Levostranny: 5
—1
(d, oo):( (n=1)s )

,OO
x:i_,(n—1)

Pravostranny: 2
—1

(—co.h) = [ —co. (2 )s

Xo (n —1)

...qt(alpha, n-1).

x5, (n — 1) je o kvantil x* rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti. . . qchisq(alpha,n-1).

pro o2, kdy? p zndme

e existuje, ale neprobirame ho, nebot neni p¥ili§ vyuZitelny v praxi
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Tvary intervali spolehlivosti pro X ~ Alt(p)

a. Oboustranny:

(0. 1) = (B trayoy/BL = PI/N s B tayo/BL— PN ).

b. Levostranny:

(d.00) = (5= w—ar/BA—P)/N 5 o).

c. Pravostranny:

(—o0,8) = (o0 i = uay/B1—PI/N ).

Uy je « kvantil standardizovaného normdlniho rozloZeni ...qgnorm(alpha,0,1).

Pt¥iklad 6.4. Intervalové odhady parametrii normalniho rozdéleni

Nac&téte datovy soubor 21-goldman-tigara.csv. Necht nidhodnd veligina X popisuje délku stehenni
kosti (v mm) z pravé strany u muzi z kmene Tigara. Za pfedpokladu, Ze ndhodna veli¢ina X ~
N(u, o?), stanovte (a) 95% intervalovy odhad stfedni hodnoty p; (c) 99% levostranny intervalovy
odhad rozptylu o%; (c) 90% pravostranny intervalovy odhad sm&rodatné odchylky o.

Reseni piikladu 6.4.
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alpha <- ... # koeficient alpha pro (a)

dh.mu <- # dolni hranice 95% IS pro par. mu (prepis vzorce)

hh.mu <- ... # horni hranice 95% IS pro par. mu (prepis vzorce)

alpha <- ... # koeficient alpha pro (b)

D.sig2 <- ... # dolni hranice 99% levostr. IS pro par. sigma“2 (prepis vzorce)
alpha <- ... # koeficient alpha pro (c)

H.sig2 <-... # horni hranice 90% pravostr. IS pro par. sigma”2 (prepis vzorce)
H.sig <- sqrt(...) # odmocneni h. hranice pro sigma”2 -> h. hranice pro sigma

tab <- data.frame(...) # souhrnna tabulka vysledku

dh.mu hh.mu D.mu H.sig 59
1 418.09 437.7 297.83 28.9 60

Interpretace vysledki: 95% empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu ¢ ma tvar

................................. . To znamen3d, ze ......c.ccovcvveveee. < 4 < wovvevvivenienennn.. s pravdépodobnosti
95 %. V 95 pfipadech ze sta bude stfedni hodnota délky stehenni kosti z pravé strany u muZi z
kmene Tigara nabyvat hodnoty z intervalu ................................. mm.

99% levostranny empiricky interval spolehlivosti pro rozptyl o® m4 tvar

........................................... . TO Znamena, 2€ 02 > oo S
pravdépodobnosti 99 %. V 99 p¥ipadech ze sta bude rozptyl délky stehenni kosti z pravé strany u
muz z kmene Tigara v&tSi / mensi nez ..........o.civviiiiinnnn, mm?.

90% pravostranny empiricky interval spolehlivosti pro sm&rodatnou odchylku & ma tvar

........................................... . To znamena, Ze 0 < cvvvieiii e S
pravd&podobnosti 90 %. V 90 p¥ipadech ze sta bude sm&rodatnd odchylka délky stehenni kosti z
pravé strany u muzid z kmene Tigara v&tSi / mensi nez ..........cccoeiiiiiviiiiieiinine mm.
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Priklad 6.5. Bodovy a intervalovy odhad parametru p alternativniho rozdéleni

Nactéte datovy soubor 17-anova-newborns-2.txt. Mé&me nahodnou veli¢inu X popisujici Zenské po-
hlavi novorozencii. Za p¥edpokladu, Ze ndhodna veli¢ina X ~ Alt(p), kde p je pravdépodobnost
narozeni hol&i¢ky, stanovte (a) bodovy odhad parametru p; (b) 95% intervalovy odhad parametru

p.

Reseni p¥ikladu 6.5

data <- read.delim(...) # nacteni datoveho souboru
data <- na.omit(...) # odstraneni NA hodnot
sex <- ... # vyber sloupce sex.C z datove tabulky
N <- length(...) # pocet udaju o pohlavi
p <- ... # bodovy odhad parametru p
alpha <- ... # koeficient alpha
dh.p <- ... # dolni hranice 95% IS pro parametr p (prepis vzorce)
hh.p <-... # horni hranice 95% IS pro parametr p (prepis vzorce)
tab <- data.frame(...) # sumarizacni tabulka vysledku
p dh.p hh.p 70
1 0.4794 0.453 0.5057 71

Interpretace vysledki: Bodovy odhad pravdé&podobnosti narozeni hol€i¢ky je ...l :

K narozeni hol&i¢ky dojde s pravdépodobnosti ......................... %. 95% empiricky IS pro
pravdépodobnost narozeni holicky p ma tvar ..............ooooiiinn . To znamena3, Ze
..................... < p < iiiiiiienineannn... s pravdépodobnosti 95 %. Pravdépodobnost narozeni hol&i¢ky
se pohybuje v rozmezi ..................... o — e % s pravdépodobnosti 95 %.
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