Determinanty

a1 012 -+ Q1n

a1 022 -+ 0
A =

an1 an e 0nn

n

|A] = detA = Z (-1)" Hai,o(i)7

cETy i=1
kde Xy je mnozina vSech permutaci mnoziny {1,2,...,n},
tj. mnozina bijekci N — N;
(o) je potet inverzi v permutaci o.

Priklad:

a1 012 013
det | @21 G2 @23 | = 411022033 —011023032+0130210352 — 013022031 +012023031 — 012021033
azy 03 033
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Véta o rozvoji determinantu (Laplace):
detA=> (—1)YaydetA; = (—1)"a;det Ay,
j=1 i=1

kdei,je {1,2,...,n} je libovolny index,

a1 a12 o ay,j—1 a1,j+1 a1,j+2 co A1n

ay a2 s azj—1 2 ,j+1 2,j+2 ce an
A — aj—11  Gi—1,2 ce q—1,j—1  G—1,j41  Gi—1j42 c Gi—1,n
Y Git1,1 Git1,2 T Gi41,j—1 Git1,j+1 Git1,j42 co Qjt1,n
Gi42,1 Git2,2 s Git2,j—1 042 ,j+1 0i42,j+2 s Git2,n

an1 an2 ce an,j—1 an,j+1 an,j+2 c ann

je matice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého
sloupce.

Priklad:

ain du an apn a1 03 a1 022
det | a1 a2 a3 | = agqdet 3 —aq; det +aq3 det
azy;  dzz asz1 033 aszy 03
azy 0z 433
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Vlastnosti determinantu

aij, 1'7'é k
Cdyz, jinak’
tj. matice B vznikne z matice A vynasobenim k-tého radku Cislem c.
Pak det B = cdet A.
k=1 n n
DidetA= 3 (-1)7() (l:[1 ai,a(/‘)) Ay, (k) < I1 ai,a(/‘)) =c > (-7 _ljiai,a(i)

o€y i=k+1 oETy

1. Necht b; =

2. Necht jeden rfadek v matici A je nulovy. Pak detA = 0.
D.: To je specialni pfipad pfedchoziho tvrzenis ¢ =0

3. Necht pro v8echny indexy j a néjaké dva indexy i, k je a; = ay;, tj.
v matici A jsou dva rfadky shodné. Pak detA = 0.

D.: Necht ay; = a;; pro k < r. Pak soucet n! s¢itancli definujicich determinant lze rozepsat jako soucet
1n! dvojic s¢itancd

n n
)™ 7] . o(i) + )™ T] aj,5(/)-
i—1 i1

PFitom permutace

(1 2 k r n) . (1 2 k r ,—,)
i i [ in i i [P in

se ziejmé LiSi o jednu inverzi; s¢itanci tedy maji stejnou absolutni hodnotu a LiSi se znaménkem.
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Vlastnosti determinantu - pokraovani

4. Necht ay = bi + cix, bj = aj a ¢j = a; pro j # k. Pak detA = det B+ det C, tj.

aiy a12 s G1n
a1 a2 s G2n
k—1,1 ag—1,2 Ok—1,n
det | bgr + k1 by + 2 cee bgn + Ckn | =
Tk+1,1 Ak+1,2 T Ak+1,n
Ok+2,1 Ok+2,2 T Ok+2,n
an1 an2 s Gnn
a1 a12 o G1n a1 a12 s a1n
an a2 o Gan an a22 s a2n
O—1,1  Ok—1,2 Gk—1,n O—1,1  OGk—12 Ok—1,n
=det | by bia e bgy | +det | %) e Ckn
Ok+1,1 Ok+1,2 ce Ok+1,n Ok+1,1 Ok+1,2 T Ok+1,n
Ok+2,1 Gk+2,2 co k42, Ak+2,1 Ak+2,2 o Gk+2,n
an1 an2 c ann an1 an2 ce ann

k—1 n
DidetA= > (—~1)™() <H ai,a(/’)) (b, o () + K, (k)) < 11 a/’,a(i)) =
i-1

oery i=ki1
-1 n k-1 n
=3 (- (H af,a(i)> by, (k) ( 1T ai,o(i)>+ > ()™ (H "f,a(i)> ko () < II ”i,a(/'))
oery i1 ikl sery i1 i=kr1
477
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Vlastnosti determinantu - pokraovani

5. Necht

aj, ik,

by = )
ay+ca, i=k

pro néjaké indexy k # p, tj. matice B vznikla z matice A pfi¢tenim
c-nasobku p-tého radku ke k-tému radku. Pak det B = det A.

D.: Pfimo plyne z tvrzeni 1., 3. a 4.

6. Necht
ag, p 75 l7é k»
b,'/' = g 4y, i=k
Aijs i=r

pro néjaké indexy k # p, tj. matice B vznikla z matice A pfehozenim

r-tého a k-tého radku. Pak det B = — det A.

D.:detA= Y (—1)"<”) ]ﬂ[ G (i), det B =3 (—1)"(5) ]ﬂ[ a; 5(j) @ permutace o, & se lidi ,0 jednu
cETy i=1 GEXN i=1

inverzi®, viz diikaz tvrzeni 3. V souctech se tedy vyskytuji s¢itanci se stejnou absolutni hodnotou a

opacnymi znaménky.
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Vlastnosti determinantu - pokraovani

n
7. Je-li matice A trojuhelnikova, pak detA = [] a;.
i=1
8. detA =detA".

D.: Cleny determinantu matice A jsou (71)50,-','1 2,y ** * An,ip> kde s je pocet inverzi v permutaci

1 2 ... n
i1 iZ Tt iﬂ :

Cleny determinantu matice A” jsou (—1)’0,-,,1 iy ** * An,ip» kde t je pocet inverzi v permutaci

iy iy e p
1 2 n ‘

Avsak evidentné je s = t.

Tvrzeni 3., 5., 6. a 7. poskytuji efektivni metodu vypoctu determinantu.

Z tvrzeni 8. plyne, ze plati analogicka tvrzeni pro sloupce.

Z.Pospisil « MIN101 - 18. fijna 2022



Vlastnosti determinantu - pokraovani

Cauchyova véta: det(A - B) = det A - det B.
D.:

.
H:(EE 2), detH = detB' - detA = detA - detB.
Polozime
n
ki = hy;, Kipej = hingj + > aphpp  proi=1,2,...,2n,j=1,2,...,n.

p=1

Pak je det K = det H, nebot ke sloupci matice jsme pficitali kone¢né mnozstvi nasobku jinych sloupcd.

Daleproi < nje
n n
Kineg =0+ D aiphpp = > ajpby

p=1 p=1
aproi>nje

n

Kinaj = by — > ajpdjp = aj — a5 = 0.
p=1

Tedy

_(B" A-B _ .
Kf(_E o)’ det K = det(A - B).
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