
4. domáćı úkol – MIN101 – podzim 2021 – odevzdat do 29.11.2021

V prostoru R4 uvažme vektory

v1 = (1,−1, 0, 0), v2 = (1, 1, 2, 2), v3 = (1, 1, 1,−1), v4 = (2, 2,−1,−1)

a lineárńı zobrazeńı ϕ : R4 → R4, které splňuje

ϕ(v1) = v2, ϕ(v2) = v3, ϕ(v3) = v4, ϕ(v4) = v1.

(a) Určete vlastńı č́ısla a vektory zobrazeńı ϕ. Dále napǐste R4 jako př́ımý součet vlastńıch
podprostor̊u dimenze nejvýše 2.

(b) Určete vlastńı č́ısla a vektory zobrazeńı ϕ2 = ϕ◦ϕ. Dále zobrazeńı ϕ2 popǐste geometricky.

(c) Určete obraz ϕ222(v1).

Geometrickým popisem rozumı́me popis pomoćı vlastnost́ı, které využ́ıvaj́ı pojmy jako jsou př́ımky,
roviny, vektorové podprostory a dále, symetrie, kolmé projekce, rotace apod.

Řešeńı:

(a) Př́ımo z zadáńı zobrazeńı ϕ lehce uhodneme, že u1 := v1 + v2 + v3 + v4 je vlastńı vektor s
vlastńım č́ıslem 1 a u2 := v1−v2 +v3−v4 je vlastńı vektor s vlastńım č́ıslem −1. Obecněji,
v bázi α = (v1, v2, v3, v4) máme

(ϕ)α,α =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .

U této (ortogonálńı) matice lehce spočteme vlastńı č́ısla ±1 a ±i a najdeme vlastńı vektory
(u1)α = (1, 1, 1, 1) a (u2)α = (1,−1, 1,−1); daľśı jednorozměrné vlastńı podprostory zob-
razeńı ϕ nemá. Lze určit komplexńı vlastńı vektory pro ±i a následně naj́ıt reálnou bázi
tohoto dvourozměrného podprostoru. Alternativně lze využ́ıt ortogonality matice (ϕ)α,α
a použ́ıt ortogonálńı doplněk k vektor̊um (1, 1, 1, 1) a (1,−1, 1,−1). Tento je generovaný
např. vektory

(1, 0,−1, 0) =: (u3)α a (0, 1, 0,−1) =: (u4)α,

tj. u3 = v1 − v3 a u4 = v2 − v4. Tedy

R4 = 〈v1 + v2 + v3 + v4〉 ⊕ 〈v1 − v2 + v3 − v4〉 ⊕ 〈v1 − v3, v2 − v4〉.

(b) Rovnou vid́ıme, že ϕ2 má vlastńı vektory w1 = v1 + v3 a w2 = v2 + v4 s vlastńım č́ıslem 1
a vlastńı vektory w3 = v1 − v3 a w4 = v2 − v4 s vlastńım č́ıslem −1. Alternativně lze zač́ıt
s matićı

(ϕ2)α,α =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 .



a naj́ıt jej́ı vlastńı vektory

(1, 0, 1, 0) = (w1)α, (0, 1, 0, 1) = (w2)α, (1, 0,−1, 0) = (w3)α, (0, 1, 0,−1) = (w4)α.

Zobrazeńı ϕ2 je tedy symetríı podle dvourozměrého podprostoru 〈w1, w2〉.

(c) Z předchoźıho vid́ıme, že v1 = 1
2
(w1 + w3). Tedy

ϕ222(v1) = ϕ222(1
2
(w1 + w3)) = 1

2

[
(ϕ2)111(w1) + (ϕ2)111(w3)] = 1

2

[
w1 − w3] = v3.


