6. Nejistota

E3101 Uvod do matematického modelovani
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Neurcitost v matematickém modelovani

O

* Neurcitost chapeme jako vlastnost systému, ktery nelze presnée
matematicky popsat nebo kdy matematicky popis neumoznuje
dostatecné presné predikovat jeho budouci chovani.

e Zdrojem neurcitosti je nedostatek informaci. Informace, ze
kterych pri tvorbé modelu vychazime, mohou byt nekompletni,
vzajemneé si odporujici, nespolehlivé, vagni nebo jinak
nedostacujici.

* Neurcitost lze rozdelit do nasledujicich kategorii:

neurcitost v matematickém popisu modelu,
Neurcitost v datech,

neurcitost v aplikaci modelu.
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* Neurcitost v matematickéem popisu modelu je vysledkem nedostatecné
znalosti chovani modelovaného systému, neuplnych exaktnich dat, Ci
zjednoduseni, které bylo nutné provést pro matematicky popis.

Také byva oznacovana jako strukturalni (konstrukéni) chyba, konceptualni
chyba, neurcitost v konceptudlnim modelu, nebo chyba/neuréitost modelu

* Neurcitost v datech je zpusobena chybami méreni, nepresnosti analytickych
metod a omezenym mnozstvim vzorkU pFi sbéru a zachazenim s daty.
Datovou neurcitost nékdy nazyvame odstranitelnou neurcitosti, nebot je
mozné ji dalSim studiem (mérenim) minimalizovat. Specidlné pro tento druh
neurcitosti pouzivame v cestiné termin nejistota.

* Neurcitost v aplikaci modelu vyjadfuje neurcitost (chybu), ktera vznikne
pouzitim modelu. V tomto pripadé se jedna zejména o reseni matematickych
rovnic popisujicich model pomoci nastroji ICT. Typicky jde o chybi v
numerické reprezentaci, pri vyuziti pribliznych feseni apod.
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Modelovani nejistoty (neurcitosti) a rizika

O

* Analyza neurcitosti (nejistoty ) je proces kvantifikace nejistoty
na vystupu modelu v zavislosti na nejistotach jak vstupu modelu,
tak samotné struktury modelu. Uplatniuje se vice technik, napt.
intervalova aritmetika, fuzzy techniky, pravdépodobnostni
analyza.

* Analyza citlivosti predpoklada, ze nekteré informace jsou
nahodné veliciny, nebo ze nékteré procesy jsou popsany
nahodnymi funkcemi.

Lokalni analyza citlivosti se zabyva citlivosti vystupu na
zmeéeny kazdého ze vstupl samostatné. Obvykle jde o
parcialni derivaci modelu (pokud Ize analyticky zjistit).

Globalni analyza citlivosti se zabyva celkovou citlivosti
modelu na zmény vstupl v ramci mnoziny vSech variant

vstupd.
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Modelovani nejistoty (neurcitosti) a rizika




o Urceni vstupnich parametru modelu, které nezname,
pri znalosti vystupnich hodnot (namérenych dat).

e Nazyva se inverzni, protoze zname vysledek
modelovaného procesu, ale nezname pocatecni stav.

* Opakem je dopredny problém, kdy zname vstupy
(parametry) a chceme zjistit vystupy (data).

e Data byvaji zatizena chybami, které mohou ztézovat
uréeni parametrd modelu.

* Inverzni problémy jsou typicky Spatné postulované (ill-
posed).
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e Uvazujme diskrétni stochasticky model z prvniho
domaciho ukolu.

» Budeme znat pouze pocty jedincl v prvnich deseti
generacich a mame odvodit pravdépodobnost se kterou
se za casovou jednotku jedinec rozmnozi (pg-pp)-

* Provedte vypocet v R vCetne stanoveni 95% intervalu
spolehlivosti pro odhad koeficientu rustu r.
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Dobtre/sSpatné postulovany problém

O

Well posed x Ill posed problems.

Rikdme, Ze problém je dob¥e postulovany pokud splfiuje
Hadamardovu definici (3 podminky):

existuje reseni problému;

toto reseni je jednoznacné;
vlastnosti reseni se méni spojité se vstupnimi parametry.

Inverzni problémy jsou typicky Spatné postulované, mohou trpét
numerickou nestabilitou diky diskretizaci, nepresnosti v datech
apod.

| kdyZ je problém dobre postulovany, muze byt stale Spatné
podminény.
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Well conditioned x Ill conditioned problems.

Za dobre podminény problém povazujeme problém s nizkou
podminénosti (Cislem podminénosti), za Spatné podminény
problém povazujeme problém s vysokou podminénosti.

Podminénost udava, jak moc zavisi zmény modelovych vystupl
na (malych) zménach modelovych vstupd.

Podminénost je mirou citlivosti modelu na chyby ve vstupnich
hodnotach.

Podminénost (Cislo podminénosti) je definovana jako maximalni
pomeér relativni chyby vystupu a vstupu modelu.
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* Vystupy modelu se obvykle mirné lisSi od popisované reality (diky
numerické reprezentaci, tj. zaokrouhleni a nepfesnostem reseni).
Chybu vystupt nazyvame dopiedna chyba (forward error).

e Odchylka na vstupu modelu, ktera odpovida dopredné chybé
vystupl se nazyva zpétna chyba (backward error).

* Model nazveme zpétné stabilnim (backward stable), pokud ma
malou zpétnou chybu (obvykle se udava jako relativni vuci
vstupni hodnoté):

‘Ax
X

» ,Mala” chyba obvykle znamena, ze je zhruba stejného radu jako
zaokrouhleni vstupnich hodnot.
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Dopredna a zpétna stabilita

vstupni data
zatizena
chybou

vstupni data
modelu

numericky
model

reseni s
chybou

dopredna
chyba

reseni
modelu




¢ Condition number.

» Cislo podminénosti je vlastnosti matematického fedeni, ne jeho
(zaokrouhlovaci) chyby.

¢ Jde o maximalni pomér relativni zpétné chyby vici relativni
dopredné chybé:
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Vyuzijte spojity deterministicky model se zahrnutim uUzivnosti
prostredi (hodnotu UzZivnosti zvolte dle vlastniho uvazeni tak, aby
K> 0).

Generujte nahodné koeficient porodnosti p; a koeficient
umrtnosti p, jako normalné (gaussovsky) rozdélené nahodné
veliciny se stredy v hodnotach 0,35 a 0,25 a smérodatnou
odchylkou 0,05.

Provedte 10 000 simulaci s pocatecni hodnotou N, = 100 jedincu.

Vykreslete histogram vysledného poctu jedincl v populaci po 10
generacich.

Vykreslete ¢asovy vyvoj velikosti populace (vykreslete vsech
10 000 resSeni do jednoho grafu, Ize vyuzit prihlednych car).
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