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Predmluva

Publikace ,, Uvod do matematického modelovani s vyuzitim R je vlastné druhym, zasadné
aktualizovanym vydanim puvodniho textu ,,Ijvod do matematického modelovani s vyuzitim
MAPLE“, ktery vznikl v roce 2010 v souvislosti s feSenim projektu ESF ¢. CZ.1.07/2.2.00/07.0318
L, VICEOBOROVA INOVACE STUDIA MATEMATICKE BIOLOGIE*. Ten si kladl za cil
inovovat napln a provazanost predmétu z kmenového souboru predmétu oboru ,, Matema-
ticka biologie®, studijniho programu ,,Biologie “ Prirodovédecké fakulty MU, garantovaného
dvéma vyzkumnymi institucemi Masarykovy univerzity — Institutem biostatistiky a analyz
Lékaiské fakulty MU a centrem RECETOX Piirodovédecké fakulty MU.

Oproti koncepci difve pouzivaného uéebniho textu: ,, Jird Hiebicek, Michal Skrdla: Uvod
do matematického modelovani* zaméreného spise na obecné metody matematického mode-
lovani, je predkladand monografie orientovana smérem k praktickému feSeni biologickych
modelu pomoci systému pro statistické vypocty a grafiku R, véetné teseni problematiky
neurcitosti a citlivosti parametru modelu.

Publikace prinasi vhodné postupy a metody pro feseni vybranych biologickych modeli.
Je mozné ji vyuzivat ve studiu matematického modelovani dvéma zpusoby. Studentum, kteri
maji vétsi matematické a informatické znalosti (napriklad v oboru , Matematicka biologie“,
pripadné dalsich studijnich oboru a programu MU) bude pomdhat v tom, jak pouzivat a
vytvaret modely v systému R. K tomu jim budou slouzit vSechny kapitoly publikace. U stu-
dentu s méné pokroc¢ilymi matematickymi a informatickymi védomostmi (typicky studenti
dalsich biologickych ¢i zdravotnickych obort, piipadné dalsich programti MU) nebude tieba
studovat kapitolu popisuji systém R. Bude jim stacit nastudovat demonstrativni praktické
priklady k lepsimu pochopeni metodiky matematického modelovani.

Vytvoreny text pomuze zkvalitnit vyuku jednoho z kmenovych predmétu oboru ,, Mate-
matickd biologie“ pomoci vybranych specialnich piiklada feSeni problémi matematického
modelovani, kde se vyuziva novych e-learningovych vlastnosti R. To umozni pouzivat tuto
publikaci rovnéz vysokoskolskym ucitelum ke zlepseni jejich pedagogické dovednosti pomoci
efektivniho vyuzivani systému R pfi vyuce feSeni ilustrativnich piikladi matematického
modelovani v biologii.
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1 Uvod do matematického modelovani

a jeho clenéni

Matematické modelovani proniklo do ruznych oboru prirodnich, technickych, ekono-

mickych i socidlnich véd a stalo se dulezitym nastrojem pii modelovani a simulacich systému,
analyzach a predvidani ruznych procesiu, jevu, chovani druhu a stavi spolecenstev apod.
V dalsim textu se zaméiime na matematické modelovani systémi, kde systémy budeme
chapat jako urcité abstrakce realného svéta (objektivni reality), které si lidé vytvareji v pro-
cesu jeho poznéni. Jako systém budeme zjednodusené uvazovat (nésledujici vycet je neiplny)
napr.:

a)

Proces, komplex procesi, (napf. pohyb kyvadla, tok elektrického proudu v obvodu, roz-
mnozovani bunék a organismu, apod.), jimz rozumime zakonité, na sebe navazujici a
vnitiné propojené zmény néjakého objektu. Proces lze casto ¢iselné vyjadrit casovym
prubéhem néjaké hodnoty, resp. skupin hodnot. Muzeme davat prednost obecnéjsimu
vyjadreni, kde misto Cisel vystupuji prvky néjaké mnoziny. Pak systémem nazyvame
kazdy objekt (konkrétni nebo abstraktni), jenz vstupnimu procesu urcitého typu pfitazuje
vystupni proces téhoz nebo jiného typu. Toto pritazeni, které popisuje reakce vystupu
na vstupy, se nazyva chovanim systému, a proto se tato definice nazyva behavioristickad
(behaviour - angl. chovani). Misto slova , pfifazeni* casto pouzivame i slovo ,transfor-

transformuje vstupni procesy na vystupni, tj. pretvaii je.

Takovy objekt (prirozeny ¢i umeély), ktery v kazdém casovém okamziku mé na vstupu
néjaky vstupni prvek, na vystupu néjaky vystupni prvek a kromeé toho je vzdy v néjakém
vnitinim stavu, pricemz jsou dany jednoznacné zavislosti

e stavajiciho vystupniho prvku na stavajicim stavu a vstupnim prvku,

e nasledujiciho stavu na stavajicim stavu a vstupnim prvku.

Tato definice se nazyva stavovd a je ekvivalentni s prvni definici, tj. kazdy objekt vyho-
vujici definici prvni vyhovuje i definici druhé a naopak.

Soubor néjakych prvki a vazeb mezi nimi, napt. souziti dravce a jeho kofisti; vyroba
jetabu s predepsanou nosnosti, minimalizace spotteby vozidla na danou vzdalenost apod.
S pouzivanim této definice vSak nastavaji urcité potize. Neni snadné interpretovat slovo
,vazba“, a ne kazdy objekt, ktery lze intuitivné zcela zfejmé povazovat za systém, je
komponovan z nékolika jasné odlisitelnych prvku.

Soubor informacnich, regulacnich a Tidicich ¢innosti vztahujicich se k a) — ¢), napt.:
informacni systém, tidici systém, komunikacni systém, regulacni systém.

Abstraktni myslenkovou konstrukci, vyrokovou konstrukci, konstrukci matematickych
vyrazu apod. zavadéném na a) — d).



f) Abstraktni myslenkovou konstrukei atd. vytvarenou bez piimého vztahu k a) — d).
Pouziti matematického modelu systému prinasi radu vyhod:

e Umoznuje zjistit informace o chovani systému, i kdyz ze skutec¢ného systému je to ne-
mozné nebo obtizné.

e Urychluje proces poznani objektivni reality. Procesy, které ve skutecném systému
probihaji pozvolna a dlouhodobé, 1ze pomoci modelu sledovat zrychlené béhem simu-
lace (vypoctu), kterd zavisi na pouzité informaéni a komunika¢ni technologii (ICT).

e Usnadnuje a racionalizuje proces poznani. Matematicky model systému dava pte-
hlednd, stru¢na zobrazeni objektivni reality a umoznuje postup pii feseni problému
podle potieby uzivatele. Modely vnéseji nové poznani do naseho mysleni.

e Umoznuje variantni feSeni, tj. simulaci a propocet celé fady variant moznych vysledku
feseni.

e Identifikuje vznik chybného poznani objektivni reality (na rozdil od experimentu v
redlném systému).

Modelovani byvé vétsinou pojiméno jako transdisciplindrni ¢innost, nebot se na ném
mohou podilet poznatky z matematiky a fyziky, teorie systému, teorie pravdépodobnosti,
informatiky, kybernetiky ¢i kognitivnich véd, opera¢niho vyzkumu a jinych. Matematické
modelovani ziskava v poslednich letech velky vyznam v praxi, ale také ve vyuce studentu
na vysokych skolach prirodovédného, technického i ekonomického zameéreni. Do matema-
tického modelovani, stejné jako i do jinych odvétvi védy, proniklo jiz od Sedesatych let
minulého stolet{ vyuziti informacnich a komunika¢nich technologii (ICT). Nynfi si bez je-
jich vyuziti neumime matematické modelovani ptredstavit. Pozadavky na tyto pocitacové
aplikace — symbolické a numerické vypocty, na jejich vysokou pfesnost, vizualizaci a inter-
aktivni komunikaci s feSitelem atd. — vedly k vytvoreni komplexnich aplika¢nich programu
jako jsou napt. komercni programy: Matlab od firmy Mathworks InCE], Maple od Maplesoft
IncP, MathCAD od MathSoft Incf, Mathematica od Wolfram Reasearch, Inc[f, MuPADf]
vyvinuty univerzitou Paderhorne a firmou SciFace Software GmbH a pozdéji zaclenény do
Matlabu atd.

Z volné piistupnych (open source) programu zmifime napf. programy: MAXIMA pro
symbolické vypoétyfj, OCTAVE pro numerické vypoctyl, programovaci jazyk Pythonf|a R
pro statistické Vypoétyﬂ Tyto aplikacni programy lze vyuzit v matematickém modelovani
béhem celého vyvojového procesu, tj. identifikace, analyzy, vyvoje, implementace, feSeni a
oveérovani, piipadné modifikace matematického modelu.

V soucasné dobé se pouzivaji nékteré vyse uvedené systémy (napi. R, Python, Maple,
Matlab a Mathematica) na vysokych skolach pro demonstraci probirané litky na cvicenich,
pripadné jsou vyuzivany studenty pti individualni priprave, analyze a feseni problému, které
jim zadavaji jejich ucitelé nebo vyplyvajicich z jejich zavéreénych praci.

1https://www.mathworks.com
’https://www.maplesoft.com
3https://www.mathcad.com
‘https://www.wolfram.com
Shttps://www.mathworks.com/discovery/mupad.html
Shttps://maxima.sourceforge.net
"https://octave.org/

Shttps://www.python.org
9nttps://www.r-project.org/


https://www.mathworks.com
https://www.maplesoft.com
https://www.mathcad.com
https://www.wolfram.com
https://www.mathworks.com/discovery/mupad.html
https://maxima.sourceforge.net
https://octave.org/
https://www.python.org
https://www.r-project.org/

Charakteristickym rysem inovace vyuky matematického modelovani ve studijnich pro-
gramech vysokych gkol v Ceské i Slovenské republice, Evropské unii a v zemich OECD se
v poslednich letech stalo pouzivani novych ICT (napf. Grid Computinﬂ Cloud Compu-
tingED v ramci budovani nového védniho oboru ,,Computational Science“ a ,,Mathematical
Modelling“ [7].

Cilem stale vice vysokych skol je ovsem zaradit do vyuky predmét seznamujici studenty s
praci ve vySe uvedenych systémech, na které maji zakoupenu licenci, a vyuzit jejich moznosti
pri navrhu, analyze, feSeni a testovani netrivialnich matematickych modelu. To je rovnéz
cilem této publikace, kde nejprve uvedeme, co je matematicky model a metodologie ma-
tematického modelovani. Na praktickych piikladech ukazeme vyuziti systému Maple pro
matematické modelovani.

Ptistup k matematickému modelovani s vyuzitim ICT lIze rozdélit do ,,black-box“ mode-
lovémF—_z], ,white-box“ modelovani a ,,shadow-box “ modelovani, podle toho, v jakém rozsahu
jsou predem znamy informace o systému a zpusobu jeho feSeni.

Black-box model je systém, o kterém neni zndma a priori informace. White-box model
je systém, kde jsou znamy vsechny pottebné informace. Prakticky vSechny znamé zpusoby
matematického modelovani s vyuzitim ICT nélezi mezi black-box a white-box feseni modelu.
Nedavno bylo zavedeno tzv. shadow-box modelovani, kdy uzivatel vyuzivd jako zakladni
black-box modelovani a muze si zvolit alternativné white-box modelovani pti feseni modelu
systému. Toto umoznuje pravé systém Maple, ktery je v tomto sméru nejvice rozvinut.

Obvykle je lepsi pouzivat co nejvice a priori informaci, pokud je to mozné, a vytvorit mno-
hem presnéjsi matematicky model systému. Tudiz white-box modely jsou obvykle povazovany
za vhodngjsi, protoze pokud se pouzily informace o systému spravné, pak model i jeho
feseni se budou chovat spravné. Casto je apriorni informace déna v podobé znalosti typu
funkei tykajici se jejich ruznych proménnych. Napiiklad, kdyz chceme vytvorit model, jak
1ék funguje v lidském organismu (systému), vime, ze obvykle mnozstvi 1éku v krvi v ¢ase
je exponencialné klesajici funkce. Vime vsak, ze jsou zde jesté dalsi neznamé parametry
urcujici, jak rychle se mnozstvi 1éku v krvi vstiebd, a jaké je puvodni mnozstvi 1éku v
krvi. Tento priklad tedy neni typu white-box model. Jeho parametry musi byt odhadnuty
prostiednictvim néjakych jinych lékaiskych metod, a teprve poté je mozné pouzit model s
exponencialné klesajici funkei.

1.1 Matematicky model

Matematicky model je abstraktni mode]ﬁ, ktery vyuziva matematického jazyka k
popisu chovani systému. Pouziva se prevazné v piirodnich (fyzika, biologie, chemie apod.) a
technickych (strojirenstvi, elektrotechnika, stavebnictvi apod.) védach, ale také ve spole¢enskych
védéach (ekonomie, sociologie, politické védy apod.). Matematicky model transformuje systém
do matematického zapisu, ktery ma nésledujici vyhody:

e formalizaci zépisu danou historickym vyvojem (v soucasné dobé je vyvinuta uznavana
mezinarodni standardizace),

e piesnd pravidla pro manipulaci s matematickymi symboly a strukturami,

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Grid_computing

Yhttps://en.wikipedia.org/wiki/Cloud_computing

%https://en.wikipedia.org/wiki/Black_box

13 Abstraktni model (nebo konceptudlni model) je teoretickd konstrukce, kterd reprezentuje fyzikalni,
biologicky nebo socialni ¢i ekonomicky proces. Sestava z mnoziny proménnych a mnoziny logickych nebo
kvantitativnich vztaht mezi proménnymi.
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e moznost vyuziti ICT pro zpracovani a feSeni vytvoreného modelu.

I ptes velky potencial matematického zapisu jim neni mozné popsat redlné systémy,
objekty ¢i procesy, které jsou velmi komplikované. Proto musime nejdiive identifikovat
nejdulezitéjsi casti zkoumaného systému, jenz budeme modelovat, a ty musi vytvareny model
popisovat. Ostatni prvky systému muZeme bud podstatné zjednodusit, nebo zcela vyloucit.

1.1.1 Zakladni prvky matematického modelu

Matematicky model obvykle popisuje systém s pomoci mnoziny vstupnich a vystupnich
proménnych, ddle parametru a mnoziny rovnic, které urcuji stavy systému a vztahy mezi
proménnymi a parametry. Hodnoty proménnych mohou byt napf. redlna nebo celd ¢cisla,
tuji néjaké vlastnosti systému, napt. vystupy meéfenych systému cCasto ve tvaru signala,
vzor- kovand data, hodnoty pocitadla, vyskyt dané udélosti ¢i jevu (ano/ne) apod. Na mo-
del se muzeme divat také jako na mmnozinu funkci, kterda popisuje vztahy mezi ruznymi
proménnymi.

V kazdém matematickém modelu muzeme rozlisit tii zakladni skupiny objektu, ze kterych
se model sklada. Jsou to:

e proménné a parametry,
e matematické struktury,
e TeSeni.
Z hlediska ICT muzeme proménné a parametry v modelu uvazovat jako:

e Identifikované (pojmenované) proménné a parametry. Identifikovand proménné
nebo parametr predstavuje konkrétni vlastnost redlného objektu, pojmenovanou nazvem
a fyzikdlni jednotkou, v niz se méri.
Priklady: x; je vymeéra pSenice ozimé v hektarech, x, produkce pSenice ozimé na parcele
, U krizku“ v tunéach, ¢;, vzdéalenost dodavatele D; od spotiebitele Sy v kilometrech.

e Neidentifikované (pomocné) proménné a parametry. Slouzi pro formalizaci ma-
tematického zapisu, implementaci algoritmu apod. Obvykle se uvazuji v bezrozmérnych
jednotkach.

Priklad: U linedrniho programovani se zavadéji pomocné proménné, které umozni
zmeénit , nerovnice na rovnice ‘.

e Nekontrolovatelné proménné. Predstavuji procesy v systému, jejichz miry nelze
zjistit (jednd se o dalsi typ neurcitosti).
Priklady: V modelech kilmatu ,,ad hoc* jsou charakteristiky pocasi nekontrolovatelné
parametry nebo proménné, protoze nelze vyuzit poctu pravdépodobnosti pro jejich
popis. Velikost miry inflace v chaotickych a nestandardnich trznich podminkach nelze
popsat ani pomoci pravdépodobnosti ani pomoci fuzzy funkce.

1.2 Klasifikace matematickych modela

Béhem identifikace a analyzy modelovaného systému je vhodné urcit, do jaké kategorie
matematicky model spadd, coz nam umozni snadnéji rozpoznat zakladni vlastnosti a struk-
turu hledaného modelu.



Podle toho, zda zahrnujeme do modelu nadhodné veli¢iny, 1ze modely rozdélit do dvou
skupin: deterministickijch a stochastickych modeli. Dale 1ze tyto skupiny rozdélit dle vztahu
k prubéhu casu (dynamické, statické) nebo spojitosti (spojité, diskrétni).

Matematické modely obsahuji proménné, jez jsou abstrakci hledanych prvku systému
a operatoru nad témito proménnymi. Operatory mohou reprezentovat algebraické operace,
funkce, funkcionaly, diferencidlni operatory atd. Pokud jsou operatory v matematickém mo-
delu linedarni, hovoiime o linedrnich modelech, v opacném piipadé o nelinedrnich modelech.

Muzeme také uvazovat modely se soustfedénymi (u homogennich modelu) a distribuo-
vanymi (u heterogennich modelu) parametry. Mezi témito skupinami lezi mnoho jinych typu
modelu, déle tifidénych podle mnoha dalsich kriterii, které Ize vyuzit.

Matematické modely se pouzivaji prakticky ve vSech védach a rozvoj jednotlivych véd
je na jejich vyuzivani bezprostifedné zavisly. Stupen ,matematizace® védniho oboru je
uznavanym meétitkem jeho kvality a zarukou rozvoje. V oblastech piirodnich a fyzikalnich
véd, technice, ekonomii, managementu, marketingu, socidlnich a spolecenskych védach se
pouziva velké mnozstvi ruznych typu matematickych modelu, které muzeme klasifikovat
podle ruznych hledisek. Nejobecnéjsi klasifikace déli matematické modely do dvou skupin:

e Modely deskriptivni. Slouzi k zobrazeni prvku a vztahu v systému a k analyze

zakladnich vlastnosti systému. Nezajima nas urcité cilové chovani systému, ale pouze
systém sdm o sobé. Pomoci téchto typtu modelu se odvozuji dalsi vlastnosti systému,
urcuje se jeho rovnovazny stav, stabilni stav, vliv zmén uvnitf i ve vnéjsim okoli
systému na jeho chovani.
Priklady: Rovnice E = mc?, soustava diferencidlnich rovnic modelujici procesy na-
rozeni a umrti, simulacni model modelujici vyskyt skudcu porostu, rovnice nabidky
a poptavky v konkurenc¢nim prostiedi, ekonometricky meziodvétvovy model , Input-
Output“ atd.

e Modely normativni. Slouzi k analyze a fizeni systému tak, aby byl splnén néjaky
cil nebo mnozina cilu. Zajimé nas cilové chovani systému. Normativni model byva
casto doplnén tzv. cilovou (tcelovou) funkei nebo soustavou takovych funkei. Nutnou
soucasti normativniho modelu je extremalni (minimdalni/maximalnf) feseni, které dava
navod, jak pozadovaného cile (resp. cilii) dosdhnout. Normativni modely, jejichz cilem
je nalezeni optimalniho feSeni, se nazyvaji optimaliza¢ni modely.

Modely deskriptivni i normativni jsou dale déleny podle typu systému, k jehoz mo-
delovéni slouzi, nebo podle typu matematickych slozek (proménné, struktury, reseni), jez
obsahuji. Tak 1ze modely délit podle zohlednéni ¢asu na:

e Modely statické. Model popisuje a analyzuje systém bez zietele k jeho ¢asovému
vyvoji. Zobrazeni se tyka zpravidla ur¢itého casového intervalu (tyden, mésic, rok
apod.).

e Modely dynamické. Model popisuje a analyzuje systém v prubéhu casu. Zobrazeni
muze byt typu ,ex post“ nebo ,ex ante* a respektovat kratky ¢i delsi ¢asovy horizont.

e Modely dynamizované. Zpravidla se jednd o zahrnuti faktoru ¢asu do dosud sta-
tického modelu pomoci specidlnich modelovych technik. Dynamizované modely se
pouzivaji v pripadé, kdy odpovidajici dynamicky model je velmi slozity nebo jej
nedovedeme soudobymi modelovymi technikami spolehlivée konstruovat. Priklad: U
linearntho programovani k pravé strané maticové rovnice A - x < b pridame casovy
vektor u(t).

Nebo podle metod, kterymi ptistupuji k ndhodnym déjum a nejistoté na:



e Modely deterministické. VSechny proménné, parametry a funkce v modelu jsou
deterministické (nendhodné) veli¢iny nebo funkce.

e Modely stochastické. Alespon jedna proménnd, parametr nebo funkce v modelu je
nahodna veli¢ina nebo nahodna funkce.

e Fuzzy modely. Nékteré proménné a parametry jsou ,,fuzzy“ (nepfesné ohranicené,
neostré, neurcité, vagni). Funkce piislusnosti ve fuzzy logice jim umoznuje priradit
prislusnost k mnozinam v rozmezi od 0 do 1, véetné obou hrani¢nich hodnot. Uplatnéni
fuzzy modelovani je icelné ve vSech pripadech, kdy se fesi problém spojeny s neurcitosti,
s nepresnosti a musi se pracovat s neurcitymi daty a pouzivani presnych popisu by
vedlo k idealizovani skutecnosti redlného svéta a tedy k odklonu od reality.

Podle povahy problému se modely pouzivaji individualné nebo v kombinacich. Pro feseni
znamych problému lze pouzit tzv. standardni modely. Pro feSeni novych problému je tieba
konstruovat nové modely.

1.3 Modelovani neurcitosti, nejistoty a rizika

1.3.1 Modelovani neurcitosti

Neurcitost zde chapeme jako vlastnost systému, kdy jej nelze pfesné matematicky po-
psat nebo kdy matematicky popis neumoznuje dostatecné presné predikovat jeho budouci
chovéni. Obecné se da tici, ze zdrojem neurcitosti je nedostatek informaci. Problémem je,
ze informace, ze kterych pii tvorbé modelu vychdzime mohou byt nekompletni, vzajemné
si odporujici, nespolehlivé, vagni nebo jinak nedostacujici. Tyto nedostatky v potiebnych
informacich maji za nasledek ruzné druhy neurcitosti. Nejistotou pfi transformaci systému
do matematického modelu rozumime situaci, kdy nemame k dispozici vSechny potiebné
informace nebo kdy nékteré z informaci jsou nespolehlivé.

Pro jednoduchost miuizeme neurcitosti ovliviiujici model rozdélit na tii spolu souvisejici
kategorie [33]:

a) neurcitost v matematickém popisu modelu je vysledkem nedostatecné znalosti
chovani modelovaného systému, neuplnych exaktnich dat, ¢i zjednoduseni, které bylo
nutné provést pro matematicky popis. V literatufe je mozné setkat se s pojmy struk-
turdlni (konstrukéni) chyba, konceptudlni chyba, neurcitost v konceptudlnim modelu,
nebo chyba/neurcitost modelu, které ¢astecné ¢i zcela odpovidaji tomuto druhu neur-
Citosti.

b) datova neurcitost neboli neurcitost v datech je zpusobena chybami méfeni, nepresnosti
analytickych metod a omezenym mnozstvim vzorku pii sbéru a zachazenim s daty. Da-
tovou neurcitost nékdy nazyvdme odstranitelnou neurcitosti, nebot je mozné ji dalsim
studiem (méfenim) minimalizovat. Specidlné pro tento druh neurcitosti pouzivame v
¢eStiné termin nejistota.

¢) neurcitost v aplikaci modelu vyjadifuje neuréitost (chybu), kterd vznikne pouzitim
modelu. V tomto piipadé se jedné zejména o feSeni matematickych rovnic popisujicich
model pomoci nastroju ICT.

Analyza neurcitosti vySetiuje zminéné neurcitosti ve vstupu a jejich vliv na vystup mo-
delu. Zpravidla se sklada z nasledujicich kroku:



e charakterizace vstupnich neurcitosti — odhad neurcitosti ve vstupu a parametrech al-
goritmu modelu;

e sireni neurcitosti — odhad neurcitosti ve vystupu zpusobené neurcitostmi na vstupu
modelu;

o charakterizace neurcitosti modelu — charakterizace neurcitosti spojend s jinymi struk-
turami algoritmu modelu a formulacemi modelu;

e charakterizace neurcitosti v predikcich algoritmu modelu — vychazi z neurcitosti ve
vyhodnocenych datech.

Neurcitost mé (nejméné) dvé vzdjemné komplementarni stranky: vdgnost a nejistotu.
Viégnost lze modelovat napt. pomoci teorie fuzzy mnozin, zatimco nejistotu napt. pomoci te-
orie pravdépodobnosti a popt. dalsich teorii, jako je teorie moznosti, rizné miry vérohodnosti
apod. Muzeme tedy fici, ze pravdépodobnost nam odpovida na otazku, zda , néco nastane*,
zatimco teorie fuzzy mnozin ndm odpovida na otazku, ,,co vlastné nastalo“. Je zfejmé, ze pii
matematickém modelovani systému s neurcitostmi se vyskytuje jak nejistota, tak vagnost.
Ze studijnich ucelu vsak lze obé tyto stranky oddélit a zabyvat se pouze jednou z nich.

Podle [25] muzeme f¥ici, ze , Predmétem teorie pravdépodobnosti je studium a mode-
lovand nejistoty. Ta nastdavd tehdy, jestlize se setkavame s néjakym jevem, ktery muze, avSak
nemusi nastat. Nemdme tedy jistotu, Ze jev opravdu nastane. Zdkladnim pojmem v teo-
rit pravdépodobnosti je rozdéleni pravdépodobnosti. To charakterizuje zpusob nastani jevi
vybiranych z néjaké mnoziny ruznych jevu, o nichz vime urcité jen to, Ze jeden z mich na-
stane. Pravdépodobnost nam pak davd informaci o tom, zda nastdni néekterého z uvazovanyjch
jevt, muzeme ocekdvat s vétsi jistotou, mezZ nastani jiného jevu.

Naproti tomu uvazujme napt. objekty s urcitou vlastnosti a na otazku, jakou maji ,, vlast-
nost“ odpovime, ze by ji mohly mit, nez, ze ji maji ¢i ne. Jde totiz o vymezeni vlastnosti a
nikoliv toho, zda ji jev ma ¢i ne. Zakladnim pojmem je zde fuzzy mnozina objektt a funkce
prislusnosti objektu do ni. To znamen4, ze prvek patii do mnoziny s jistou mirou piislusnosti
— stupném prislusnosti. Funkce, ktera kazdému prvku universa priradi stupen prislusnosti,
se nazyva funkce prislusnosti. Funkce prislusnosti, stejné jako pravdépodobnosti, mohou
nabyvat hodnot z intervalu [0, 1]. To je vSak jen vnéjskova shoda s teorii pravdépodobnosti.

,Fuzzy logika umoznuje zahrnout nepfesnost a pomérné jednoduchym zpusobem praco-
vat s vyznamy slov prirozeného jazyka. Pouziva vagné charakterizované expertni znalosti.
Tedy pravy opak toho, co se vzdy pozadovalo — vétsi presnost. Narazime na realny rozpor,
jehoz teSeni neexistuje. Jde o vztah mezi relevanci a ptresnosti informace. Princip, ktery L.
A. Zadeh nazval principem ,inkompatibility ¢, 1ze charakterizovat takto: Chceme-li popsat
realitu, pak musime rozhodnout mezi relevanci informace, ktera bude méné presna, nebo
presnosti informace, ktera vSsak bude méneé relevantni. Pii zvySovani presnosti se dostaneme
k bodu, kdy presnost a relevance se stavaji vzajemné se vyluc¢ujicimi charakteristikami. “ [25]

Priklad: Instrukce k zaparkovani auta: ,,pooto¢ kola o 19° 25,32’ a popojed o 368,1256
mm dozadu® — jednak by se tato informace zdlouhavé a slozité chystala a také by bylo
obt{zné ji pfesné splnit. Staci fict: ,pooto¢ kola mirné doleva a popojed o maly kousek
dozadu.“ , K vyjddrent relevantni informace je nezbytné pouZit prirozeny jazyk. Je to dosud
jeding dokonaly prostredek, ktery ndm umoznuje efektioné pracovat s vagnimi pojmy.“ [25]

Ukazuje se, Ze piesnost matematického modelu je pouze iluze, nebot je principidlné ne-
dosazitelna. Snaha o absolutni piesnost nas vzdy dovede ke sporu. Neni vSak tieba litovat,
nebot véagnost, kterou piirozeny jazyk umi dokonale vyuZzit, je jeho hlavni silou, nikoliv
nedostatkem.

Castd namitka, ze to, co je FeSeno pomoci fuzzy logiky, lze fesit i bez ni, neobstoji.
Rozdil mezi klasickym feSenim a feSenim pomoci fuzzy logiky je v case a s tim souvisejicich



nakladech. Trvalo by to mnohem déle, abychom doséhli stejného efektu (spréavnosti). Nale-
zen{ matematického popisu muze byt v praxi velmi obtizné. Casto je popis velmi slozity, a
nésledné pouziti modelu neni zrovna snadné. Proto se bud pouzivaji pfiblizné metody nebo
se prijimaji ruznd zjednoduseni a vysledek pak nemusi byt uspokojivy.

Pii teseni pomoci fuzzy logiky je navic vétsi jistota, ze dané feseni (model systému) bude
robustnéjsi vzhledem k ndhodnym porucham a neptedvidanym situacim, které pochopitelné
lze ocekavat.

K vyjadieni relevantni informace je mozné pouzit prirozeny jazyk. S poc¢itacem vsak neni
mozné komunikovat v pfirozeném jazyce, a proto jsou nezbytna jista zjednoduseni. Obvykly
zpusob je pouziti pravidel typu JESTLIZE-PAK. Tato pravidla jsou zdkladem vsech dvah a
zékladem ¢innosti vSech algoritmu.

Piiklad: JESTLIZE sklon svahu je velky a srdzky jsou intenzivni, PAK se svah velmi
rychle sesune.

Modelovani pri riziku predpokldda, ze nékteré informace jsou ndhodné veli¢iny, nebo
ze nékteré procesy jsou popsany nahodnymi funkcemi. V pripadé modelu s rizikem muzeme
velikost rizika pii piijeti feSeni popsat pomoci pravdépodobnostnich charakteristik [25].



2 Metodologie matematického
modelovani

Na obrazku je znazornén proces zkoumani systému, ktery zacind monitoringem a
sbérem dat o systému, pokracuje jejich vstupem do matematického modelu a na zakladeé
analyzy vysledki feseni modelu (porozuméni, predikce a kontrola jeho chovéni), je provedena
pripadna uprava modelu a prizpusobeni sbéru dat. Pokud to nevede k uspokojivému reseni,
provedou se na zkoumaném systému nové experimenty, piipadné se modifikuje matematicky
model.

porozuméni
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Obrazek 2.1: Proces zkoumani systému s vyuzitim matematického modelovdni

2.1 Obecné zasady matematického modelovani

Matematické modelovani je odborna a kvalifikovana ¢innost vyzadujici tymovou spolu-
praci odborniku z ruznych oblasti: odbornika z oblasti oboru fesené problematiky, specia-
listu v oblasti matematiky, specialistu z oblasti informatiky apod. Pro ispésné matematické
modelovani musi byt splnény nasledujici predpoklady:

e Znalost metod a prostredki matematické a funkcionalni analyzy, algebry a diskrétni
matematiky — dulezité pro volbu spravné metody feseni a modelu.

e Zmalost techniky modelovani a zdroju informaci o modelu. Usilf vynalozené na kon-
strukci a vyuziti ur¢itého modelu z literatury musi byt imérné jeho prinosu.

e Tymova spoluprace. Musi existovat dostatecny prostor pro vlastni vyvoj matema-
tického modelu (iniciativa) a musi byt zainteresovanost (studijni, vyzkumnd) na vyuziti
modelové techniky (motivace).
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e Vypocetni zdkladna. Vsechny tii slozky ICT (tj. hardware, software a komunikace)
musi byt FeSitelskému tymu k dispozici a musi byt v rovnovaze.

e Informacni a datova zédkladna. Kazdy model je tieba ovérit pomoci vstupnich proménnych,
parametru a dat, které vychazeji z konkrétnich hodnovérnych informaci, dat a zdtivodnénych
odhadu parametru. Udaje musi byt ve vhodné formé pro ovétovani modelu. Je vhodné
vytvaret specidlni informaé¢ni systémy (napi. banky dat), jez uchovavaji data.

e Experimentalni zdkladna. U slozitych matematickym modelt by méla byt k dispozici
i experimentalni zakladna, kde se feSeni modelu ovéri v praxi.

Metodologie matematického modelovani se vyviji jako samostatnd odborné specializace,
ktera se v soucasné dobé zarazuje do studijnich programu Matematického a pocitacového
modelovani na vysokych skolach. Systém uvazujeme jako usporadanou mnoziny prvku, mezi
nimiz pusobi vzajemné vazby. Obecné zasady, jez je tfeba pii matematickém modelovani
systému respektovat, lze velmi zjednodusené popsat nasledujicimi kroky, které pak po-
drobnéji popiseme v dalsi kapitole:

1. Identifikace systému z hlediska matematického modelovani sestava z:

e Rozhodnuti, zda se jedna o standardni systém (problém), jiz feSeny a volba stan-
dardniho modelu.

e Rozhodnuti, zda se jedna o novy, dosud neznamy systém, a zda pouzijeme upra-
veny standardni model nebo vytvorime model novy. K tomu je tieba zpravidla
vytvorit tvuréi odborny tym.

e Rozhodnuti, zda model bude staticky, dynamicky, dynamizovany, determinis-
ticky, stochasticky. Zda bude deskriptivni, nebo normativni. Zda systém bude
modelovan jednim modelem ¢i vice modely a jak budou vzdjemné usporadany
(propojeny).

Realiny objekt
Systém nekonedné sloZitosti

Systém definovany na objekiu
- jeho matematicky model

Pozorovani, zkoumani objektu pomoci
systemu, matematickeho modeliu

Obrazek 2.2: ldentifikace systému

Identifikace systému je pojem, ktery se obvykle pouzivd k popisu matematickych
nastroju a algoritmu, jez vytvaii dynamické modely z namétenych dat. V této pu-
blikaci jej budeme uvazovat v obecnéjsim smyslu.

2. 'V kroku specifikace modelu systému je nutno urcit:

e Prvky systému: tj. elementarni cést systému pii dané rozlisSovaci trovni dale
nedélitelna.



e Vazby: vzajemné zavislosti mezi prvky systému, tj. kauzalni vztahy: pricina-
nasledek, zpusoby spojeni mezi prvky, souvislosti mezi jevy, informaéni vazby,
matematicky formulované vztahy atd.

e Strukturu systému: je ddna prvky a vazbami mezi nimi.

e Stavy systému: tj. popsat stavy chovani systému a prechodu mezi nimi u dyna-
mickych systému apod.

e Okoli systému: tj. mnozinu prvkiu, které nejsou prvky systému, ale maji k nému
vyznamné vazby.

e Organizaci dat v systému: tj. jejich strukturu, zptusobu ulozeni, vstup a vystup
dat atd.

e Verifikaci modelu systému: tj. ovéreni matematickych predpokladu, stability, kon-
zistence a konvergence teseni atd.

Konkrétni specifikace ¢ formulace matematického modelu je zdkladem celého ma-
tematického modelovéani a zalezi do zna¢né miry na schopnostech tesitelského tymu
spojit teoretické poznatky s informacemi o konkrétnim problému nebo systému, ktery
je predmétem analyzy. V této fazi matematického modelovani musi byt vénovana
pozornost i tomu, zda vstupni data skutecné odpovidaji proménnym zahrnutym do
modelu. V nékterych pripadech je totiz vhodnéjsi dat prednost relativné jednoduse
specifikovanému modelu pred slozitym, casto zavadéjicim modelem.

. Vypocet TfeSeni modelu sestava z:

e Volby algoritmu feseni.

e Vybéru variant feseni.
. Vybér dostatecné vhodnych feSeni sestava z:

e Vybéru vhodnych feSeni v ramci algoritmu reSeni.
e Vybéru vhodnych feseni provadénych specialistou v fesené problematice.

e Vybéru vhodnych feseni provadénych skupinou expertu.
. Experimentovani s vybranym feSenim sestava z:

e  What-if“ analyzy, tj. analyzy ,, Co se stane, kdyz“ pouzivané vétSinou pii nu-
merické simulaci slouzici k odhaleni, jak je model citlivy na odhad vstupnich
parametru, jez by mély lezet v néjakém vhodném intervalu.

e _Goal seeking“ problému, tj. ,,Cilovym hledanim problému*, ktery souvisi s tim,
ze v praxi se vytvari matematicky model metodou postupnych kroku lépe aproxi-
mujicich feseny systém. Toho se dosahuje lokdlnim hledanim dostatecné presného
feSeni. Tento problém je v anglické literatufe nazyvan jako ,satisfying problem*,
,feasibility problem“, nebo také , goal seeking“ problém.

e Scénaru, tj. vhodnou volbou parametru modelu se zkoumaji ruznd reseni (scénére),
z nich se pak vybere nejvhodnéjsi reseni.

. Vybér optimélniho feseni, tj. na zdkladé pfedem stanovenych kritérii se vybere op-

timalni feseni.

. Implementace, tj. model je nutno implementovat ve vhodném softwarovém prostiedi
(vyvojové prostiedi, programovaci jazyk, vizualizace Feseni apod.). Ptitom je nutno:



Sledovat postup implementace modelu.

Pripravit experimentalni data s cilem ovérit implementovany model a provést
jejich validaci.

Analyzovat pocitacové vystupy feseni modelu a mit zpétnou vazbu na parametry
modelu pii volbé scénéru.

Na zékladé ziskanych vysledku provést ipravy modelu a jeho novou implementaci.

2.2 Matematické modelovani s vyuzitim ICT

Postup pii matematickém modelovani realného problému s ICT je uveden na obrazku
2.3 a sestava z nékolika kroki. Jde o permanentni interaktivni proces s ¢etnymi zpétnymi
vazbami, ktery se nékolikrat opakuje [I1]. Nejprve je nutno vyjasnit si cile, které chceme
dosdhnout. Ty urci smér feseni ve dvou bodech:

e Na jaké trovni podrobnosti chceme zkoumat objekt.

e Za druhé musime vytvorit hranici mezi modelovanym systémem a jeho pfirozenym
prosttedim. Toto rozdéleni je spravné, pokud prostiedi ovliviiuje chovani systému, ale
modelovany systém neovliviiuje toto prostiedi.

2.2.1 Identifikace modelu

Identifikace (stanoveni) jednotlivych prvkiu matematického modelu s vyuzitim odborné
literatury (knihy, casopisy, Internet), spolupraci s odbornou a védeckou komunitou a déle s
vyuzitim ICT k vyhledani a sdileni znalosti o feSeném problému je prvnim krokem, ktery
musime udélat pti vytvareni matematického modelu. Spravna matematicka formulace zkou-
maného problému je velmi dulezita pro dalsi postup feSeni. Je tieba vyjit z analyzy systému,
z jeho celkového chovani a stanovenych cilu feseni. Realita je slozita, je tfeba ji vymezit a
pro ucely modelu zjednodusit. Proto definujeme v ramci objektivni reality systém, tj. prvky,
vazby, vstupy a vystupy, procesy, stavy a funkce. Déle provadime zjednoduseni (simplifikaci)
feseného problému, kdy nepodstatné oddélujeme od podstatného.

Tvorba predpokladi

Kdyz jsme rozhodli o modelovaném systému, musime vytvorit zakladni strukturu mo-
delu, kterda musi reflektovat nase predpoklady a domnénky o tom, jak systém funguje. Tyto
domnénky mohou byt uvedeny do formy zakladnich predpokladu. Budouci analyzy systému
vzdy zachazi s témito predpoklady jako s pravdivymi, ale vysledky téchto analyz budou
validni, pouze pokud tyto predpoklady jsou platné.

Newton predpokladal, ze hmotnost je obecné konstantni, kdezto Einstein uvazoval hmot-
nost jako promeénlivou. To je jeden z elementarnich rozdili mezi klasickou mechanikou a te-
orii relativity. Aplikaci vysledku klasické mechaniky na objekt pohybujici se rychlosti blizkou
rychlosti svétla vede k nesrovnalostem mezi teorii a pozorovanim. Pokud jsou predpoklady
dostatecné precizni, mohou okamzité vést ptimo k matematickym rovnicim popisujicim mo-
delovany systém.

2.2.2 Sestaveni modelu

Sestaveni modelu (vyvoj matematickych rovnic a formuli) véetné matematické analyzy
(korektnost, konzistence, stabilita a konvergence teseni) je dalsim dulezitym krokem v ma-
tematickém modelovani. Pro konstrukci modelu je rozhodujici ucel, ktery sledujeme. Ten
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Obrazek 2.3: Matematické modelovani s vyuzitim ICT

rozhoduje o tom, co budeme ve skutecnosti pokladat za vyznamné (co zahrneme do modelu)
a co jako podruzné ponechdme mimo model a mimo nase uvahy. Dulezita je zde analyza
citlivosti jednotlivych parametri modelu a minimalizace jeho neurcitosti. Tvorba modeli
patii k tvuréi ¢innosti a vyjadiuje kromé dobré znalosti modelové techniky také dobrou
znalost vécné problematiky. Kazdy model musi vychazet z konkrétni hypotézy odvozené z
objektivni reality (skutecnosti).

Vybér matematickych rovnic

Poté, co bylo rozhodnuto o struktufe modelu, musi byt vybrany matematické rovnice
k popsani modelovaného systému. Je velmi rozumné vybrat tyto rovnice peclivé, protoze
mohou nepredvidatelné ovlivnit chovani matematického modelu.

Matematické rovnice z odborné literatury a Internetu

Muze se stat, ze nékdo dalsi publikoval matematické rovnice tykajici se problému, o
néjz se zajimame. To poskytuje dobry vychozi bod, ale je nezbytné postupovat s témito
informacemi obezretné. Problémy, s nimiz se muzeme setkat, jsou nasledujici:

e Rovnice jsou odvozené z dat v oblasti vysvétlujicich proménnych, kterd neobsahuje
oblast nutnou pro aplikaci modelu.



e Experimentédlni podminky (prostiedi) se podstatné 1isi od podminek vyskytujicich se
v nasem modelovaném problému.

e Rovnice popisuji chovani vétsiny dat, aniz by uvazovaly zndmé odchylky na koncich
oblasti dat, nebo jejich variabilitu (promeénlivost).

Nékteré oblasti védy jsou dostatecné dobie prostudované, a tak odpovidajici formulace
analyz se staly standardem. Proto je relativné bezpecné uvazovat podobné analyzy (a proto
i struktury rovnic) za feseni podobnych problému.

Casto nejsou rovnice v literatufe vyjadieny v piesné formulaci pro hledany model. Po-
jmenované a pomocné proménné mohou byt pfesunuty béhem regrese. Rovnice také muze
popisovat zménu vahy zvitat vzhledem k casu, prestoze model potiebuje znat zménu poctu
jedincu v ¢ase. V jiném pripadé muzeme prijmout parametr pouze odhadujici ptibliznou

vvvvvv

2.2.3 Implementace modelu

Implementace modelu s vyuzitim ICT (naprogramovani v piislusném programovacim ja-
zyce, jeho odladéni a verifikace, analyza jeho vypocetni slozitosti, vyuziti prislusného hard-
ware atd.). Zde se vyplati vyuzit modernich ladicich technik, ptipadné i pouzit jiz vyvinuté
a dostupné (open source) knihovny, sluzby i moduly z Internetu.

2.2.4 Reseni modelu

Redeni implementovaného modelu s vyuzitim ICT ndstroji (analytické, numerické atd.).
Naplnéni modelu konkrétnimi parametry a daty. Je tfeba dbat na jejich hodnovérnost. Exis-
tuji dva zpusoby odvozeni feSeni z modelu:

a) Analytické (explicitni) feSeni spo¢iva v nalezeni presného feseni pomoci analytickych
matematickych metod (feSeni soustav rovnic, feSeni tlohy na vézany extrém apod.).

b) Numerické (priblizné) feseni se pouziva pii feseni model, u kterych neumime problém
fesit analyticky, nebo v piipadech, kdy je analytické Feseni obtizné a slozité (metody
Monte Carlo, simulace na poé¢itaci apod.). Pfi numerickém feSeni musime uvazovat jeho
numerickou stabilitu, konvergenci a chybu, kterd nam vznikne.

2.2.5 Analyza reSeni modelu

Verifikace feseni (kontrola, zda vysledky souhlasi s chovanim objektu), jeho vizualizace
atd. a publikace vysledkiu. Model je jen pfibliznym obrazem objektivni reality. Je dobry,
jestlize umozni presné sledovat dusledky zmén ve vstupech do systému na vyslednou efek-
tivnost systému. Cilem testovani modelu je provéreni jeho spravné struktury, vypovidaci
schopnosti, formélnich kvantitativnich vlastnosti véetné odstranéni formalnich chyb. Tes-
tovani modelu provadime tak, Ze modely naplnime empirickymi ¢iselnymi udaji, dosazené
vysledky analyzujeme a porovnavame s realitou. Ovérovani lze promitat i do minulosti (,,ex
post®) i do budoucnosti (,ex ante). Interpreta¢ni analyza predstavuje prevod vysledku
do redlného systému. Je to aktivni proces, pti kterém je tifeba provadét neustale logic-
kou kontrolu smyslu feseni, vyhnout se nebezpec¢i mechanického pouzivani modelové tech-
niky. Vyznamnym prvkem interpretace je promitnuti vychozich hypotéz a predpokladu do
vysledku teseni. Shrnuti ziskanych poznatku véetné vsech aspektu, které nebyly do mate-
matického modelu zahrnuty.



2.2.6 Modifikace modelu

Modifikace modelu a jeho vylepseni. V piipadé, ze dosazené feseni neni v dostatecném
souladu s objektivni realitou, je nutno zacit znovu postupovat od kroku 1 a opakovat cely
predesly postup matematického modelovani do té doby, dokud nedoséhneme uspokojivého
feseni zkoumaného problému.

Metody prezentace modelu jeho potencidlnim uzivatelim zavisi na znalostech uzivatele
modelu a matematického modelovani obecné. Pokud chce uzivatel védét radéji méné o de-
tailech modelu, je vhodné ukazat mu vSechny relevantni informace o vystupech modelu.
To umozni uzivateli (ktery neni programdatorem) vytvorit si objektivnéjsi pohled na fesent
modelu a jeho interpretaci. Je dobré zkontrolovat, zda predikce feseni zahrnuji skryté extra-
polace. Tyto extrapolace mohou hrat lohu bud vzhledem k pouzitym datim pii vytvafeni
modelu, nebo vzhledem k datum pouzitym pii testovani modelu.






3 Populacni modely

Teorii matematického modelovani popsanou v uvodnich kapitoldch nyni aplikujeme na
konkrétnim pripadé tzv. populacnich modeli. Budeme vytvaret modely populaci zivych
na otazku, kolik jedincu bude mit populace v daném case t > 0, jestlize zndme tento pocet
na pocatku (v case t = 0).

Modely rustu populace patii k nejrozsitenéjsim a nejznaméjsim, tudiz bychom mohli
nyni prevzit néjaky jiz vytvoreny model z odborné literatury (napi. [I5]) nebo ze zdroju
na Internetu (napf. [19], [28]). Predpoklddejme vsak, Ze zadny takovy model jesté vytvoren
nebyl a popiseme podrobné jednotlivé kroky jeho tvorby.

3.1 Raust populace zivych organismu

3.1.1 Identifikace a sestaveni modelu

Nejprve budeme modelovat rust jedné populace. Cil modelu jsme jiz stanovili. Nyni
musime specifikovat jednotlivé prvky modelu a definovat predpoklady, za nichz bude model
platit. Modelujeme rust jedné populace P v case t, ktera sestava z poc¢tu N jedincu a na
pocétku (v ¢ase t = 0) méla Ny jedincu. Predpoklddejme, ze zména velikosti N populace
P v case je zpusobena pouze plozenim novych jedincu a umirdnim jinych. Pfitom pocet
nové narozenych, respektive zemrelych jedincu bude piimo tmérny velikosti populace. Pro
jednoduchost budeme uvazovat, ze na populaci P nepusobi zadné dalsi vlivy.

Hledejme feseni modelu, tj. velikost N populace P v daném case t. Cas ¢t budeme
uvazovat jednak jako diskrétni veli¢inu nabyvajici celociselnych hodnot (mohou predstavovat
napiiklad roky), nebo jako spojitou veli¢inu.

Na zakladé vyslovenych predpokladu jsme schopni sestavit rovnici modelu. Oznacme:

N(t) ... funkei predstavujici pocet jednotliveu populace (velikost populace) v ¢ase t
a ... koeficient porodnosti populace
(podil nové narozenych jedincu ke viem jedincum za jednotku ¢asu)
b ... koeficient umrtnosti populace
(podil zemielych jedincu ke viem jedinctim za jednotku ¢asu)
h ... kladné realné ¢islo predstavujici ¢asovy interval

Vzhledem k smysluplnosti modelu predpoklddame, ze vsechny vyse uvedené proménné
mohou nabyvat pouze redlnych nezapornych hodnot, navic b < 1 (nemuze zemfit vice je-
dincu, nez kolik jich je v populaci). Pocet jedinct N(t) vypoéitany pro dany ¢as ¢ nemusi byt
celé cislo, pri interpretaci vysledku jej proto budeme zaokrouhlovat. Navic predpokladame,
ze modelujeme rust populace od ¢asu t = 0, v némz zndme hodnotu velikosti populace

N(0) = Np.
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Pocet nové narozenych jedincu za ¢asovy interval [¢, ¢+ h] je pfimo imérny poctu jedincu
N(t) populace v ¢ase t a délce h tohoto intervalu, tj:
a-N(t)-h,
kde koeficientem pifimé umérnosti a je koeficient porodnosti. Analogické tvrzeni plati pro
pocet zemielych jedincu za dany casovy interval, tj:
b-N(t)-h,

kde koeficientem piimé imérnosti b je koeficient imrtnosti.
Nyni jiz muzeme formulovat rovnice modelu.

Diskrétni pripad

Cas t v tomto pifpadé nabyvd pouze celociselnych hodnot, takze h bude rovnéz celé
kladné &islo. Pro jednoduchost zvolme h = 1. Rovnice modelu ma pak tvai'%}

Nt+1)=N({t)+a-N(t)-1—bN(#)-1=(1+a—b) Nt (3.1)

s pocatecni podminkou

N(0) = N,. (3.2)

Spojity pripad

Necht h je nyni kladné redlné éislo. Potom mé rovnice modelu tvar:

N(t+h)=N({t)+a-N(t)-h—b-N(t)-h. (3.3)

Jelikoz uvazujeme spojity cas, tak muzeme predpokladat, ze ¢asovy interval [¢,t + h] je
nekoneéné maly. Proto upravime rovnici (3.3)) na tvar:

N(t+h) — N()

- =a-N(t)—b-N(t)=(a—0b)  N(t).

A odtud limitnim pfechodem (h — 0) dostaneme:

N(t+h)— N(t))

lim = (a—0b)- N(t). (3.4)
h—0
Vyraz na levé strané rovnice|3.4|je derivace funkce N () podle proménné ¢, takze vysledna

rovnice modelu mé tvaif™|['%

“Tomuto typu rovnic f{kdme rovnice rekurentn{ (pfipadné diferenénf) [17].
5 Tomuto typu rovnic fikdme rovnice diferencidlni [16].
6Derivaci funkce podle éasu budeme déle znacit apostrofem, tj. 4 N (t) = N'(t).



s pocatecni podminkou

N(0) = Np. (3.6)

Z biologického hlediska lze limitné prejit k diferencidlni rovnici pouze, pokud jsou
splnény nasledujici podminky [9]:

e kvantovaci podminka: populace je tak velkd, ze neni tieba pocitat s jedinci,

e vzorkovaci podminka: vSichni jedinci v populaci jsou identicti (populace je homogenni
z hlediska jedincu v produkénim véku, napt. neuvazujeme jejich pohlavi).

3.1.2 Implementace modelu a jeho symbolické reseni

Reseni vyse uvedeného matematického modelu (rovnic modelu) dokdzeme vypocitat
sami na zékladé svych znalosti, uzitecny by ndm ovSsem mohl byt také néktery z programu
vhodnych pro symbolické vypocty (tedy vypocty, kde proménné nejsou v paméti pocitace
reprezentovany konkrétnimi ¢isly). V ivodu (kapitola [1)) jsme zminili tzv. CAS (Computer
Algebra System) systémy, napt. Maple. MAXIMA nebo MuPAD. Prostiedi jazyka R neni
pro provadéni symbolickych vypoctu urcéeno, presto v ném muzeme pomoci nésledujiciho
»triku“ demonstrovat feseni naseho modelu a ovérit si tak jeho spravnost. Vyuzijeme k tomu
jiz. dfive téz zminény programovaci jazyk Python a pomoci knihovny reticulate [34] si z
néj, resp. z jeho baliku sympy [24] ,,vypujéime* funkce rsolve() resp. dsolve() pro sym-
bolické teseni diferencnich, resp. diferencidlnich rovnic. Pro spusténi uvedeného piikladu je
nicméné zapotiebi nainstalovat na pocitac¢ prostiedi jazyka Python, coz piekracuje ramec
naseho textu, a proto ponechavame piiklad jen jako demonstrativni ukézku, ktera nijak
nepodminuje pochopeni dalsiho textu. V nésledujicich piikladech se mimo jedné vyjimky k
Pythonu nebudeme vracet a misto symbolickych feseni se spokojime s feSenimi numerickymi,
ktera jsou pro prostiedi R prirozena. Konkrétné budeme pouzivat vypocetni prostiedi jazyka
R[] (vice o préci v systému v kapitole REF R).

Pred samotnym symbolickym feSenim modelu pomoci Pythonu bude v prostiedi R nutné
provést instalaci a nacteni knihovny reticulate:

install.packages("reticulate")
library(reticulate))

a po vybudovéani spojeni mezi R a Pythonem dale nainstalovat a nacist pythonovskou
knihovnu sympy a naimportovat v ni obsazené piikazy a funkce (upozornujeme, ze nasledujici
kéd je smesi jazyka R vné a jazyka Python uvniti uvozovek):

py_install ("sympy")
import ("sympy")
py_run_string("from sympy import *")

takto zpristupnéné funkce a prikazy knihovny sympy nyni vyuzijeme za pomoci piikazu
py_run_string(), ktery umoznuje z prostiedi R spustit libovolny fetézec kédu v Pythonu,
k vyteSeni diskrétni i spojité varianty modelu:

1"Konkrétné se jedns o verzi R-4.2.3 a uzivatelské rozhrani RStudio verze 2023.03.0. Vzhledem k tomu, Ze
veskerd prace v prostiedi R a software RStudio probihéd v angli¢tingé, upozorinujeme na rozdilny oddélovac
desetinnych mist v textu (Carka v ¢esting) a ve zdrojovém kédu R (tecka v angli¢ting).



Diskrétni pripad

V rovnici modelu vystupuji proménné a, b a ¢as t a ¢asové zavisla funkce N(t), které
nadefinujeme v prostiedi Pythonu a nasledné definujeme funkci f jako levou stranu upravené
rovnice [3.1], na jejiz pravé strané je 0. Pak uz ndm nic nebréni zavolat piikaz rsolve (), ktery
nam vytesi rekurentni rovnici:

py_run_string("from sympy.abc import a,b,t")
py_run_string ("N=Function (’N’)")
py_-run_string ("f=N(t)-(1+a-b)*N(t-1)")
py_run_string("print(rsolve(f,N(t)))")

ziskdvame tak teseni ve tvaru CoOx(a - b + 1)*xt, které snadno interpretujeme (operator
** se v Pythonu pouzivd pro umocnovani). Zbyva nam vysvétlit konstantu co, ktera je
soucasti obecného teseni, a ktera v nasem pripadé odpovida pocatecni velikosti populace Ny
v ¢ase t = 0 (tedy jde o difve zminénou pocédteéni podminku). Ziskdvame tak resent:

N(t)=Ng- (14 a—b)* (3.7)

a tedy explicitni vyjadieni velikosti populace N(t), ke kterému jsme bezpochyby dospéli i
pii ruénim vypoctu bez vyuziti software. Obdobnym zpusobem vytesime symbolicky rovnici
spojitého modelu.

Spojity piripad

Stejné jako v diskrétnim pripadé, také v rovnici vystupuji proménné a, b a cas t a
casoveé zavisla funkce N (t). Provedeme proto obdobné kroky, nicméné pro feseni diferencidlni
rovnice zavoldme tentokrat piikaz dsolve() (pfedchozi kroky spojené s instalaci knihovny
zustdvaji beze zmény):
py_run_string("from sympy.abc import a,b,t")
py_run_string ("N=Function(’N’)")

py_run_string("f=Derivative (N(t),t)-(a-b)*N(t)")
py_run_string("print (dsolve (f,N(t)))")

nyni ziskavame feseni ve tvaru Cixexp(t*(a - b)), které se od diskrétniho pripadu lisi
indexem u konstanty odpovidajici poc¢atecni podmince (nyni jde o C1) a namisto operatoru
pro umocnéni dostavame exponencialni funkci exp(). Snadno tedy provedeme interpretaci:

N(t) = Ny - et (3.8)

a tedy explicitni vyjadieni velikosti populace N(t) se spojitym casem (zde e je zdklad
prirozeného logaritmu, zndmé Eulerovo ¢islo).

3.1.3 Analyza reSeni

Nyni muzeme pristoupit k analyze vysledku feseni modelu. Vyuzijeme k tomu grafické
moznosti prostiedi R.
Diskrétni pripad

Abychom mohli vykreslit feseni v diskrétnim pripadé, je nutné pritadit parametrum
modelu Ny, a a b konkrétni numerické hodnoty. Budeme proto pro demonstraci uvazovat



populaci zajice polntho, pro kterou umime parametry zjistit. Z literatury [23] zjistime, zZe
samice zajice polniho vrha 3—4 krat do roka 1-7 mlddat a Ze se zajic polni doziva 10-12 let.

Na zékladé téchto tidaji odhadneme hodnoty koeficienti porodnosti a imrtnosti. Pred-
pokladame ptitom, ze samic je v populaci stejny pocet jako samctu a plozeni novych jedincu
je prumérné. Samice zajice tedy 3,5 krat v roce vrhne 4 mldd’ata. To je celkem 14 nové
narozenych jedincu za rok. Jelikoz je v populaci samic polovina, pomér nové narozenych
vzhledem k celkovému poctu jedincu populace bude ,,pouze® 7. Jak zjistime dale, tato hod-
nota je velmi vysokd. Proto pro vétsi prehlednost prejdeme k délce kroku rovné jednomu
meésici. Koeficient porodnosti tak bude dvanactina z puvodné vypocitané hodnoty, tj. a = %

Podobné odvodime koeficient umrtnosti. Zajic polni se doziva prumérné 11 let, za rok
tedy zemfte ﬁ jeho populace. Opét prejdeme k mésicnimu kroku a ziskdme b = Tlm . Necht
pocatecni velikost populace Ny je 100 jedincu. Pro ¢asovy krok rovny jednomu meésici celkem

mame:

7 1
N0—100, CL—E, b—ﬁ

Resen{ vykreslime nésledujicim postupem. Z rovnice , ktera je teSenim diferencni
rovnice , vypoc¢itame hodnoty feseni pro casové body, které néds zajimaji (napf. ¢ =
1,2,...,10), a piikazem plot() pro vykreslovini grafu je zobrazime. Piikazu plot() déle
nastavime nékolik nepovinnych argumentu (pomoci type urcime, ze pujde o bodovy graf,
pch (point character) nastavime na 19 pro plné puntiky, ddle nastavime col (color) pro
barvu bodu, main pro nadpis grafu, x1ab a ylab pro popisky os). Zdrojovy kéd pro vykresleni
nasleduje a vysledek je vidét na obrazku

NO<-100
a <-7/12
b <-1/(11%12)

t<-0:10
reseni<-NO*x(1+a-b)"t

plot (t,
reseni,
type="p"
pch=19,
col="brown",
main="V§yvoj populace zajice polniho v Zase (diskrétni pf¥ipad)",
xlab="Cas [m&sicl",
ylab="Velikost populace [jednotlivec]l")

Spojity pripad

Vyuzijeme nyni numerické hodnoty odpovidajici populaci zajice polniho z diskrétniho
pripadu také pro ptipad spojity - to nam umozni 1épe porovnat obé feseni a vSimmnout si
rozdili mezi nimi. Vykresleni spojitych funkci v prostfedi R budeme vzdy aproximovat po
castech - tedy jako lomené cary slozené z tsecek mezi body, které odpovidaji hodnotam
funkce v predem urcéenych ¢asovych okamzicich. Vyhodou je, ze hustotu téchto okamziku
si muzeme volit libovolné tak, aby vysledna lomend c¢ara poskytovala dostatecné presnou
aproximaci hladké kiivky odpovidajici vykreslované funkci. Nejprve si proto funkei N(t) v
R nadefinujeme. Jejimi argumenty budou jak ¢as t, tak pocatecni podminky a parametry



Vyvoj populace zajice polniho v ¢ase (diskrétni pripad)
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Obrdzek 3.1: Resent diskrétniho modelu pro populaci zajice polniho

Ny, a a b. To ndm umozni nésledné tyto hodnoty ménit, aniz bychom museli znovu definovat
celou funkei N (t).

N<-function(t,NO,a,b) {
return (NO*exp (t*(a-b)))
}

Nyni muzeme vykreslit jeji graf s isecCkami mezi zvolenymi ¢asovymi okamziky (za¢néme
st =1,2,..10, stejné jako v diskrétnim piipadé). Argument type nyni nastavime na 1
(liniovy graf) a namisto typu bodu pch zvolime §itku ¢ary 3 pixely pomoci argumentu lwd:

NO<-100
a <-7/12
b <-1/(11%12)

t<-0:10

plot (t,
N(t,NO,a,b),
type="1",
lwd=3,
col="brown",
main="V§yvoj populace zajice polniho v Case (spojity pfipad)",
xlab="Cas [m&sic]l",
ylab="Velikost populace [jednotlivec]")

Vysledny graf, viditelny na obrazku[3.2] pfipomind hladkou exponenciédln{ kiivku, nicméné
pri pozornéjsim pohledu je mozné rozpoznat zlomy v jedenacti preddefinovanych casovych



Vyvoj populace zajice polniho v ¢ase (spojity pripad)
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Obrdzek 3.2: Resend spojitého modelu pro populaci zajice polniho

okamzicich. Abychom ziskali hladsi a na pohled péknéjsi kiivku, vratime se nyni v kodu o
jeden krok nazpét a nadefinujeme desetkrat jemnéjsi déleni ¢asového intervalu:

t<-seq(0,10,by=0.1)

Po opétovném vykresleni grafu je jiz lomena ¢ara (nyni se 101 zlomy) k nerozeznéni od
hladké exponencialni kiivky, kterd odpovidd nasi spojité funkci N ().

Pustme se nyni do malého experimentovani s nastavenim koeficienti porodnosti, imrtnosti
a s pocatecnimi podminkami modelu. Hodnoty lze nastavit pred vykreslenim modelu a opa-
kovanym spusténim vyse uvedeného kédu vykreslovat nové grafy a diskutovat rozdily mezi
vysledky. Ruzné variace Ny na prvni pohled nemaji vliv na tvar kiivky modelu: v zavislosti
na pocatecni velikosti se méni pouze vysledny pocet jedincu, ovSem dynamika populace je
stejnd. Jedinou vyjimkou je nastaveni Ny = 0, pii kterém se (dle oéekdvéni) nulova pocatecni
populace neni schopné rozmnozovat a pocet jedincu je stale nulovy.

Jiného vysledku dosdhneme, pokud budeme pracovat se vzdjemnym pomeérem koefici-
entu porodnosti a imrtnosti a a b. Opét budeme ocekavat, ze pokud je porodnost vyssi
nez umrtnost, populace poroste (a jak je patrné z nasich dosavadnich experimentu, expo-
nencidlng), ovéiime nyni také prirozend ocekavéani, ze pokud jsou oba koeficienty stejné
velké, velikost populace se nebude ménit a navic, pokud koeficient imrtnosti prevysi koefi-
cient porodnosti, populace po néjaké dobé vymfte.

Zvolime obdobny postup jako v predchozim ptipadé, s tim rozdilem, ze nejprve vy-
kreslime prézdny graf (v grafu bude nejprve jen jediny bod v poéatku, pomoci argumentu
cex mu nastavime nulovou velikost, aby nebyl viditelny, ddle nastavime pomoci argumentu
xlim a ylim vodorovny a svisly rozmér grafu) a do néj pak tii varianty feseni modelu s



hodnotami po fadé a € [0,1;0,2;0,3] a b € [0,3;0,2;0,1] s ruznymi barvami éar@.
# Prdzdny graf (bod [0,0] a nulovd velikost puntiku diky cex=0)
plot (0,
0,
cex=0,
xlim=c(0,10),
ylim=c (0,800),
main="Vyvoj populace s ruznymi variantami koeficientu a a b",
xlab="Cas [m&sicl",
ylab="Velikost populace [jednotlivec]")

t<-seq(0,10,by=0.1)
NO<-100

# Cyklus se tTemi wvariantami
for (i in 1:3) {

a <-c(0.1,0.2,0.3)[1i]

b <-c(0.3,0.2,0.1)[1i]

lines (t,
N(t,NO,a,b),
lwd=3,
col=c("forestgreen","gold","brown")[i])

Vysledek je patrny z obrazku kde hnédd cara odpovida rostouci populaci (a > b),
zlutd ¢éra populaci z neménnou velikosti (¢ = b) a zelend ¢ara populaci, kterd postupné
vymie (a < b). Muzeme tedy dospét k nasledujicim zavérum. Pokud bude koeficient po-
rodnosti vyssi nez koeficient imrtnosti, velikost populace bude exponencialné rust. Pokud
budou hodnoty koeficientu totozné, populace bude mit stéle stejnou velikost. A jestlize bude
koeficient imrtnosti vyssi nez koeficient porodnosti, populace bude vymirat. Poc¢atecni ve-
likost populace nemd na zminéné chovani teseni zadny vliv (pokud je vyssi nez nula). V
diskrétnim pifpadé je situace prakticky totozna. Reseni se chovd kvalitativné stejné, ,, malé“
rozdily muzeme pozorovat v hodnotach velikosti populace v jednotlivych ¢asovych bodech.

3.1.4 Numerické reseni

Doposud jsme pracovali se symbolickymi feSenimi modelli, ziskanymi bud za pomoci
rucniho vypoctu nebo software Python. Uvedme si nyni, jak implementujeme vytvoreny
model v jazyce R a jak ziskdme jeho numerické feseni, které nam rovnéz poslouzi k vizualizaci
vysledku,v nékterych ptipadech dokonce jednodussi, nez jsme dosud vidéli.

Pro matematické modelovéani spoc¢ivajici v feSeni (soustav) diferencnich a diferencidlnich
rovnic v prostfedi R budeme vyuzivat tzv. fesi¢ neboli funkci ode() (ordinary differential
equations) z knihovny deSolve [32], volné dostupné na tlozisti CRANI?]. Pied pouzitim
budeme muset opét balik nainstalovat do pocitace (staci pouze jednou) a nacist (vzdy pii
spusténi skriptu):
install.packages("deSolve")
library("deSolve")

187de zvolené barvy , a jsou viceméné nahodné vybrany z iroké palety barev, které nabizi prostiedi R
pod jejich anglickymi ndzvy. Alternativné lze pouzit zaddni barvy pomoci funkce rgb ()

I9CRAN je zkratka pro Comprehensive R Archive Network, jde o otevieny repozitaf obsahujici desetitisice
knihoven pro jazyk R, které lze snadno instalovat pifimo z prostiedi Rstudia.
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Obrdzek 3.3: Reseni modelu pro rizné poméry koeficientii porodnosti a a wmrtnosti b

Pro zadéani (soustavy) diferen¢nich nebo diferencidlnich rovnic, které budeme fesit, do
funkce ode() bude vzdy zapotiebi nadefinovat 5 argumentu funkce: y, times, func, parm a
method. Argumenty nyni jen stru¢né predstavime a podrobnéjsi diskuzi o jejich vhodném
nastaveni ponechame na pozdéji, do textu jednotlivych prikladu:

y

times

func

parms

method ...

pocatecni podminky (tedy v Case pocatku teseni, obvykle v ¢ = 0)

jako vektor (c()) rovnosti (blize viz dalsi text)

numericky zadané hodnoty casu, ve kterych chceme ziskat vysledek,

prvni hodnota je povazovana za pocatek pro reSeni

predstavuje samotnou soustavu diferencialnich rovnic, soustava se zadava jako
seznam (1ist()) pravych stran téchto rovnic v podobé funkei (function()),
jejichz argumenty jsou ¢as, seznam promeénnych a seznam parametru

(blize viz dalsi text)

vSechny ostatni parametry vystupujici v jednotlivych rovnicich

(tedy vSechna ¢isla, kterd nejsou proménné, v nasem piipadé napi. porodnost)
metoda, kterou Tesi¢ pouzije

(v nasem piipadé 1soda pro diferencidlni a iteration pro diferen¢ni rovnice)

Diskrétni pripad

V ptipadé numerického feSeni v prostiedi R neni mozné ziskat vysledek bez predchoziho
zadani konkrétnich ciselnych hodnot vsech parametri a pocdteénich podminek modelu.
Muzeme proto nyni setrvat u predeslého piikladu s populaci zajice polniho a podivat se,
jak dospét k totoznému feseni pomoci numerickych metod.



V prvni fadé uréime hodnoty poc¢atecnich podminek a parametru modelu (to provedeme
zcela totozné s predchozim piikladem) a nasledné nadefinujeme vyse uvedenych pét argu-
mentu funkce ode () v poradi, ve kterém byly zminény vyse. Argumentu y pfitadime vektor
pocatecnich podminek podminky. Vektor je vhodné zadavat jako tzv. vektor s pojmenovanymi
prvky (named vector), tj. ve tvaru, kdy kazdy prvek je zaddn rovnici, na jejiz levé strané je
nazev prvku (v nasem piipadé velikost populace N(t) nazveme prosté N) a na pravé strané
hodnota (tedy Ny neboli N0). Zadéani ¢asovych okamziku pro ziskani Feseni zustdva stejné
jako v predeslych prikladech, za pozornost ovSsem stoji zadani soustavy diferen¢nich rovnic
(v nasem piipadé zatim jediné rovnice): soustavu zaddme jako funkci casu, proménnych
a parametru, kde proménné i parametry budou reprezentovany ve formé vektoru (opét je
vhodné volit vektory s pojmenovanymi prvky). Néavratovd struktura této funkce (argument
piikazu return()) bude typu seznam (1list). Kazdy prvek ndvratového seznamu obsahuje
pravou stranu jedné diferencidlni/diferen¢n{ rovnice na jejiz levé strané je bud derivace dané
funkce nebo n+ 1. prvek dané posloupnosti. Protoze nasim cilem je nalézt feseni rovnice [3.1],
bude mit prava strana tvar N(t) + N(t) - (a — b). Vektory proménnych a parametru je jako
argumenty funkce soustava zapotiebi néjak pojmenovat, pro stru¢nost volime nazvy prom a
par. Pfi zaddvani rovnic pak jednotlivé proménné a parametry ve vektorech indexujeme bud
¢iselné (to je ale obvykle nepiehledné) nebo, pokud jsme zvolili pojmenovéni prvku, pomoci
jejich nazvu. Zatimco vektor parametru specifikujeme v dalsim kroku, vektor proménnych jiz
neni tfeba definovat, protoze informace o proménnych je jiz vlozena do diive nadefinovaného
vektoru pocatecnich podminek. Opét je vhodné vektor parametru definovat jako vektor s
pojmenovanymi prvky. Poslednim argumentem je metoda, kterou pro diferencidlni rovnice
vzdy nastavime na hodnotu iteration:

NO<-100
a <-7/12
b <-1/(11%12)

podminky<-1list (N=NO)

t<-0:10

soustava<-function(t,prom,par) {
return(list(c(prom[1]+prom[1] *(par[["a"]l]l-par[["b"1]1))))

}

parametry<-list("a"=a,"b"=b)

metoda<-"iteration"

Jakmile je timto zpusobem nadefinovano vsech 5 povinnych argumentu, lze ptikrocit k
nalezeni samotného feSeni pomoci piikazu ode (). Nez si ovSem feSeni ulozime do proménné
reseni, provedeme jesté jeden krok, spocivajici v konverzi matice vysledku na datovou ta-
bulku (data.frame), se kterou se ndm bude podstatné lépe pracovat. K tomu vyuzijeme
ptikazu as.data.frame():

reseni<-as.data.frame (ode(podminky ,t,soustava,parametry ,metoda))

Vykresleni do grafu pak provedeme témér totozné s predchozim prikladem, jen jako
prvni dva argumenty prikazu plot() pouzijeme prvni dva sloupce datové tabulky reseni
(konkrétné reseni$time pro ¢as a reseni$N pro velikost populace). Vysledkem pak bude
obrazek totozny s obrazkem [3.1] (pro tisporu mista obrézek neopakujeme podruhé):

plot(reseni$time,
reseni$N,
type="p",
pch=19,
col="brown",
main="Vyjvoj populace zajice polniho v tase (diskrétni pf¥ipad)",



xlab="Cas [m&sicl",
ylab="Velikost populace [jednotlivec]")

Spojity piripad

Numerické Teseni se ve spojitém piipadé vyrazné neodchyluje od feseni diskrétniho. Po-
nechdvame beze zmény pocateéni podminky, nastaveni i definici parametru modelu a zmény
dostoji pouze argument method, ktery nastavime na lsoda, coz odpovida algoritmu, ktery
umi vybrat nejvhodnéjsi metodu pro feseni dané soustavy diferencidlnich rovnid®} Zmény
dozné téz argument soustava, ktery se nyni bude skladat z pravé strany rovnice |3.5}

NO<-100
a <-7/12
b <-1/(11%12)

podminky<-c("N"=NO)

t<-0:10

soustava<-function(t,prom,par) {
return(list(c(prom["N"]+prom["N"]*x(par["a"]-par["b"1))))

}

parametry<-c("a"=a,"b"=b)

metoda<-"iteration"

reseni<-as.data.frame (ode(podminky ,t,soustava,parametry ,metoda))

plot(reseni$time,
reseni$N,
type="p"
pch=19,
col="brown",
main="V§yvoj populace zajice polniho v Zase (diskrétni pF¥ipad)",
xlab="Cas [m&sicl",
ylab="Velikost populace [jednotlivec]")

Stejné jako v diskrétnim piipadé vykresli piikaz plot () graf totozny s grafem, ktery
jsme ziskali pro spojité feseni v predchozi kapitole. Usetfime proto misto a odkazujeme na
obréazek 3.2

3.1.5 Modifikace modelu

Nyni porovname vysledky modelu s pozorovanim a kriticky zhodnotime model. Je ziejmé,
vylepseni modelu, které jej vice priblizi realité.

Velikost populace se ziejmé nemuze exponencidlné zvysovat do nekoneéna. Prostor, v
némz populace zije, je omezeny, podobné jako mnozstvi zivin, které ma k dispozici. Dopliime
proto predpoklad modelu, zZe imrtnost se bude zvysSovat se zvétsujici se populaci. Nejjed-
nodussi zpusob zavislosti je linedrni zavislost. Koeficient imrtnosti tedy nebudeme jiz chapat
jako konstantni ¢islo, ale jako rostouci linedrni funkci casu b+ c- N(t), kde b a ¢ jsou redlna
nezaporna cisla.

2ONastaveni argumentu method="1soda" vold pomérné letitou knihovnu lsoda napsanou v jazyce For-
tran, kterd obsahuje algoritmy, jez se snazi vybérem vhodné metody piedejit tzv. tuhému (anglicky stiff)
problému, tj. nestabilité pfi hledani feseni soustavy diferencidlnich rovnic. Nejde tedy pfimo o metodu feseni,
ale jakousi ,,nadstavbu“, kterd provede vybér za nas.



Podobné jako diive ziskame dvé rovnice modelu.
Diskrétni pripad:
N(t+1)=(1+4a—b)-N(t)—c-N(t)?, N(0)= Ny (3.9)
Spojity pripad:
N'(t)=(a—0b)-N(t) —c-N(t)*, N(0)= N (3.10)

V diskrétnim ptipadé se nam nepodaii ziskat analytické feseni modelu jako diive, z
rekurentniho predpisu vSsak muzeme urcit velikost populace v libovolném c¢ase t. Zaméime
se proto nejprve na spojity piipad, v némz je analyza feSeni jednodussi.

Jak jsme prislibili v predchozim textu, jesté jednou (naposledy) zavolame na pomoc kni-
hovnu sympy jazyka Python, zprosttedkovanou knihovnou reticulate jazyka R. Po spravném
zadani tak obdrzime feseni diferencidlni rovnice [3.10k

py_run_string("from sympy.abc import a,b,c,t")
py_run_string ("N=Function(’N’)")
py_run_string("f=Derivative (N(t),t)-(a-b)*N(t)+c*N(t)**2")
py_run_string ("print (dsolve (f,N(t)))")

Vysledek (a-b)*exp(a*x(C1+t))/(cx(exp(a*x(Cl+t))-exp(b*(C1l + t)))) muzeme tentokrat
interpretovat jako

(a —b) - e®(C1+)

N(t) - c- [ew(cl-i-t) — eb'(CH-t)]

(3.11)

nicméné konstanta C, kterou jsme timto zpusobem ziskali, se nam interpretuje hufe, nez
diive pouzivand pocatecni velikost populace Ny. Z dosazeni t = 0 nicméné muzeme tpravou
ziskat vztah pro substituci:

In(1— &)
Cy = ——oes
b—a

a po dosazeni konecné predpis funkce N (t) obsahujici pocatecni velikost populace Ny:

N()'(a—b)

N(t) =
O = N eT @by ) el

(3.12)

Presto, ze formulace modelu byla relativné jednoducha, vidime, ze ziskané teseni
je tvoreno funkei s pomérné slozitym predpisem. Skutec¢né, uroven slozitosti symbolickych
feSeni roste se zvysSujici se komplexitou pfedpisu modelu pomérné rychle a jiz pomérné
jednoduse formulované modely mohou vést na soustayv rovnic, které viibec nejsme schopni
resit symbolicky@. Proto se v nasledujicim textu omezime jiz pouze na numericka feseni
ziskand pomoci feSice ode() v prostiedi R a symbolickymi feSenimi se nadale nebudeme
zabyvat.

Analyzu TeSeni provedeme znovu graficky, za pouziti piikazu plot. PrepiSeme ziskané
feSeni do prostiedi R a opakované budeme ménit parametry a, b a ¢ a pocatecni podminku

21Dtvodem je obvykle neznalost algoritmu pro feseni daného typu soustav diferencidlnich rovnic. Je proto
mozné, ze symbolické feSeni existuje, ale nikdo dosud neobjevil nastroje pro jeho nalezeni.



Ny = 100 a zkoumat zavislost feseni na jejich hodnotach. Na zakladé diive uvedenych
udaju zvolme: Ny € [50;500], a € [0;1,17], b,c € [0,007;0,0083] (pfipustime, ze koeficient
porodnosti muze byt i nulovy, abychom mohli pozorovat vyvoj feseni i v piipadé, kdy je
koeficient porodnosti nizsi nez koeficient imrtnosti). Velikost koeficientu ¢ pro jednoduchost
povazujme za srovnatelnou s koeficientem b. Graf feseni odpovidajicitho nésledujicimu kédu
pro puvodni hodnoty je vykreslen na obréazku [3.4]

N<-function(t,NO,a,b) {
return ((NO*(a-b))/(NO*c+(a-b-NO*c)*exp ((b-a)*t)))
}

NO<-100

a <-7/12

b <-1/(11%12)
c <-1/(11%12)

t<-seq(0,10,by=0.1)

plot (t,
N(t,NO,a,b),
type="1",
lwd=3,
col="brown",
main="Modifikovany vyvoj populace zajice (spojity ptipad)",
xlab="Cas [m&sic]l",
ylab="Velikost populace [jednotlivec]")

Nastavovanim ruznych hodnot parametru v ramci uvedenych rozsahtu zjistime, ze veli-
kost populace se vzdy (po ,dostatecné® dlouhém ¢ase) ustéli na néjaké hodnoté, pfi niz je
populace v dynamické rovnovéze s prostfedim (neroste ani nevymird). V R muzeme tuto
hodnotu ur¢it snadno dosazenim hodnoty ¢ = oo do funkce N(t), (tedy spusténim kédu
N(Inf,NO,a,b)), obecnéji vSak bude vhodné ji uréit z rovnice modelu polozenim levé strany
rovné nule, tj. vynucenim nulové derivace (zmény) velikosti populace v ¢ase:

0= (a—0b)-N(t)—c-N(t)? (3.13)

Rovnice ma jediné nenulové teseni, a to:
a—b
N(t) = .

c

Pokud a > b, velikost populace se ustdli na hodnoté 2= (tj. tlim N(t) = 2=%). Pokud
—00

a < b, populace vymfe (stejné jako v predchazejicim modelu). Zminéné chovéni plati pro
libovolnou nenulovou pocatecni velikost populace.

Pravé odvozenou ustalenou hodnotu velikosti populace “T_b nazyvame uzivnosti (resp.
kapacitou) prostredi a znac¢ime pismenem K. Oznac¢me déle

r=a—>b.

Tento parametr, tj. rozdil koeficientu porodnosti a imrtnosti, se nazyva vnitini koeficient
rustu populace.



Modifikovany vyvoj populace zajice (spojity pripad)
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Obrdzek 3.4: Reseni modifikovaného modelu pro hodnoty a = %, b = ﬁ, c = Tlm a
Ny = 100

Pri tomto oznaceni muzeme spojity pripad rovnice puvodniho modelu [3.5] prepsat na
tvar:

N'(t) =7 N(t) (3.14)

a spojity ptripad rovnice modifikovaného modelu na tvar:

N'(t) = r- (1 - %) N (D). (3.15)

Chovani feseni v pripadé modifikovaného modelu zavisi na pocateéni velikosti populace.
Velikost populace v ¢ase klesd, pokud N(0) > K, roste, pokud N(0) < K, pfipadné zustava
konstantni. Zavislost feSeni na pocatecni velikosti populace dokumentuje nasledujici kod a
obrazek vnémz K =76 a Ny € {15;30;...;150}. Pomoci for-cyklu je vygenerovéno 10
feseni pro jednotliva Ny, kterd jsou vykreslena v jednom grafu piikazem lines().

N<-function(t,NO,K,r) {
return(1/(1/K+(1/NO-1/K)*exp(-T*t)))
}

r<-76/(11%12)
K<-76



t<-seq(0,10,by=0.1)

plot (0,
0,
cex=0,
x1lim=c(0,10),
ylim=c(0,150),
main="Z&avislost velikosti populace na poZdte&ni podmince",
xlab="Cas [m&sic]l",
ylab="Velikost populace [jednotlivec]")

for(i in 1:10) {
NO<-15x%1i
lines(t,N(t,NO,K,r),1lwd=3,col="brown")
}

Zavislost velikosti populace na pocate¢ni podmince

o
u_J —
o
D
=
g
L]
: 8-
®
L]
[
=
]
'+ I
®
ol
—
it
=
D —]
I I I | I I
0 2 4 4] 8 10
Cas [mésic]
Obrdzek 3.5: Reseni modifikovaného modelu pro hodnoty a = 1—72, b = ﬁ, c ﬁ a

Ny € {15;30;...;150}

Vratme se nyni k diskrétnimu ptipadu modifikovaného modelu ktery je mozné po
zavedeni parametru K a r prepsat do tvaru:

N(E+1) = N(£) +7- N(1) - ( - %) . N(0) = Ny, (3.16)

vvvvvv

pripadé. Pro jednoduchost uvazujme situaci, kdy je nenulova pocatecni velikost populace



Ny nizsi nez uzivnost prostiedi K pro tuto populaci. V zavislosti na velikosti vnitiniho
koeficientu rustu r muzeme pozorovat ¢tyfi (kvalitativné) ruznd feseni (viz [28]): velikost
populace monoténné roste k hodnoté tzivnosti prostiedi (varianta 1), pfiblizuje se k ni s
tlumenymi oscilacemi (varianta 2), kolisa kolem této hodnoty pravidelné (varianta 3), nebo
kolem této hodnoty kolisa nepravidelné, chaoticky (varianta 4). Diive pouzitym hodnotam
parametri 7 a K (u spojitého pripadu) odpovidd prvnf varianta (obrazku [3.6)).

Pred vykreslenim obrézku spoc¢teme hodnoty posloupnosti N(t) pro viechny ¢tyii va-
rianty vnitiniho koeficientu rustu r (oznacme jej ry, ro, 73 a ry), pomoci jednoduchého
for cyklu, tedy rekurentnim zpusobem. Vyhneme se tak nutnosti vyfesit model symbo-
licky a ziskdme pfesné Teseni. Vyuzijeme pro to prirozenou vlastnost jazyka R, ktery nam
umoznuje jednoduse pracovat s vektory a datovymi tabulkami a nadefinujeme r jako vektor
o c¢tytech prvcich a N jako datovou tabulku o ¢tyfech sloupcich. Pro vykresleni ¢tvetice
grafu vyuzijeme déle nasledujici argumenty grafického piikazu par(): mfrow pro nastaveni
poctu grafu nad sebou a vedle sebe, mar pro nastaveni okraju grafu a oma pro nastaveni
okraju celého obrazku:

r<-c(76/(11%12),1.8,2.3,3.0)
NO<-20
K <-76

t<-0:10
popisky<-c("0 < r < 1","1 < r < 2","2 < r < 2.8","r > 2.8")

N<-as.data.frame(matrix(NA,11,4))

par (mfrow=c(2,2) ,oma=c(1.5,1.5,2,0)) # nastaveni 7ddki a sloupci
for(var in 1:4) {
N[1,var]<-NO
for(cas in 1:10) {
N[cas+1l,var]<-N[cas,var]+
r[var] *N[cas,var]*
(1-N[cas,var]/K)
}
par (mar=c(3,3,2,1))
plot (t,
N[,var],
type="p"
pch=19,
ylim=c(0,100),
col="brown",

main=pasteO("Varianta ",var,": ",popiskyl[varl]),
xlab="",
ylab=" n)

}

par (mfrow=c(1,1))

title(main="V1iv koeficientu r na velikost populace",
line=0.5,outer=TRUE)

mtext ("Cas [mé&sic]",side=1,1line=0,outer=TRUE)

mtext ("Velikost populace [jednotlivec]",side=2,
line=0.5,outer=TRUE)



Viiv koeficientu r na velikost populace
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Obrazek 3.6: Vliv vnitiniho koeficientu rustu na velikost populace

3.2 Populace pod tlakem nespecializovaného predatora

3.2.1 Identifikace a sestaveni modelu

V predeslém piikladu jsme modelovali rust populace, ktera neni ovlivnéna svym okolim.
Nyni pfejdeme k situaci, kdy je v prostiedi, v némz se uvazovana populace vyviji, také
nespecializovany predator. Nespecializovany predétor je takovy, ktery neni zavisly na koristi
z uvazované populace, ma i alternativni zdroje obzivy. Velikost jeho populace tedy muzeme
povazovat za konstantni a do modelu ji nemusime zahrnovat.

Prvni predpoklad pti tvorbé modelu bude prirozeny: predatoii ulovi takové mmnozstvi
koristi, které je imérné dobé lovu, tj. mnozstvi ulovené kotisti za casovy interval délky h
je rovno p - h. Parametr p se nazyva intenzita predace a vyjadiuje predacni tlak vyvijeny
na uvazovanou populaci, presnéji feceno: mnozstvi koristi, které predatoti ulovi za jednotku
casu. Intenzita predace zavisi na velikosti N populace kofisti, tj. p = p(NN). Abychom tuto
zavislost vyjadrili, prijmeme dalsi dva pfirozené predpoklady:

e pokud neni uvazovana populace pritomnéd, predatofi nic neulovi a zivi se alternativni
potravou,

e pokud je uvazovana populace velikd (vétsi nez predéatori dokazi snist), lovi predatori
jen omezené mnozstvi jedincu, které predstavuje jakousi hladinu nasycend.

Tyto predpoklady zapiseme ve tvaru rovnosti:

p(0) =0, p(N)=S pro N > Ny,



kde parametr S predstavuje hladinu nasyceni, Ny,.;; kritickou hodnotu velikosti populace (je-
li velikost uvazované populace vétsi nez kritickd, predatofi jsou nasyceni). Zvolme za p(N)
nejjednodussi funkci, ktera spliuje uvedené predpoklady, tedy funkci linedrni na intervalu
[0; Nirit], jinak konstantni:

S'Ni\in oo N < Nigig,

p(N) = (317
S .. N > Nkrit

U ptedeslého modelu jsme v diskrétnim piipadé dospéli k rovnici:

N(t+1)=N(t)+r- N(t)- (1 - %) . N(0) = N, (3.18)
a ve spojitém pripadé k rovnici
N =7 - (1 - %) N(t), N(0) = No. (3.19)

Obé tyto rovnice lze za pouziti ¢asového kroku h vyjadrit ve tvaru

N(t+h):N(t)—|—r-N(t)-(1——>-h, N(0) = Np. (3.20)
Vyraz

N(t) - (1 . %) h, N(0) =N,

lze interpretovat jako prirozeny piirustek velikosti populace za ¢asovy interval délky h.
Rovnice je rovnici [3.20] pro h = 1, rovnice je meznim piipadem rovnice [3.20] pro
h — 0.

Nyni vyjadiime zmeénu velikosti populace za casovy interval délky h jako pfirozeny
prirustek populace zmenseny o mnozstvi ulovenych jedinct. Rovnici tedy dale mo-
difikujeme a dostaneme model rustu populace pod tlakem nespecializovaného predatora ve
tvaru

N()

N(t+h):N(t)+r-N(t)-(1— -

) -h—p(N(t))-h, N(0)= No. (3.21)
kde funkce p(N) je ddna rovnost{ [3.17} Pro h = 1 dostaneme model diskrétni:

N

N({t+1)=N(t)+r-N(t)- (1— I

) —p(N(t)), N(0)= Ny, (3.22)

limitnim prechodem h — 0 dostaneme model spojity:

N'(t) =7 N(t) - ( - M) —p(N(t)), N(0)= Ny (3.23)



3.2.2 Implementace modelu a jeho reSeni

S rostouci slozitosti modelu vzrustd i naroénost vypoctu feseni. Podobné jako v predchozim
modifikovaném modelu nejsme schopni urcit feseni diskrétniho pripadu [3.22] z rekurentniho
predpisu vsak muzeme (pfi znalosti numerickych hodnot parametri modelu) urcit hodnotu
velikosti populace v libovolném c¢ase t. Ve spojitém piipadé je mozné rovnici rozlozit na
dva pifpady (podle a v R jiz znamym postupem pii polozeni derivace N'(t) = 0 nalézt
feseni pro kazdy pifpad zvlast. Tento postup je vSak mozny jediné tehdy, kdy je velikost
populace stéle ,,pod hladinou* N, nebo stéle nad ni (pfipoustime i rovnost).

V obecném ptipadé je nutné fesit rovnici za pomoci numerickych metod, k ¢emuz
musime znat numerické hodnoty vSech parametru modelu. Muzeme opét uvazovat populaci
zajice polniho, na jehoz tizemi nyni Zije i liska obecna jakozto nespecializovany predator.
Musime vsak zjistit hodnoty pouzitych parametriu. Od této chvile se pro zbytek textu od-
klonime od konkrétnich hodnot naméfenych v praxi a pro jednoduchost a nazornost budeme
volit ,, vymyslené“ (avsak realistické) nastaveni parametru. V grafech proto déle nebudeme
uvadeét jednotky (které se mohou lisit pro ruzné modelované populace), nebot ndm jde o
kvalitativni chovani populaci. V tuto chvili zvolme napiiklad nasledujici nastaveni:

S =300, r=1, K =1000, N =200, Ny = 500.

Pred vlastnim fesenim modelu je tfeba nadefinovat v R predac¢ni funkeci p(N) tak, jak
jsme si ji popsali v [3.17] Funkce bude mit t¥i argumenty: velikost populace N, kritickou
hladinu, pti které dojde k nasyceni predatora Ni,.;; a vlastni hodnotu nasyceni S:

p<-function(N,Nkrit,S) {
if (N <= Nkrit) {
return ((S/Nkrit) *N)
}
elsed{
return (S)

}

Nyni lze pristoupit k nadefinovani hodnot parametru a vlastnimu vypoctu a vykresleni
fesenf modelu (obr 3.7

NO<-500
r<-1
K<-1000
Nkrit<-200
S$<-300

podminky<-c("N"=NO)
t<-seq(0,20,by=0.1)
soustava<-function(t,prom,par) {
return (list (c(par["r"]*prom["N"]*(1-prom["N"]/par["K"])-
p(prom["N"],par ["Nkrit"],par["S"]1))))
}
parametry<-c("r"=r,"K"=K,"Nkrit"=Nkrit,"S"=8)
metoda<-"1lsoda"

reseni<-as.data.frame (ode(podminky ,t,soustava,parametry ,metoda))

plot(reseni$time,



reseni$N,

type="1",

lwd=3,

col="brown",

main="Populace pod tlakem nespecializovaného predatora",
xlab="Cas",

ylab="Velikost populace")

Populace pod tlakem nespecializovaného predatora
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Obrazek 3.7: Numerické reseni rovnice

Obé rovnice a vyjadiuji zménu velikosti populace v case. Ustalena hodnota
feSeni je ptritom takova, ktera se v case neméni, tj. v diskrétnim ptipadé pro ni plati:

N(t+1)— N(t) =0 (3.24)

a ve spojitém:

N'(t) = 0. (3.25)

Oboji vede na rovnici

roN(E) - (1 - %) —p(N(1)) = 0. (3.26)

Rovnici nyni vyfesime pro oba pripady (viz[3.17)):



1. Budeme ptedpoklddat, ze populace dravce neni nasycena a tedy predaéni funkce p(N)
se nachézi ve své linedrné rostouct fazi: p(N(t)) = S- % Ziskavame tak kvadratickou
rovnici: /

N(t) N(t)
“N@t)-(1——=) -85 = 2
r- N(t) ( e ) S N 0, (3.27)
kterou muzeme upravit na tvar
K-S
N@t)?— | K - - N(t) = 0.
( ) < Nkrit : T) ( )

Odtud ihned dostavame dvojici feseni:

Ny(t) =0, Ng(t):K-<1— S )

Nkrit =T

Prvni, nulové, feseni je trividlni, druhé si ulozime pro dalsi analyzu.

2. Ve druhém ptipadé budeme predpokladat, ze populace dravce je nasycena a tedy pro
predaé¢ni funkei plati P(N(t)) = S. Rovnice se nyni zméni na:

r-N(t).( —%)—S— , (3.28)

a po uprave

odkud ziskavame opét dvé feseni:

1 4.8 1 4.5
Ng(t):§~K~<1— 1_r~K>’ N4(t):§-K-<1+ 1_r~K>'

Stejné jako u predchoziho modifikovaného modelu je analyza diskrétni varianty modelu

vvvvvv

se zminime pozdéji.

V zavislosti na hodnoté pocatecni velikosti populace a vztahu mezi parametry modelu
se velikost populace v ¢ase ustdli na jedné ze ¢tyt pravé nalezenych hodnot Ny, N, N3
nebo N,. V prvnim piipadé populace vymfe (jeji velikost se ustéli na hodnoté 0). Celkem je
mozné rozlisit 5 ruznych kvalitativnich situaci. Pro kazdou z nich nésleduje obrazek feseni
s vytvorujicim kédem v prostiedi R.

Pro nalezeni feseni modelu je pouzit piikaz ode (), jenz zajisti numerické feseni ptislusné
diferencidlni rovnice. Resenf je provedeno pomoci for cyklu vzdy 21krat pro rizné pocatecni



hodnoty (N € {0,50,...,1000}). Preda¢ni funkei p(N) jiz znovu nedefinujeme, pouzivame
vyse uvedenou definici. Grafy feSeni jsou vytvoreny prikazy plot() a lines() opét pomoci
cyklu, obdobné jako v obrazku [3.5]

Protoze kéd pro vypocet je kromé ¢asti s definici parametru modelu S a Ny, stale
stejny, uvedeme jej pouze jednou na zacatku a nebudeme jej kromé uvedenych dvou radku
neustéle opakovat:

r<-1
K<-1000
Nkrit<-200
S<-300

t<-seq(0,20,by=0.1)
soustava<-function (t,prom,par) {
return(list(c(par["r"]*prom ["N"]*x(1-prom["N"]/par["K"]) -
p(prom["N"],par ["Nkrit"],par["S"]1))))
}
parametry<-c("r"=r,"K"=K,"Nkrit"=Nkrit,"S"=8)
metoda<-"1lsoda"

reseni<-as.data.frame (matrix(NA,201,21))

for(i in 0:20) {
podminky<-c("N"=50%1i)

reseni[,i+1]<-as.data.frame (ode (podminky,t,soustava,parametry,
metoda)) $N

}

plot (0,
0,
cex=0,

xlim=c (0,20),

ylim=c (0,1000),
main="Varianta 1a",
xlab="Cas",
ylab="Velikost populace")

for(i in 0:20) {
lines(t,reseni[,i+1],1wd=3,col="brown")

1. S>--r- K

AN,

a) Nkrit < %
Predator vyhubi uvazovanou populaci (N (t) = Ny) pii jakékoliv poc¢ateéni hodnoté
Ny > 0. Reseni je patrné z obrézku [3.8] ktery je vysledkem kédu uvedeného vyse
pro nastaveni parametru:

S =300, r=1, K =1000, Ng. =200, Ny € {0;50;...;1000}
= N; =0
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Obrazek 3.8: Varianta 1a

b) Nkrit S g

Velikost populace se ustali na hodnoté Ny pti jakékoliv pocateéni hodnoté Ny > 0,
tj. predator zmensi ustélenou velikost populace (z hodnoty K'). Nulova populace
zustava prirozené nadale nulovou — obrazek pro nastaveni parametru:

S =300, r=1, K =1000, Ng.; =400, Ny € {0;50;...;1000}
:>N1:0, Ny = 250

Tedy v predeslém kédu v prostiedi R zménime definici parametru Ng,.;; a S takto:

Nkrit<-400
S<-300

a ziskame tak feSeni Ny = 0 a Ny = 250.

2. S<}1-7‘-K

a) Nirit > N3

Velikost populace se ustali na hodnoté N, pti jakékoliv pocateéni hodnoté Ny > 0,
tj. predator zmensi ustélenou velikost populace (z hodnoty K'). Nulova populace
zustava prirozené nadale nulovou — obrazek pro nastaveni parametriu:

S =200, r=1, K =1000, Ny =400, Ny € {0;50;...;1000}
= N, =0, N,=724
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Obrazek 3.9: Varianta 1b

Tedy v predeslém kédu v prostiedi R zménime definici parametru Ng,.;; a S takto:

Nkrit<-400
S<-200

a ziskdame tak Teseni N; = 0 a Ny=T724.

5 < Nirit < Ns

Pokud Ny > N3, velikost populace se ustali na hodnoté N,. Pokud Ny < Njs,
ustali se na hodnoté N,. Pro Ny = N3 zustane velikost populace stejna. Predator
tedy opét zmensi ustalenou velikost populace; nova ustalend velikost populace vsak
zévisi na jeji pocétecni velikosti. To je patrné z obrézku [3.11]s pfidanou ¢arkovanou
carou pro Ny = N3 pii nastaveni parametru:

S =200, r=1, K =1000, Ny =400, Ny € {0;50;...;1000}
= N, =0, Ny =200, N3=276, N,=724

Ptidani ¢ary do presné hodnoty pro N3 provedeme nésledujicim kédem (s nasta-
venim argumentu piikazu lines() pro typ ¢ary 1ty=5 neboli dlouhé ¢arkovani):

# Pridani TeSeni N3:

podminky<-c("N"=K/2*x(1-sqrt (1-4*S/(r*K))))
reseni[,22]<-as.data.frame (ode (podminky,t,soustava,parametry,

metoda)) $N
lines(t,reseni[,22],1wd=3,1ty=5,col="brown")
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Obrazek 3.10: Varianta 2a

Tuto moznost lze také interpretovat takto: velikost dynamicky stabilizované popu-
lace zavisi na historii. Pokud populace invadovala do prostiedi obsazeného populaci
predatora, je stabilizovana populace mala. Naopak, pokud do prostiedi se stabili-
zovanou populaci invadovala populace predatora, je stabilizovana populace velka.

Nkrit S g:
Pokud Ny > N3, velikost populace se ustali na rovnovazné hodnoté N,. Pokud
Ny < N3, ustali se na hodnoté 0. Pro Ny = N3 zustane velikost populace konstantni.

Predator tedy zmensi ustalenou velikost populace nebo populaci vyhubi v zavislosti
na jeji pocatecni velikosti — obrazek pro nastaveni parametru:

S =200, r=1, K =1000, N — 400, Ny € {0:50:...:1000}
= N = 0, N3:276, N,=T724

A obdobnym zpusobem jako v predchozim piipadé ptidame k preddefinovanym
pocatecnim poctum také pocateéni pocet Ny = N3 a vykreslime pro néj carkovanou
caru:

# Pridani Tedent N3:

podminky<-c("N"=K/2*(1-sqrt (1-4*S/(r*K))))
reseni[,22]<-as.data.frame (ode(podminky ,t,soustava,parametry,

metoda)) $N
lines(t,reseni[,22],1wd=3,1ty=5,col="brown")
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Obrazek 3.11: Varianta 2b

Predeslé moznosti chovani modelu plati pro spojity pripad . V diskrétnim pripadé
[B:22) je situace slozitéjsi. Obrézek a nasledujici kéd ilustruji moznost 2a) (tj. S <
3—1 -1« K, Ngriy > N3) v diskrétnim piipadé pro ¢ € {0;0,1;...;5}. V levém grafu jsou
vykreslena vSechna feseni najednou, v pravém je vybrano jedno teseni pro Ny = 1000. Pro
vétsi prehlednost jsou po sobé nasledujici hodnoty zobrazené jako cervené body, propojené
tenkou Sedou carou. Muzeme tak vidét, ze v téchto piipadech se velikost populace v Case
neustali na jedné hodnoté, ale osciluje kolem ni. Nulova pocateéni velikost vsak stejné jako

ve spojitém pripadé vede na nulové feSeni.

r<-3.2
K<-1000
Nkrit<-500
S<-300

t<-seq(0,5,by=0.1)
soustava<-function(t,prom,par) {
return(list (c(prom["N"]+par["r"]*prom ["N"]*(1-prom["N"]/par["K"]) -
p(prom["N"],par["Nkrit"],par["S"1))))
}
parametry<-c("r"=r,"K"=K,"Nkrit"=Nkrit,"S"=8)
metoda<-"iteration"

reseni<-as.data.frame(matrix(NA,51,21))

for(i in 0:20) {
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Obrazek 3.12: Varianta 2c¢

podminky<-c("N"=50%1i)

reseni[,i+1]<-as.data.frame (ode (podminky ,t,soustava,parametry,
metoda)) $N

par (mfrow=c(1,2)) # nastavent dvou grafu vedle sebe

plot (0O,
0,
cex=0,
xlim=c(0,5),
ylim=c(0,1100),
main="V8echny polatecni velikosti",
xlab="Cas",
ylab="Velikost populace")

for(i in 0:20) {
lines(t,reseni[,i+1],1lwd=1,col="gray")

}
for(i in 0:20) {
points(t,reseni[,i+1] ,pch=19,col="brown")

3

plot (0,



0,

cex=0,

xlim=c(0,5),

ylim=c(0,1100),

main="Na poZatku 1000 jedinca",
xlab="Cas",

ylab="Velikost populace")

lines(t,reseni[,21],1lwd=1,col="gray")
points(t,reseni[,21],pch=19,col="brown")

par (mfrow=c(1,1)) # nastaveni grafu 2zpé&t na celou §iTku

VSechny pocatecni velikosti Na pocatku 1000 jedincu
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Obrdzek 3.13: Reseni modelu ristu populace pod tlakem nespecializovaného preddtora v
diskrétni podobé pripadu 2a

P1i urcitém nastaveni parametru se nam dokonce muze stat, ze reSeni modelu bude dosa-
hovat zapornych ¢isel, jak ilustruje obrazek pro moznost la (tj. S > i-r - K, Nipir < %)
Pric¢inou je prilis velky ¢asovy krok pro dané hodnoty parametru modelu. Takové feseni
muzete vidét na obrazku [3.14] ktery byl vygenerovan stejnym kédem jako obrézek |3.13]
ovSem, s pozménénym nastavenim rozsahu svislé osy ylim=c(-200,1000) a hodnotami pa-
rametru:

S =500, r=1, K =1000, Ng.i =200
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Obrdzek 3.14: Reseni modelu ristu populace pod tlakem nespecializovaného preddtora v
diskrétni podobé pripadu 1a

3.3 Interagujici populace

Uvazujme obecnou rovnici (spoleé¢nou pro diskrétni i spojity model) z predeslého
modelu vyjadiujici rust populace v omezeném prostiedi, tj. rovnici

N(t+h) = N(t) +1- N(t) - < - %) ‘h, N(0) = Ny (3.29)
a jeji diskrétni variantu
N(t+1):N(t)~|—r-N(t)-( —%), N(0) = Ny (3.30)
a spojitou variantu
N'() = r- N() - < - %) ON(O) = N, (3.31)

Rovnici neomezeného (exponencialniho) rustu populace

N(t+h)=N(t)+r-N(t)-h, (3.32)



pripadné jeji diskrétni variantu

N(t+1) = N(t) + 7 N(t) (3.33)

nebo spojitou variantu

N'(t)=r-N(t), (3.34)

lze povazovat za specidlni piipad rovnice [3.29] ptipadné nebo pro K = oo, nebot

lim M

Koo K =0

pro jakoukoliv hodnotu N (¢).

Nyni predstavime nékolik modelu dvou, piipadné tfi, interagujicich populaci. Modely
budeme prezentovat v diskrétni i spojité varianté, analyzu jejich feSeni vSak budeme uvadét
spolu s priklady v R pouze pro spojity pripad.

3.3.1 Modely dvou interagujicich populaci

Nyni budeme uvazovat dvé populace na jednom tizemi. Oznac¢me N (t), resp. No(t), veli-
kost prvni, resp. druhé, populace v case t. Pokud by na sebe populace vzdjemné nepusobily,
vyvoj velikosti kazdé z nich by bylo mozné modelovat pomoci rovnice [3.29 o kterou z po-
pulaci jde, bychom odlisili dolnim indexem u vSech parametri, tedy

Ni(t+h) = Ni(t) + 71 - Ni(2) - (1 — Nll(—(t)) -h

Ny(t +h) = Ny(t) + 7y - Na(t) - (1 - NQ(t)) -h

Vliv velikosti jedné populace na rist druhé se muze realizovat bud prostiednictvim
prosttedi, které obé populace obyvaji, nebo piimo.

Model, kdy j-ta populace ovliviuje prostiedi, v némz zije i-ta populace

Necht 4,5 € {1;2},4 # j. Kvalitu prostfed{ pro i-tou populaci v nasem modelu vyjadiuje
jediny parametr K; — tzivnost (nosnd kapacita) prostiedi. Pokud j-td4 populace ovliviuje
prostiedi, jeho uzivnost jiz nebude konstanta K, ale bude zaviset na velikosti j-té populace.
Konstantu K; nahradime funkei &; argumentu N, (). Vyvoj i-té populace tedy bude popsan
rovnici

Ni(t)
ri(N;(t))
Nyni budeme specifikovat funkci x;. Ta musi spliovat dva prirozené predpoklady:

e Pokud neni j-t4 populace pritomnd, je uzivnost prostiedi nezménéna, tedy rovna
puvodni hodnoté K. Presnéji k;(0) = K.



e Pokud je j-t4 populace velikd, zméni tzivnost prostiedi na hodnotu Cj;, tedy
i k(N (1)) = Cig

Jednoduchad funkce, kterd splnuje obé podminky, je funkce lomena s linearni funkei v ¢itateli
i jmenovateli, tedy

oy o B+ Gy - NG ()
I{’L(N]<t>> - 1 _'_/yw . N](t)

(3.36)

V predpisu funkce se objevuje novy parametr «;;. Abychom lépe pochopili jeho vyznam,
urceme derivaci funkce x; podle velikosti j-té populace v bodé N;(t) = 0:

d K+ Cy-yij - Nj() _ Cy-vig - [L 473 - Ni(O)] = v - [Ki + Ciy -5 - V()]

dN;(t) 1+ ;- N;(t) [1+ ;- N;(1)]?

po uprave citatele pak dostavame

d  Ki+ Cyj - - Ni(t) _ i~ (Cij — Ky)

dN;(t) 1+ - N;(t) [1 4735 - N;(8)]?

po dosazeni za N;(t) = 0 je tedy derivace rovna v;; - (Ci; — K;). Nyni vydélime vysledek
rozdilem C;; — K; (tedy rozdilem dzivnosti prostiedi pro i-tou populaci mezi krajnimi hodno-
tami (tj. nekone¢nou a nulovou) velikosti j-té populace) a ziskavame hodnotu ~;;. Muzeme
proto 7;; chapat jako relativni zménu uzivnosti prostfedi pro i-tou populaci zpiisobenou
velmi malou (invazni) j-tou populaci vzhledem k celkové mozné zméné uzivnosti prostiedi
1-té populace.

Pro lepsi porozuméni je situace zobrazena na obrdzku [3.15 kde je funkce r;(N;(t))
vykreslena jako tlusta zelend kiivka o hodnoté K; = 200 pro nulovou velikost populace V;
a C;; = 500 pro nekonecné velkou populaci N; (hodnoty 200 a 500 jsou zvyraznény Sedou
¢arkovanou ¢arou). Parametr ;; je zndzornén jako strmost tecny ke kiivce v bodé N;(t) =0
(zelend carkovana pifmka). Pfi nastaveni pouzitém pro obrazek, kde v;; = 0,01 je z grafu
zFejmé, ze strmost tecny odpovidd dosazeni celého rozdilu C;; — K; (a tedy ustéleni N;(¢)
na hodnoté Cj; pii zvétseni populace N;(t) z 0 na 100 jedinci. V modelu je vSak dynamika
zmény velikosti populace N;(t) dand predpisem funkce x(N;(t)) pomalejsi a kiivka se od
piimky odklani k niz§im hodnotam (roste pomaleji a k C;; konverguje az v nekonecnu).

Obecné je pfirozené predpoklddat, ze konstanty K; a Cj; jsou nezaporné (v prostiedi
nemuze byt populace zdporné velikosti) a ze alespon jedna z nich je kladnd (prostiedi po-
pulaci nékdy uzivi). Vztah konstant K; a Cj; vyjadiuje ekologickou klasifikaci vztahu j-té
populace k i-té:

® Kz = Cij
j-ta populace je vuci i-té neutralny.

o K, > Cl'j
j-ta populace je amensdlem@ 1-té populace.

22 Amensalismus je populaéni vztah, pfi némz jedna populace uvoliiuje do prostiedi odpadni produkt nebo
specidlni latku, kterda populaci jiného druhu ovliviiuje negativné (potlac¢uje rust a vyvoj, zpusobi i zdnik)
[18].



Vyznam parametru y;

K(N{1))

N(t)
200 250 300 350 400 450 500
I

| | | I | |
0 200 400 600 800 1000

Obrdazek 3.15: Vyznam parametru ;;

o K, < Cij
j-t& populace je komensélem@ populace i-té. V této situaci muzeme dale rozlisit:

— Kiv = 0 — i-ta populace by bez pritomnosti j-té neptezila; j-t4 populace je ob-
ligatnim komensédlem populace i-té.

— K; > 0 — i-t4 populace preziva i bez pritomnosti j-té; j-ta populace je fakulta-
tivnim komensalem populace i-té.

Z rovnosti a dostavame model vyvoje velikosti dvou interagujicich populaci ve
tvaru soustavy rovnic

]) h
Tuto soustavu rovnic muzeme pro h — 0 konkrétné zapsat jako soustavu rovnic dife-
rencialnich

~ () [T 472 - No(t)]
Ki + Cia - 112 - Na(t)

)

)

“h
(3.37)

( )
~ No(t) [+ e - Na(t
Ky + Co -1 - Ny(t '

Ny(t + h) = Ny(t) + 72 - Na(t) - (1

2 Komensalismus je populaén{ vztah, pfi némz jedna populace vyuziva jinou bez jejtho poskozovani (jedna
populace mé ze vztahu prospéch, druhd neni ovlivnéna) [I§].



B Ni(t) - [1+ 2 - Ny
Ky + Cia 712+ Ny
N
Ny

Ni(t) =71 - Na(t) - (1 H)’ (3.38)

No(t) - [1+ 721 -
Ko+ Co - 721 -

Ni(t) =1y - Na(t) - (1 —

nebo pro h = 1 jako soustavu rovnic diferen¢nich

Ni(t+1) = Ni(t) + 71 Ni(2) - (1 B A}g(tﬁ)u‘(gl +-312 ngz]) ’
1 | 12 * 712 . 2 (3.39)
=) e (1 S )

V pripadé komensalismu muze dojit i k tomu, ze populace komensdla pii rostouci velikosti
zvétsuje izivnost prostiedi nade vSechny meze, limy;)—ooki(N;(t)) = o0o. Nejjednodussi
funkce, kterd modeluje tento jev, je funkce linearni

ki(Nj (1)) = Ki 4 735 - Nj(t).

Zde kladny parametr 7;; vyjadiuje absolutni narust uzivnosti prostiedi pro i-tou populaci
zpusobeny j-tou populaci o jednotkové velikosti.

Model konkurence (kompetice)

Model konkurence vyjadiuje interakci mezi populacemi zpusobenou sdilenymi pozadavky
na zdroj, ktery je omezené dostupny [20]. Obé populace si timto vzéjemné snizuji tizivnost
prostredi. Velikosti obou populaci se ustali na novych rovnovaznych hodnotach mensich, nez
byly hodnoty pro izolované (vzdjemné se neovliviiujici) populace.
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