Véta 13.9 (Cauchyovy-Riemannovy podminky): Predpoklidejme, Ze funkce f(z) =
= u(z,y) + iv(z,y) je definovand na oteviené mnoziné D C C. Funkce md derivaci

v bodé zg € D privé tehdy, jsou-li funkce u(z,y) a v(z,y) v bodé zy = xo + 1Yo
diferencovatelné a plati
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Vztahy (13.13) se nazijvaji Cauchyovy-Riemannovy podminky.

V prvui ¢dsti dikazu vyjdeme z predpokladu, Ze funkee f(z) ma derivaci v bodé 2z a oznacme

Re f'(z) = A, Im f'(2) = B. Plati
fr(zﬂ) = lim f(z:l — f(zﬁ} — lim f{Z) — fl::zﬂ) B f!(zﬁ}(z — Z'D::I =0.

Z—+Eq T — zn =—rEQ T — zn

(13.14)

Pocitejme citatele posledniho zlomku:
f(z) = f(z0) = f'(20)(2 — 20) =
= [u(z,y) + iv(z, y)] — [u(zo, vo) + iv(zo, w0)] — (A +iB)[(z — o) + iy — 30)] =
= [ulx, y) — u(zo,40) — Alz — z0) + By — wo)| +
+i[v(@,y) — (0, 30) — A(y — y0) — Bz — z0)] -
Definujme pomoci redlné a imaginarni ¢asti ziskaného virazu dvé funkce proménnych (z — )
a (¥ — %)
u(z, y) — u(zo,y0) — Alr — x0) + By — 10)
V@ =20 + (v — 00)?
v(z,y) — v(zo, yo) — A(y — yo) — Blx — m0)
\/(—"‘3 — m0)* + (y — %0)?

a pocitejme limitu téchto funkei pro z — 2y, tj. (7,y) — (7o, v0). Ze vztahu (13.14) a s vyuzitim
predposledni a posledni vlastnosti ve vété 13.4 postupné plyne

71(33— To, Y — ?,"0) =

7

Tz — 0,y — o) =

f(z) = f(z0) = f'(20)(z — 20)
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(g m)‘ﬁ(ﬁf — 0,y — Yo) +ime(x — 70,y — 1-'0:1| =0,

lim 7z — @0,y — o) =0, lim  7(r—zo,y—10) =0.
(z,y)—(zo.u0) (z,y)— (zo,u0)



Pro funkee u(z,y) a v(x,y) tedy nakonec plati

u(z,y) — u(zo, yo) = Az — x0) + (—B)(y — wo) +
+ 71(7 — Z0, Y — yu)\/(i' —70)* + (¥ —10)*,
v(z,y) — v(we, %) = B(x — m0) + Ay — o) +

+ a7 — 20,y — yu)\/(i' —70)* + (¥ —10)*,

kde
lim (2 — 20,y — %) =0, lim 7z — 2o,y —40) = 0.
(=.y)—=(z0,v0) (=.y)—(z0,y0)
Tento vysledek neznamend nic mensiho, nez ze funkce u(z,y) a v(z,y) jsou diferencovatelné
v bodé (g, yp). Plvne z néj i dalsi dilezity zavér,
du(z,y) du(z, y)
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Kazdé z cisel A a B je predchozimi vztahy vyjadfeno dvéma zptisoby. Z nich je platnost Cau-
chyovych-Riemannovych podminek jiz ziejma.

Pii diitkazu obracené implikace predpoklidame, ze funkce u(x,y) a v(r,y) jsou v bodé
(70, yp) diferencovatelné a plati Cauchyovy-Riemannovy podminky. Oznaéime-li
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snadno jiz dokazZeme, Ze plati
lim M = A+iB,
z—320 z—Zn

takze ¢islo A + 1B mA vyznam derivace funkce f(z) v bodé z;. (Ditkaz sami dokoncete.)



