ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY F5082
uvodni cviceni

1. Vyraz ¢ = A;e'%s + Aye'?z pfeved'te do tvaru ¢ = Ae'®, 1. vyjadiete velidiny A,
pomoci veli¢in A1, 1, A2, @o.

2. UvaZujme dvoustérbinovy experiment. Amplituda viny prochézejici t&rbinou A a
dopadajici do bodu P (poloha detektoru) je v relativnich jednotkach ya=2, amplituda viny
prichazejici od 8t€rbiny B je yp=6. Je-li oteviena pouze §térbina A, dopada do bodu P 100
elektrond za sekundu. Kolik elektronil bude registrovano za sekundu v bodé P:

a) je-li oteviena jen §térbina B,

b) jsou-li otevieny obé §térbiny a dochazi-li ke konstruktivni interferenci,

c) jsou-li otevieny obé §térbiny a dochazi-li k destruktivni interferenci?

3. Najdéte fazovou a grupovou rychlost de Broglieovych vin pro relativistickou &4stici
s energii E a impulsem p.

4. Proved’te normovani vinového klubka de Broglicovy viny s koeficienty ¢(p)=C na
vybraném intervalu Ap kolem bodu py. Pro zbyl¢ hodnoty hybnosti jsou koeficienty nulové.

5. Spoéitejte tvar vinového klubka pro volnou &astici, kterd je v Sase =0 lokalizovana

v intervalu -a do @, kde y(x,0)=A, pokud je xe [-a,4], jinak je nulov4. Odhadnéte vliv
Heisenbergovych relaci neurditosti na lokalizaci vinového klubka v obou reprezentacich,
soufadnicové a hybnostni.

6. Spotitejte Heisenbergovy relace neur€itosti pro vinové klubko jehoZ koeficienty jsou
gaussovského tvaru. UvaZujte pro ptipad ¢=0.
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v intervalu -a do a, kde y(x,0)=4, pokud je xe [-a,4], jinak je nulovd. Odhadnste vliv
Heisenbergovych relaci neuréitosti na lokalizaci vlnového klubka v obou reprezentacich,
soufadnicové a hybnostni.

6. Spotitejte Heisenbergovy relace neurditosti pro vinové klubko jeho? koeficienty jsou
gaussovskeho tvaru, UvaZujte pro p¥pad ¢=0.
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1. cvideni

2
1. Najdéte vysledek aplikace operatoru [xz f;] na funkei cos(x).

: 2
TotéZ pro operétor [%le .

2
2. Upravte operatorovy vyraz [x2 -f;] .

TotéZ pro operator [ile2
dx ’
; . . d p d 2
3. Upravte operatoroveé vyrazy: a) [E + 1] , b) [E; + x] ,
4. UkaZte, Ze operatory ,,ndsobeni nezdvisle prom&nnou” a ,,derivace podle jiné nezavisle
prom&nné® komutuji,
Upravte operétory: a) [i + xr b) [.fi. + l]B
' p p rY‘ dx H dx .

X
. Vypoitéte komutétory: a) [xj, E%,:]’ b) E;,le, c) [—(g-c-, f(x)]

o~

. Dokate, e a) soudet, b) soudin linedrnich operatord F, G, ... je rovn&¥ linearnim
operatorem.

. Najdéte operator hermiteovsky sdruZeny s operatorem
a) ndsobeni komplexni konstantou,
b) ndsobeni (redlnou) nezdvisle promé&nnou,
¢) derivace podle (redlné) nezévisle proménné,

. UkaZte, e hermiteovsk4 sdruZenost je vlastnost vzajemna, tj. pokud je operdtor G
hermiteovsky sdruZeny s operitorem F, pak také operdtor F je hermiteovsky sdruZeny
s operatorem G,

N . d A .d . . , . ,
10. Rozhodnéte, zda operatory F = @ G = {— jsou linearni a hermiteovské

v prostoru v8ech kvadraticky integrabilnich funkci jedné proménné.

11, Operatory gfz‘; , f; \ ;;pf‘eved’te do sférickych soufadnic.
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2. cvideni

Y, 1 Komutitory [4B,C], [A,BC), |AB,CD], [A+

B, C + D] vyjadtete pomoci komutatort
/ jednotlivych operatort 4, B, €, D..

.5‘/2 Dokaite, ie_ [Z]CJA:U Zk dkg;‘;] = ijk dek [‘ZJ-"B-.I;]' ' ot

3. Pfesvé&ddte se, Ze linearni kombinace vlastnich funkei linedrmiho operétoru F p¥sludnych
a) jeho téZe (degenerované) vlastni hodnote F je, opét vlastni funkei tohoto operatoru
’ pfislugnou této vlastni hodnoté,
b) jeho riznym vlastnim hodnotam, neni jeho vlastni funkei.

o/ 4 Najdéte vlastni hodnoty a vlastni funkce (splitujici standardni podminky) operatoru x + :5? .

5, DokaZte, Ze operator — ih ;%; je hermiteovsky v prostoru vSech kvadraticky integrabilnich

funkei ti reé.lnffch proménnych (x, y, z).

. 6.V prostoru kvadraticky integrabilnich funkef tfi prostorovych proménnych (v, y,z) .-
a? ‘
b) A

8x2’

a najdéte jejich vlastni hodnoty a vlastni funkce spliiujici standardni podminky.

© -/, ovéite hermicitu operatorii a)

1 , . . Yy B
) ?} /1. Najdéte operator hermiteovsky sdruZeny se /\f\/vcﬁ ~—
8 r/ a) souttem, Af”";‘(’ A/ﬁ»ﬂ/‘
b) souinem, : R ERaE P A,
¢) linedrni kombinaci b0 s J. ;v—\ K~ w
operatori £, G, ... S T - )
\,k;> , ,-"':8. Dokazte, Ze vlastn hodnoty hermiteovského operédtoru jsou redlné. (oo -3 A0
T / .9. DokaZte, Ze vlastni funkce hermiteovského operatoru piislugné jeho riznym vlastnim
éy Fi hodnotam jsou navzajem ortogonalni. \ /
- ) -\\ . . J‘, el ik
.~ 10. DokaZte nasledujici vlastnosti Diracovy deltafunkce: Sy PR
NNV W @) = s, A
b) S[c(&—n)] = %5(«;—77), ( ¢ je kladna konstanta) - |
+ 00 Y ) . i
) [, 06— 8¢ —pdé =3s(n—x). T
. ro L )
S S " P
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3. cvideni

1. Urdete vlastni funkee (splfiujici standardni podminky) a vlastni hodnoty operatoru
(miﬁ 5?;) {operator x — ové komponenty hybnosti p, v soufadnicové reprezentaci].

Presvédite se, Ze tyto funkce nejsou kvadraticky integrabilni a znormuite je.

2. TotéZ pro (vektorovy) operator hybnosti (v soufadnicové reprezentaci): 5’ = fiﬁ§.

3. Najdéte vlastn{ hodnoty a normované vlastni funkce operatoru —Lfi— kde ¢ je polarni

uhel sférickych soufadnic. Qi / ST ’\}\,

M

4, Ukazte, 7e @,(x) = @z(p), kde (pp(x) je vlastni funkce operdtoru (x-ové komponenty) : ot

hybnosti § v soufadnicové reprezentaci a @, (p) je vlasini funkce operdtoru soufadnice £
v impulzové reprezentaci (p). )

5. Existuje n&jaka souvislost mezi vlastnimi funkcemi operatoru £ v G-reprezentacl a vlastnimi

funkcemi operdtoru G v F-reprezentaci? Pokud ano, jak4? L N

E‘ { MOy i

6. NapiSte transformaén{ vztah mezi vinovymi funkcemi Y/(F) a ¢(G) vyjadiujicimi tenty#
stav v F-reprezentaci a G-reprezentam

7 /Naj déte tvar vlastnich funkei operétoru F v F—reprezentam Rozlidte pripad operatortl
, a) s diskrétnim spektrem vlastnich hodnot, o L e c/ ‘e
b) se spojitym spektrem vlastnich hodnot.

| - D
8. Vyjadiete operator morpentu hybnosti L =7 X p v soufadnicové reprezentacl (kartézské

v
soufadnice). - ' ﬁl/ﬁ‘h TETNEPY S
-« ]

9. Najdéte komutatory [B,, f(£,9,2)], [B,F(#))].

" Aoy
‘7"5 ﬁ Iy Nty

52
10. Najdéte komutitor operatorukinetické energie T = p_ a operatoru potencialni energie
V=v(7). .
A % K ¢ :)’,'J (} 3 .
e —— Ay o oz .o
4 7 T oo ) R £

'} O impulzové reprezentaci se hovoti, jsou-li za bazi v prostoru vinovych funkef zvoleny vlastni funkee operétoru
hybnosti. Termin ,hybnostni reprezentace® se v ¢edtiné neujal.

P ( R g ; . A / s . 75? R ) LY
H I 1yl

IE.M

..“l ]! ‘.,'1',‘-" ; f 2/\/\’- L

e A
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4. cviceni

.

“ “fl / 1. Najd&te tvar operatoru x-ové soufadnice (£) v impulzové reprezentaci.
v/ 2. TotéZ pro (vektorovy) operator polohy 7,

3. V impulzové reprezentaci najdéte normovang viastnf funkce (spliiujici standardni podminky)
a vlastni hodnoty operatoru x-ové komponenty hybnosti (9,).

4. TotéZ pro (vektorovy) operator hybnosti fi

e ; 5. Dokazte, 7e v libovolném stavu 1 je stfedni hodnota energie < f > libovolného mikroobjektu
© v&t$ nebo rovna energii jeho zékladniho stavu,

6. Najdte komutétor [L;, | j-té komponenty momentu hybnosti a &-t¢ komponenty polohy. © o
(- 7. Najdéte komutator [L;, py] j-té komponenty momentu hybnosti a k-t¢ komponenty hybnosti, |
g \’ 8. Najdéte komutatory [L;, #2], [L;, 2]
& 10 ,\ : »“9/'.<,>Zjis.téte, zda jsou kartézské slovky momentu hybnosti soutasng pfesns méfitelné,

\ 10, Zjistéte, zda je v principu moZné zméfit sou€asné presné j-tou komponentu momentu hybposti
Ny !

‘akinetickou energii mikroobjektu. [{"_ i‘ / .
S o |
. ! \_. . §
: ;
! bs d =
PR {, v
g ) ._
/ T 11 W R R
o y v
¢ {I ) {\ . it - - / ‘\ 0 \
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5. cvideni

J

v, L Jaké vgsledky as jakymi pravd&podobnostmi lze dostat pti mfenf fyzikalni Vehmﬁ vostav
.7 $(6)? Po obecném tedeni diskutujte specidlni pifpady a) i = QOF' /
b) F =

2. Vypottéte pravd€podobnost toho, Ze mikroobjekt nachézejici se ve stavu popsaném vinovou
funkef ¥ (x,y,z) mé z-ovou soufadnici z intervalu < z;,z, > a y-ovou komponentu hybnosti
zintervalu < p,,py, >.

. 3. Lze soudasnd urit polohu a (celkovou) energii mikroobjektu? e :
{ " - ) Y !
) o ‘

L

4, Ukazte, Ze v prlpade dvou komutujlclch operdtord F, G, z nich? jeden (F ) ma nedegenerovane |
vlastni hodnoty a druhy (G ) degenerované, je kazda vlastni funkce operatoru: F také vlastni

funkei operatoru G, aviak ne kaZda vlastni funkce operatoru & je rovn&Z vlastni funkef
operétoru F. |

5. V libovolném stavu i vypoltéte < EE‘ >,
G 6. Vypodtéte < (AG) > ve vlastnim stavu vehémy G.

l 7. Presvedcte se, Ze obecné Schrédingerova rovnice md v libovolné reprezentaci stejny tvar

I ih =0 = Ay, |

" 8. Proved’te separaci proménnych v obecné Schrédingerové rovnici v ptipadg, Ze potencidtni
energie mikroobjektu nezavisi na &ase. gt

| )
a o 9. DokaZte, %e ve staciondrnim stavu ozd&leni pravdépodobnosti naméfenti riznych hodnot / é
A ' ’ IS P tare rooy oy "

[ libovolné fyzikalni velidiny nezav/m na Sase. {

10 Dokazte Ze stfedn{ hodnota Ilbovglne fkaalni veli¢iny ve staciondrnim stavu nezavisi na ase, |

i K
| ;
:

j'/ a’"'“ﬁ‘ -
V‘ | Jf J : \ ' F’M W
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6. cvideni

Najdéte stactonarni stavy mikroobjektu nachézejiciho se v konecné hluboké jednorozmeérme
pravoihlé potencialové jamsé se sténami v bodech x =-a a x =g, a potencidlem Vo okolo.

Jaky charakter m4 energiové spekirum mikroobjektu nachazejictho se v potencialovém poli
0 pro |x|<a,
a) V(x) = (

Vo pro |x| > a, kde V, je kladné (zaporna) konstanta,

b) V{x) %kxz, kde k je kladn4 konstanta,
k

c) V{r) ~, kde kje kladnd (zapornd) konstanta.

. Najdste koeficient priichodu mikroobjektu o energii £ pravothlou potencidlovou bariérou

vyiky Vy > E aditky a.

mikroobjekt TVO

A >
E !
\

0 a’

¥ x

. Provéfte hermicitu operatoru momentu hybnosti.

Najdste stfedni hodnoty operator L, a L, ve vlastnim stavu operatoru L,.

. UkaZte, Z¢ existence kvantovémechanického s-stavu (tj. stavu, v némz

I*=0= L, = L, = l,) neodporuje principu neuréitosti.

. Ukazte, Ze energiové spektrum mikroobjektu, nachazejiciho se v poli tvofeném periodicky se

stfidajicimi potencidlovymi jamami a bariérami, se sklada z pasi.
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7. cvideni

Provéite hermicitu operitoru momentu hybnosti. /

L AN

Najdéte stfedni hodnoty operéatori L, a L, ve vlastnim stavu operétoru L.

. Pomoci relace neurditosti ukazte, Ze moment hybnost1 nemuZe byt orientovan presné do

preferovaného sméru.

. UkaZte, 7e existence kvantovémechanického s-stavu (tj. stavu, v ném2

[*=0= L, = L, = L,) neodporuje principu neurgitosti,

. Vysvétlete, pro€ se kvantovani velikosti momentu hybnosti a jeho komponent neprojevuje

I‘ .
v makrosvete. /\h/’ },W A

Proved'te separaci radialnf a dhlovych proménnych ve staciondrn{ Schrod1gerove rovnici se
sféricky symetrickym potenclalem

{
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