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Piklady |

FI Ddkaz toho, Ze existuji nerozhodnutelné problémy a
nevycislitelné funkce, je jednim z nejvétSich vydobytku v této
oblasti.
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Piklady |

FI Ddkaz toho, Ze existuji nerozhodnutelné problémy a
nevycislitelné funkce, je jednim z nejvétSich vydobytku v této
oblasti.

Sifrovaci systém, jehoZ desifrovani je zalozeno na vypodtu
nevycislitelnych funkci, by mél vyhodnou pozici. Mizeme vSak
snadno ovéfit, ze takovéto zbozné pfani nemuize byt spinéno:
vSechny takovéto systémy jsou konecné a tedy mohou byt
naruseny provérenim vSech moznosti.
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Piklady |

FI Ddkaz toho, Ze existuji nerozhodnutelné problémy a
nevycislitelné funkce, je jednim z nejvétSich vydobytku v této
oblasti.

Sifrovaci systém, jehoZ desifrovani je zalozeno na vypodtu
nevycislitelnych funkci, by mél vyhodnou pozici. Mizeme vSak
snadno ovéfit, ze takovéto zbozné pfani nemuize byt spinéno:
v8echny takovéto systémy jsou konecné a tedy mohou byt
narus$eny provéfenim v§ech moznosti.

Teorie vypocetni sloZitosti se tyka tfidy probléma, které Ize v
principu vyfesit: ale vzhledem k této tfidé se teorie pokousi
klasifikovat problémy podle jejich vypocetni obtiznosti v
zavislosti na mnozstvi ¢asu nebo paméti potfebnych pro toto
reseni.
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Priklady I

Porozuméni zakladnim pojmUm teorie sloZitosti je podstatné
pro kryptografii a v této kapitole se budeme snazit pokryt
podstatu problému teorie slozitosti. Nejprve zacnéme
informalné s nékolika priklady.
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Priklady I

Porozuméni zakladnim pojmUm teorie sloZitosti je podstatné
pro kryptografii a v této kapitole se budeme snazit pokryt
podstatu problému teorie slozitosti. Nejprve zacnéme
informalné s nékolika priklady.

Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel)

UvazZme problém nasobeni dvou binarnich n-bitovych Cisel x a
y.Je-lix=xy...xpay =yi...yn, miZeme provést standardni
metodu "dlouhého nasobeni”, ktera je uc¢ena na zakladni skole
nasledovnym zpusobem:
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Priklady I

Porozuméni zakladnim pojmUm teorie sloZitosti je podstatné
pro kryptografii a v této kapitole se budeme snazit pokryt
podstatu problému teorie slozitosti. Nejprve zacnéme
informalné s nékolika priklady.

Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel)

UvazZme problém nasobeni dvou binarnich n-bitovych Cisel x a
y.Je-lix=xy...xpay =yi...yn, miZeme provést standardni
metodu "dlouhého nasobeni”, ktera je uc¢ena na zakladni skole
nasledovnym zpusobem:

Postupné nasobme x cCisly yi, y» atd., posurime a pak prictéme
vysledek. Kazdé nasobeni x Cislem y; nas stoji n jednoduchych
bitovych operaci. Podobné secteni n soucinu nam zabere
O(n?) bitovych operaci. Je tedy celkovy pocet operaci O(n?).
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Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel - pokracovani)
Muzeme vyse uvedené jeste zlepsit? Tj., existuje rychlejsi
algoritmus v tom smyslu, Ze provede podstatné méné bitovych
informaci? Presnéji, jsou-li dana 2 n-bitova Cisla, n sude,
piseme

Xx=a2z+b, y=c22+d,

pak soucin z Ize ziskat pomoci tfi nasobeni % n-bitovych Cisel
pouzitim reprezentace

z=xy = (ac)2" + [ac + bd — (a— b)(c — d)]22 + bd.
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Priklady IlI
Ptiklad 1.1 (Nasobeni prirozenych cisel - pokracovani)

Muzeme vyse uvedené jeste zlepsit? Tj., existuje rychlejsi
algoritmus v tom smyslu, Ze provede podstatné méné bitovych
informaci? Presnéji, jsou-li dana 2 n-bitova Cisla, n sude,
piseme

Xx=a2z+b, y=c22+d,

pak soucin z Ize ziskat pomoci tfi nasobeni % n-bitovych Cisel
pouzitim reprezentace

z=xy = (ac)2" + [ac + bd — (a— b)(c — d)]22 + bd.

Oznacime-li T(n) Cas, ktery nam zabere nasobeni podle této
metody, mame, proZe nasobeni 2" je rychlé, Ze

T(n) < 3T(2) + O(n).
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Priklad 1.1 (Ndasobeni prirozenych cisel - pokracovani)
Po vyreseni vyse uvedené rekurentni nerovnosti obdrZzime, Ze

T(n) < An°® + Bn,

kde A a B jsou konstanty.
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Priklady 1V

Priklad 1.1 (Ndasobeni prirozenych cisel - pokracovani)

Po vyreseni vyse uvedené rekurentni nerovnosti obdrZzime, Ze
T(n) < An°® + Bn,

kde A a B jsou konstanty.

Protoze log3 ~ 1.59, mame k dispozici algoritmus o ¢asové
slozitosti O(n'>°) v porovnani se standardnim O(n?)
algoritmem. V soucasnosti ma jeden z nejlepsich znamych
algoritma (Schénhagen, Strassen) sloZitost O(nlog nloglog n).
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Piiklady V

Pfiklad 1.2 (Determinanty a permanenty)

Uvazujme nasledujici dva vypocetni problémy. Pro kaZdy vstup
sloZeny z binarni matice A typu n x n chceme vypocitat
@ determinant matice A, piseme pak detA,

© permanent matice A, piseme pak perA, permanenent je
definovan jako

perA = Z A17(1)827(2) - - - nr(n)>

kde scitame pres vsechny permutace = na mnoziné
{1,2,...,n} a a; znaci (i, j)—tou komponentu matice A.
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Piiklady V

Pfiklad 1.2 (Determinanty a permanenty)

Uvazujme nasledujici dva vypocetni problémy. Pro kaZdy vstup
sloZeny z binarni matice A typu n x n chceme vypocitat
@ determinant matice A, piseme pak detA,
© permanent matice A, piseme pak perA, permanenent je
definovan jako

perA = Z A17(1)827(2) - - - nr(n)>

kde scitame pres vsechny permutace = na mnoziné

{1,2,...,n} a a; znaci (i, j)—tou komponentu matice A.
Zdanlive je permanent mnohem jednodussi funkce matice A
neZ jeji determinant; jedna se o soucet toho samého systému
termd, ale bez toho, Ze bychom davali pozor na + znaménka

i’ako u determinantu.
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Priklady VI

Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokraCovani)

Avsak z hlediska vypocetni sloZitosti plati opak: zatimco
determinant je relativné snadna funkce k vypoctu, u
permanentu se prokazalo, Ze se témér vzdy jedna o neobvykle
obtiZnou zaleZitost.




Ptiklad 2 )
y Uvod Trideni
Nasobeni Prvociselnost

Permanenty Euklides

Priklady VI

Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokraCovani)

Avsak z hlediska vypocetni sloZitosti plati opak: zatimco
determinant je relativné snadna funkce k vypoctu, u
permanentu se prokazalo, Ze se témér vzdy jedna o neobvykle
obtiZnou zaleZitost.

Upresnéme vyse uvedené (za predpokladu ohranicenosti délky
vstupu v nasi matici): standardni Gaussova eliminacni metoda
vypodétu determinantu matice n x n potfebuje O(n®) bitovych
operaci, pficemz V. Strassen zkonstruoval algoritmus, ktery
potrebuje

O(nlog,7) = O(n?81)

bitovych operaci.
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Priklady VI

Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokracovani)
Redukce exponentu pod hranici log,7 se prokazalo byt velmi
obtizné a jeden z nejrychlejsich soucasnych algoritmi
(Coppersmith, Winograd) potiebuje O(n?3%76) operaci.
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Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokracovani)

Redukce exponentu pod hranici log,7 se prokazalo byt velmi
obtizné a jeden z nejrychlejsich soucasnych algoritmi
(Coppersmith, Winograd) potiebuje O(n?3%76) operaci.
Snadno je vidét, Ze vSechny vstupy matice musi byt nacteny a

tedy
n2 < tdet(”) < Cn2.3976...

kde t44(n) 0znacuje ¢asovou sloZitost problému vypoctu
determinantu a C je néjaka konstanta.
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Priklad 1.2 (Determinanty a permanenty - pokracovani)

Redukce exponentu pod hranici log,7 se prokazalo byt velmi
obtizné a jeden z nejrychlejsich soucasnych algoritmi
(Coppersmith, Winograd) potiebuje O(n?3%76) operaci.
Snadno je vidét, Ze vSechny vstupy matice musi byt nacteny a

tedy
n2 < tdet(”) < Cn2.3976...

kde t44(n) 0znacuje ¢asovou sloZitost problému vypoctu
determinantu a C je néjaka konstanta.

Pro permanent vSak oproti vyse uvedenému Zadny takovy
algoritmus neni znam. Nejrychlejsi doposud znamy algoritmus
je pouze o néco lepsi neZ secteni vsech n! termu nasi sumy.
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Priklad 1.3 (TFidéni)

Predpokladejme, Ze chceme sestrojit algoritmus, ktery, obdrZi-li
na vstupu n celych Cisel a4, ..., an, setfidi tyto v rostoucim
poradi. Snadny, témér instinktivni pristup je nasledujici
algoritmus, znamy jako Bubblesort.
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Priklad 1.3 (TFidéni)

Predpokladejme, Ze chceme sestrojit algoritmus, ktery, obdrZi-li
na vstupu n celych Cisel a4, ..., an, setfidi tyto v rostoucim
poradi. Snadny, témér instinktivni pristup je nasledujici
algoritmus, znamy jako Bubblesort.

Postupné porovnavejme a; s kazdym s prvku ao, ..., an. Pro
maximalni index i takovy, Ze a; < a; umistéme a, za a; a
obdrZzime pak nové usporadani. Po n — 1 porovnanich
obdrzime usporadani by, . .., bp; je okamzité vidét, Ze se jedna
0 vzestupné usporadany seznam. Jednoduchy vypocet
ukazuje, Ze k vyse uvedenému je tfeba O(n?) porovnani.




Prikl "
fiklady Uvod Tridéni
Nasobeni Prvociselnost
Permanenty Euklides
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Priklad 1.3 (TFidéni - pokracovani)

Poznamenejme, Ze mame nekolik rekurzivnich algoritmud
zaloZenych na principu rozdel a panuj tim, Ze tfidime 2 polovice
mnoZiny a pak spojime setfidéné seznamy k sobé, coZ nam
zabere pouze O(nlogn) srovnani. Pro nazornost uved'me
nasledujici tabulku
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Priklad 1.3 (TFidéni - pokracovani)

Poznamenejme, Ze mame nekolik rekurzivnich algoritmud
zaloZenych na principu rozdel a panuj tim, Ze tfidime 2 polovice
mnoZiny a pak spojime setfidéné seznamy k sobé, coZ nam
zabere pouze O(nlogn) srovnani. Pro nazornost uved'me
nasledujici tabulku

n  nlog,n n?

50 ~300 2500
500 ~4500 250000
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Priklad 1.3 (TFidéni - pokracovani)

Poznamenejme, Ze mame nekolik rekurzivnich algoritmud
zaloZenych na principu rozdel a panuj tim, Ze tfidime 2 polovice
mnoZiny a pak spojime setfidéné seznamy k sobé, coZ nam
zabere pouze O(nlogn) srovnani. Pro nazornost uved'me
nasledujici tabulku

n  nlog,n n?
50 ~300 2500
500 ~ 4500 250000

Ovsem, vyraz O(nlogn) muZe skryt velké konstantni vyrazy, ale
tak jako tak se jedna o velky rozdil, obzviasté proto, Ze trideni
je Casto pouzivany algoritmus a velikost seznamui je ¢asto
velmi velka.
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Priklady IX

Ptiklad 1.3 (Tridéni - pokracovani)

Jiny fascinujici pohled na tridéni je ten, Ze existuje spodni mez
stejného rfadu pro kazdy algoritmus zaloZeny na tridéni.
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Priklady IX

Ptiklad 1.3 (Tridéni - pokracovani)

Jiny fascinujici pohled na tridéni je ten, Ze existuje spodni mez
stejného rfadu pro kazdy algoritmus zaloZeny na tridéni.

Casto mluvime o informacné-teoretické spodni mezi, ale
nejedna se o nic jiného, nez o primy dusledek pozorovani, Ze
kaZdy algoritmus zaloZeny na srovnani Ize reprezentovat
pomoci binani stromoveé struktury a protoZze musime pokryt
v8ech n! moznych usporadani, kaZdy takovyto strom musi mit
alespori n! lista.
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Priklady IX

Ptiklad 1.4 (Test prvociselnosti)

Bezprostredné se zda, Ze testovat, zda pfirozené Cislo N je
prvocislo, Ize vyresit velmi rychlym a snadnym algoritmem:
testujeme, zda je N délitelené 2 nebo néjakym lichym cislem z
intervalu [3, N 2 |-
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Priklady IX

Ptiklad 1.4 (Test prvociselnosti)

Bezprostredné se zda, Ze testovat, zda pfirozené Cislo N je
prvocislo, Ize vyresit velmi rychlym a snadnym algoritmem:
testujeme, zda je N délitelené 2 nebo néjakym lichym cislem z
intervalu [3, N 2 |-

ProtoZe se jedna pouze o %N 2 déleni, jedna se o polynomialni
algoritmus v proménné N a tudiz rychly algoritmus.
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Priklady IX

Ptiklad 1.4 (Test prvociselnosti)

Bezprostredné se zda, Ze testovat, zda pfirozené Cislo N je
prvocislo, Ize vyresit velmi rychlym a snadnym algoritmem:
testujeme, zda je N délitelené 2 nebo néjakym lichym cislem z
intervalu [3, N 2 ].

ProtoZe se jedna pouze o %N 2 déleni, jedna se o polynomialni
algoritmus v proménné N a tudiz rychly algoritmus.

Avsak dalsi uvahy ukazuji, Ze reprezentace cisla N v pocitaci
by byl binarni fetézec délky [log N| a tudiz, abychom mohli
algoritmus na testovani prvociselnosti povaZovat za rychly,
jeho vypocetni slozitost musi byt polynomialni v n = [log N].
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Ptiklad 1.4 (Test prvociselnosti - pokracovani)

V soucasnosti jsou k dispozici algoritmy se sloZitosti
t(N) _ O(In N)CIn/n InN7

kde c je kladna konstanta.
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Piiklady X

Ptiklad 1.4 (Test prvociselnosti - pokracovani)

V soucasnosti jsou k dispozici algoritmy se sloZitosti
t(N) _ O(In N)CIn/n InN7

kde c je kladna konstanta.

V roce 2002 byl poprvé nalezen M. Agrawalam, K. Neerajem a
N. Saxenou deterministicky test na prvociselnost. Jejich test na
prvociselnost mél sloZitost O((logn)'?). Nasledné Lenstra a
Pomerance pfedstavili verzi testu, ktera bézi v éase O((logn)®).




Pkl . .
Fiklady Uvod Tridéni
Nasobeni Prvociselnost
Permanenty Euklides

Priklady XI

Priklad 1.5 (Nejvetsi spolecny délitel a Euklidtv algoritmus)

Uvazujme problém nalezeni nejvétsiho spolecného délitele
(nsd) dvou pfirozenych Cisel u a v.
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Priklady XI

Priklad 1.5 (Nejvetsi spolecny délitel a Euklidtv algoritmus)

Uvazujme problém nalezeni nejvétsiho spolecného délitele
(nsd) dvou pfirozenych Cisel u a v.
Zfejma metoda je faktorizace obou cisel na prvocisla

u=2"3%5% v =2"13%5% .|
pak Ize zjistit jejich nejvétsi spolecny délitel nasledovné

w = nsd(u,v) = 2"13"25" |

kde Wi = min{u,-, V,‘}.
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Priklady XI

Priklad 1.5 (Nejvetsi spolecny délitel a Euklidtv algoritmus)
Uvazujme problém nalezeni nejvétsiho spolecného délitele
(nsd) dvou pfirozenych Cisel u a v.

Zfejma metoda je faktorizace obou cisel na prvocisla

u=2"3%5% v=2"3"25% |
pak Ize zjistit jejich nejvétsi spolecny délitel nasledovné

w = nsd(u,v) = 2"13"25" |

kde Wi = min{u,-, V,‘}.

Jedna se vsak o velmi neefektivni postup. Potfebujeme totiz
faktorizovat obé Cisla a tento postup nelze rychle provést pro
velka prirozena Cisla.
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Priklad 1.5 (Euklidav algoritmus - pokraCovani)

Metoda, jiZ tento postup muzZeme obejit, je znama jako
Euklidav algoritmus.
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Priklad 1.5 (Euklidav algoritmus - pokraCovani)

Metoda, jiZ tento postup muzZeme obejit, je znama jako
Euklidav algoritmus.
Predpokladejme, Ze u > v > 0. Pak obdrZime posloupnost

déleni:
u=aiv + by, 0< b <v,
v=arbq + bo, 0 < by < by,

by=azbo + bs, 0 < b3 < by,

by_o2=axbk—_1 + by, 0 < b3 < be,

ktera skonci bud’ by = 0 nebo by = 1. Pokud by = 1, jsou Cisla
u a v nesoudélna; pokud by = 0, je nsd(u, v) = bx_1.
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Priklad 1.5 (Euklidav algoritmus - pokraCovani)

O tomto algoritmu Ize snadno dokazat, Ze je korektni a detailni
analyza jeho ucinnosti ukaze, Ze nejhorsi pripad (méreno
poctem déleni) nastane, jsou-li u a v za sebou nasledujici
Fibonacciho cisla F, .o a F,.1. Pak v tomto pfipadé

Fry2 = Fr1 + Fr,
a to vede k nasledujicimu Lamého vysledku (1845)
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Priklad 1.5 (Euklidav algoritmus - pokraCovani)

O tomto algoritmu Ize snadno dokazat, Ze je korektni a detailni
analyza jeho ucinnosti ukaze, Ze nejhorsi pripad (méreno
poctem déleni) nastane, jsou-li u a v za sebou nasledujici
Fibonacciho cisla F, .o a F,.1. Pak v tomto pfipadé

Fry2 = Fr1 + Fr,
a to vede k nasledujicimu Lamého vysledku (1845)

Véta 1.6
Je-li0 < u,v < N, pak pocet déleni pfi pouZiti Euklidova
algoritmu na u a v je nejvyse
“Ogcp(\/gNﬂ _ 2a
kde ¢ je zlaty fez 3(1 + v/5).
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Priklad 1.5 (Eukliduv algoritmus - pokraCovani)

Tedy slozitost bude tvaru O(log(u + v)) za predpokladu
konstantnich algebraickych operacich, pokud budeme uvaZovat
velka cela éisla, bude nutné O((log(u + v))?), protoZe kazda
algebraicka operace bude provedena se sloZitosti

O(log(u + v)).




P=polynomialni ¢as Uvod Ttida P
Polynomialnost Slozitost

O ¢em to bude

@ P-=polynomialni ¢as
e Uvod
@ Polynomialnost
@ Tfida P

@ Slozitost




P=polynomialni &as Uvod Trida P
Polynomialnost Slozitost

Motivace |

Zakladni mirou obtiznosti vypoCtu je mnozstvi doby, které nam
vypocet zabere. Zformulovani presné definice, co to je Cas, je
netrivialni zalezitost; pfesna formulace pozaduje velmi precizni
definici strojového modelu, jednotky ¢asu atd.
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Motivace |

Zakladni mirou obtiznosti vypoCtu je mnozstvi doby, které nam
vypocet zabere. Zformulovani presné definice, co to je Cas, je
netrivialni zalezitost; pfesna formulace pozaduje velmi precizni
definici strojového modelu, jednotky ¢asu atd.

V prikladech z pfedchoziho paragrafu jsme méfili sloZitost
vypoctu v pojmech poctu zakladnich operaci, které byly
provadény. Mohlo se jednat o soucet bitl, srovnani nebo
cokoliv jiného.
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Motivace |

Zakladni mirou obtiznosti vypoCtu je mnozstvi doby, které nam
vypocet zabere. Zformulovani presné definice, co to je Cas, je
netrivialni zalezitost; pfesna formulace pozaduje velmi precizni
definici strojového modelu, jednotky ¢asu atd.

V prikladech z pfedchoziho paragrafu jsme méfili sloZitost
vypocCtu v pojmech poctu zakladnich operaci, které byly
provadény. Mohlo se jednat o soucet bitli, srovnani nebo
cokoliv jiného.
Klicové pojmy jsou nasleduijici:
@ slozitost je funkce velikosti vstupu (obvykle ji znagime
jako n),

@ pro danou velikost vstupu n je slozitost doba nejhorsiho
mozného pfipadu béhu algoritmu.
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Polynomialnost Slozitost

Motivace Il

Pfipomenme si, Ze pfi testovani prvocCiselnosti pfirozeného
Cisla N jsme obdrzeli jinou slozitost v pfipade, Ze jsme
povazovali vstup velikosti N nebo vhodnéji pomoci
reprezentace n = [log N| binérnich Cislic.
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Motivace Il

Pfipomenme si, Ze pfi testovani prvocCiselnosti pfirozeného
Cisla N jsme obdrzeli jinou slozitost v pfipade, Ze jsme
povazovali vstup velikosti N nebo vhodnéji pomoci
reprezentace n = [log N| binérnich Cislic.

Na zakladé tohoto dusledku bude velikost vstupu vzdy
povazovana za "pfirozenou" délku ekonomického vstupu.
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Motivace Il

Pfipomenme si, Ze pfi testovani prvocCiselnosti pfirozeného
Cisla N jsme obdrzeli jinou slozitost v pfipadé, Zze jsme
povazovali vstup velikosti N nebo vhodnéji pomoci
reprezentace n = [log N| binérnich Cislic.

Na zakladé tohoto dusledku bude velikost vstupu vzdy
povazovana za "pfirozenou" délku ekonomického vstupu.

Co se tyce definice slozZitosti jako nejhor§iho mozného pfipadu,
jind moznost — "prumeérny pFipad' — se potyka s obtizemi, a to
jak teoretickymi tak praktickymi.
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Motivace Il

Pfipomenme si, Ze pfi testovani prvocCiselnosti pfirozeného
Cisla N jsme obdrzeli jinou slozitost v pfipadé, Zze jsme
povazovali vstup velikosti N nebo vhodnéji pomoci
reprezentace n = [log N| binérnich Cislic.

Na zakladé tohoto dusledku bude velikost vstupu vzdy
povazovana za "pfirozenou" délku ekonomického vstupu.

Co se tyce definice slozZitosti jako nejhor§iho mozného pfipadu,
jind moznost — "prumeérny pFipad' — se potyka s obtizemi, a to
jak teoretickymi tak praktickymi.

Ne posledni obtiZznost je rozhodnout citlivé o pravdivostnim
rozdéleni na vstupu.
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Polynomialnost |

Nejprve budeme postupovat neformainé. Rekneme, Ze
algoritmus .4 méa polynomialni sloZitost, jestlize existuje
polynom p(x) tak, ze

ta(n) < p(n),

pro v8echna pfirozend Cisla n, pficemz t4(n) je maximalni doba
potfebna algoritmem k vypoctu pres vSechny vstupy velikosti n.
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Polynomialnost |

Nejprve budeme postupovat neformainé. Rekneme, Ze
algoritmus .4 méa polynomialni sloZitost, jestlize existuje
polynom p(x) tak, ze

ta(n) < p(n),

pro v8echna pfirozend Cisla n, pficemz t4(n) je maximalni doba
potfebna algoritmem k vypoctu pres vSechny vstupy velikosti n.

Problém Ize provést v polynomialnim case, pokud existuje
néjaky algoritmus, ktery ho fes$i a ma polynomialni slozitost, v
tomto pfipadé tvrdime, Ze problém lezi v tfidé P.
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Polynomialnost |

Nejprve budeme postupovat neformainé. Rekneme, Ze
algoritmus .4 méa polynomialni sloZitost, jestlize existuje
polynom p(x) tak, ze

ta(n) < p(n),
pro v8echna pfirozend Cisla n, pficemz t4(n) je maximalni doba
potfebna algoritmem k vypoctu pres vSechny vstupy velikosti n.

Problém Ize provést v polynomialnim case, pokud existuje
néjaky algoritmus, ktery ho fes$i a ma polynomialni slozitost, v
tomto pfipadé tvrdime, Ze problém lezi v tfidé P.

Porovnejme nasi definici s pfiklady 1-5 z pfedchoziho
paragrafu.
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Polynomialnost Il

Priklad 2.1 (Polynomialni slozitost nasobeni - Priklad 1.1)

Nasobeni prirozenych cCisel je operace provadéna v
polynomialni dobé.
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Polynomialnost Il

Priklad 2.1 (Polynomialni slozitost nasobeni - Priklad 1.1)

Nasobeni prirozenych cCisel je operace provadéna v
polynomialni dobé.

Priklad 2.2 (Determinanty a permanenty - Pfiklad 1.2)

Vypocet determinantu je problém, ktery urcite leZi v P. U
vypoctu permanentu nevime, zda tento problém lezZi v P.
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Polynomialnost Il

Priklad 2.1 (Polynomialni slozitost nasobeni - Priklad 1.1)

Nasobeni prirozenych cCisel je operace provadéna v
polynomialni dobé.

Priklad 2.2 (Determinanty a permanenty - Pfiklad 1.2)

Vypocet determinantu je problém, ktery urcite leZi v P. U
vypoctu permanentu nevime, zda tento problém lezZi v P.

Predpoklada se, Ze zde neleZi, a dukaz jakékoliv implikace by
mél velkou duleZitost v teorii sloZitosti. je operace provadéna v
polynomialni dobé.
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Polynomialnost Il

Priklad 2.3 (Polynomialni slozitost tfidéni - P¥iklad 1.3)

Tridéni /ze provést pomoci O(nlogn) srovnani a protoZze
srovnani Ize provést v polynomialnim case, leZi tridéni v P.
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Polynomialnost Il

Priklad 2.3 (Polynomialni slozitost tfidéni - P¥iklad 1.3)

Tridéni /ze provést pomoci O(nlogn) srovnani a protoZze
srovnani Ize provést v polynomialnim case, leZi tridéni v P.

Priklad 2.4 (Testu prvocCiselnosti - Priklad 1.4)
O testu prvociselnosti od roku 2002 vime, Ze leZi v P.




Trida P
Polynomialnost SlozZitost

P=polynomialni &as Uvod

Polynomialnost Il

Priklad 2.3 (Polynomialni slozitost tfidéni - P¥iklad 1.3)

Tridéni /ze provést pomoci O(nlogn) srovnani a protoZze
srovnani Ize provést v polynomialnim case, leZi tridéni v P.

Priklad 2.4 (Testu prvocCiselnosti - Priklad 1.4)
O testu prvociselnosti od roku 2002 vime, Ze leZi v P.

Tento vynikajici vysledek prof. Manindry Agrawala spolu s jeho
dvéma studenty (Neeraj Kayal a Nitin Saxena) dava
polynomiélini algoritmus pracujici v éase O(nf-°) (pfi konstantni
sloZitosti aritmetickych operaci).
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Priklad 2.3 (Polynomialni slozitost tfidéni - P¥iklad 1.3)

Tridéni /ze provést pomoci O(nlogn) srovnani a protoZze
srovnani Ize provést v polynomialnim case, leZi tridéni v P.

Priklad 2.4 (Testu prvocCiselnosti - Priklad 1.4)
O testu prvociselnosti od roku 2002 vime, Ze leZi v P.

Tento vynikajici vysledek prof. Manindry Agrawala spolu s jeho
dvéma studenty (Neeraj Kayal a Nitin Saxena) dava
polynomiélini algoritmus pracujici v éase O(nf-°) (pfi konstantni
sloZitosti aritmetickych operaci).

Tento algoritmus je pomérné komplikovany a odhad jeho
sloZitosti vyZaduje dosti netrividlni vety z teorie cisel.
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Polynomialnost IV

Piiklad 2.5 (Euklidiv algoritmus - Priklad 1.5)

Nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele dvou prirozenych
cisel velikosti < N a proto velikosti vstupu log N bitt Ize provést
v ¢ase O(log N) a proto tento problém leZi v P.

Ttida P je v souCasnosti nejdulezitéjsi tfidou v matematice a
computer science. To, Zze néjaky problém lezi v P, Ize obvykle
povazovat za to, ze se jedna o vypocetné dobry problém.
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Polynomialnost IV

Piiklad 2.5 (Euklidiv algoritmus - Priklad 1.5)

Nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele dvou prirozenych
cisel velikosti < N a proto velikosti vstupu log N bitt Ize provést
v ¢ase O(log N) a proto tento problém leZi v P.

Ttida P je v souCasnosti nejdulezitéjsi tfidou v matematice a
computer science. To, Zze néjaky problém lezi v P, Ize obvykle
povazovat za to, ze se jedna o vypocetné dobry problém.

Ackoliv posledni uvedené obecné zcela neplati (problém
nalezeni klik v grafu), nasledujici tvrzeni nam ukazuji, Ze se
jedna o atraktivni a efektivni pojem.
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Trida P

@ Trida P je robustni vzhledem k riznym reprezentacim
vstupnich hodnot za predpokladu, ze tyto zmeény jsou vUCi
sobé polynomialné korelovany.! Napfiklad to, zda
uvazujeme vstup matice typu n x n velikosti n nebo r?,
nedéla zadny rozdil.

'Dvé funkce f a g jsou vi&i sob& polynomialné korelovany, pokud existuji
polynomy p; a p» tak, ze f(n) < pi(g(n)) a g(n) < p=(f(n)) pro vSechna
dostate¢né velka n.
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Trida P

@ Trida P je robustni vzhledem k riznym reprezentacim
vstupnich hodnot za predpokladu, ze tyto zmeény jsou vUCi
sobé polynomialné korelovany.! Napfiklad to, zda
uvazujeme vstup matice typu n x n velikosti n nebo r?,
nedéla zadny rozdil.

@ Trida P je robustni vzhledem k pouzitému modelu
vypocetniho stroje. Jinak feceno, zda pouzijeme Pentium
nebo stroj s ndhodnym pristupem nebo Turinglv stroj,
naSe tfida zUstane nezménéna. Toto Ize celkem snadno
dokéazat. Je pouze nutno ovérit, Ze doby pro simulaci
zakladnich operaci na obou strojich, jsou polynomialné
korelovany.

'Dvé funkce f a g jsou vi&i sob& polynomialné korelovany, pokud existuji
polynomy p; a p» tak, ze f(n) < pi1(g(n)) a g(n) < p=(f(n)) pro vSechna
dostate¢né velka n.




Uvod Ttida P

P=polynomiaini ¢as
Polynomialnost Slozitost

Trida P |

Pfipomenme stru¢né formalni definici tfidy P.

Turingovy stroje — formalni definice tridy P

Turinguv stroj sestava z 2-smérné nekonecné pasky
rozdélené do Ctvercu. Kazdy Ctverec muze obsahovat symbol z
konecCné abecedy ¥ obsahujici prazdny symbol x. Az na
kone¢né mnoho Ctvercl vSechny obsahuji prazdny symbol x.
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Pfipomenme stru¢né formalni definici tfidy P.
Turingovy stroje — formalni definice tridy P

Turinguv stroj sestava z 2-smérné nekonecné pasky
rozdélené do Ctvercu. Kazdy Ctverec muze obsahovat symbol z
konecCné abecedy ¥ obsahujici prazdny symbol x. Az na
kone¢né mnoho Ctvercl vSechny obsahuji prazdny symbol x.

Paska je snimana rychlosti 1 ¢tverec za jednotku ¢asu tzv.
Cteci i zapisovaci hlavici.




Uvod Ttida P

P=polynomiaini ¢as
Polynomialnost Slozitost

Trida P |

Pfipomenme stru¢né formalni definici tfidy P.
Turingovy stroje — formalni definice tridy P

Turinguv stroj sestava z 2-smérné nekonecné pasky
rozdélené do Ctvercu. Kazdy Ctverec muze obsahovat symbol z
konecCné abecedy ¥ obsahujici prazdny symbol x. Az na
kone¢né mnoho Ctvercl vSechny obsahuji prazdny symbol x.

Paska je snimana rychlosti 1 ¢tverec za jednotku ¢asu tzv.
Cteci i zapisovaci hlavici.

Stroj mize byt v jednom z kone¢né mnoziny I stavd,
r=1{qo,q1,--.,9m} a prislusna akce stroje v danam Case je
jednoznacné urcena jeho vnitfnim stavem a symbolem v
soucasné snimaném Ctverci.
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Trida P 1l

Akce provede libovolnou z nasledujicich operaci:
@ zméni (pfepisSe) snimany symbol na jiny symbol ze ¥,
© posune ¢teci hlavici o jeden ¢tverec doprava (—) Ci
doleva (+—),
© zméni svij soucasny stav z g; na g;.
Vypocet Turingova stroje je tedy fizen pfechodovou funkci

0:ITXE->T XXX {+— —}

Control
unit

Read—write head

gx[x[0[1]o]olofoft]t]o]1]s] ] x+[=

2—-way infinite tape
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Trida P IV

Vypocet Turingova stroje sestava z nasledujicich kroku:

@ reprezentace vypoctu konecnym fetézcem x € L}, kde
Yo =X\ {x}, ktery je umistén ve Ctvercich 1 — n, kde n je
pocet symboll obsazenych v x,
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Trida P IV

Vypocet Turingova stroje sestava z nasledujicich kroku:

@ reprezentace vypoctu konecnym fetézcem x € L}, kde
Yo =X\ {x}, ktery je umistén ve Ctvercich 1 — n, kde n je
pocet symboll obsazenych v x,

© odstartovani ¢innosti Turingova stroje z jeho pocatecniho
stavu (obvykle qg) s prepisovaci hlavou na Ctverci 1 a jeho
pokracovani se zakladnimi operacemi (Cetni, zapsani a
zmény stavu) az do doby, kdy stroj skonCi v koncovém
stavu (qy).




P=polynomialni ¢as Uvod Ttida P
Polynomialnost Slozitost

Trida P IV

Vypocet Turingova stroje sestava z nasledujicich kroku:

@ reprezentace vypoctu konecnym fetézcem x € L}, kde
Yo =X\ {x}, ktery je umistén ve Ctvercich 1 — n, kde n je
pocet symboll obsazenych v x,

© odstartovani ¢innosti Turingova stroje z jeho pocatecniho
stavu (obvykle qg) s prepisovaci hlavou na Ctverci 1 a jeho
pokracovani se zakladnimi operacemi (Cetni, zapsani a
zmény stavu) az do doby, kdy stroj skonCi v koncovém
stavu (qy).

Vystup stroje M po jeho aplikovani na stav x je obsah pasky
dosazeny v koncovém stavu.
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Trida P IV

Vypocet Turingova stroje sestava z nasledujicich kroku:

@ reprezentace vypoctu konecnym fetézcem x € L}, kde
Yo =X\ {x}, ktery je umistén ve Ctvercich 1 — n, kde n je
pocet symboll obsazenych v x,

© odstartovani ¢innosti Turingova stroje z jeho pocatecniho
stavu (obvykle qg) s prepisovaci hlavou na Ctverci 1 a jeho
pokracovani se zakladnimi operacemi (Cetni, zapsani a
zmény stavu) az do doby, kdy stroj skonCi v koncovém
stavu (qy).

Vystup stroje M po jeho aplikovani na stav x je obsah pasky

dosazeny v koncovém stavu. Jeden krok vypoctu stroje
sestava z jedné akce 1-3 uvedenych vySe a délka neboli cas

pouZzity pii vypoctu je poCet takovychto krokd. Pokud M

oznacuje nejaky Turinglv stroj , oznacime tuto dobu ty(x).
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TridaP V

Funkce f : X5 — X je vycislitelna pomoci Turingova stroje
M, jestlize pro vSechna x € ¥, x je vstup pro M, v pfipadé
ukonceni vypoctu stroj zastavi s hodnotou f(x) na jeho
vystupni pasce.
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TridaP V

Funkce f : X5 — X je vycislitelna pomoci Turingova stroje
M, jestlize pro vSechna x € ¥, x je vstup pro M, v pfipadé
ukonceni vypoctu stroj zastavi s hodnotou f(x) na jeho
vystupni pasce.

Tedy Turinglv stroj je pfesna analogie pocitace — kazdy
vypocet, ktery Ize vykonat modernim pocitacem, Ize provést i
Turingovym strojem.
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TridaP V

Funkce f : X5 — X je vycislitelna pomoci Turingova stroje
M, jestlize pro vSechna x € ¥, x je vstup pro M, v pfipadé
ukonceni vypoctu stroj zastavi s hodnotou f(x) na jeho
vystupni pasce.

Tedy Turinglv stroj je pfesna analogie pocitace — kazdy
vypocet, ktery Ize vykonat modernim pocitacem, Ize provést i
Turingovym strojem.

OvSem v praxi je konstrukce Turingova stroje schopného i
pouze jednoduchych vypoctl velmi ¢asové naro¢na. Proto byl
vyvinut soubor zakladnich Turingovych stroju, které provadi
odpovidajici ulohy.
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TridaP V

Funkce f : X5 — X je vycislitelna pomoci Turingova stroje
M, jestlize pro vSechna x € ¥, x je vstup pro M, v pfipadé
ukonceni vypoctu stroj zastavi s hodnotou f(x) na jeho
vystupni pasce.

Tedy Turinglv stroj je pfesna analogie pocitace — kazdy
vypocet, ktery Ize vykonat modernim pocitacem, Ize provést i
Turingovym strojem.

OvSem v praxi je konstrukce Turingova stroje schopného i
pouze jednoduchych vypoctl velmi ¢asové naro¢na. Proto byl
vyvinut soubor zakladnich Turingovych stroju, které provadi
odpovidajici ulohy.

Konstruujeme-li pak slozity TuringUv stroj, pouzivame stroju jiz
dfive zkonstruovanych, podobné jako kdyz pouzivame
subrutiny v obvyklych pocitacovych programech.
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Slozitost |

Muzeme pak formalné definovat Casovou slozitost. Je-li M
Turinguv stroj, ktery zastavi pro vSechny vstupy x € ¥, éasova
slozitost Turingova stroje M je funkce ty, : Z+ — Z* uréena
vztahem

tw(n) = max{t: existuje x € ¥ tak, ze [x| = n
a Cas ubéhly strojem M pfi vstupu x je t}.
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Slozitost |

Muzeme pak formalné definovat Casovou slozitost. Je-li M
Turinguv stroj, ktery zastavi pro vSechny vstupy x € ¥, éasova
slozitost Turingova stroje M je funkce ty, : Z+ — Z* uréena
vztahem

tw(n) = max{t: existuje x € ¥ tak, ze [x| = n
a Cas ubéhly strojem M pfi vstupu x je t}.

Funkce f je vyCislitelna v polynomialnim ¢ase nebo ma
polynomialni sloZitost, pokud existuje néjaky Turinguv stroj
M, ktery vypocte f a jisty polynom p tak, ze ty(n) < p(n) pro
vSechna n.




P=polynomialni ¢as Uvod Ttida P
Polynomialnost Slozitost

Slozitost |

Muzeme pak formalné definovat Casovou slozitost. Je-li M
Turinguv stroj, ktery zastavi pro vSechny vstupy x € ¥, éasova
slozitost Turingova stroje M je funkce ty, : Z+ — Z* uréena
vztahem

tw(n) = max{t: existuje x € ¥ tak, ze [x| = n
a Cas ubéhly strojem M pfi vstupu x je t}.

Funkce f je vyCislitelna v polynomialnim ¢ase nebo ma
polynomialni sloZitost, pokud existuje néjaky Turinguv stroj
M, ktery vypocte f a jisty polynom p tak, ze ty(n) < p(n) pro
vSechna n.

V praxi vétSinou neuvazujeme s Turingovym modelem, ale
pracujeme na mnohem vySsi Urovni.
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@ NP-Uplné problémy
@ NP-tézké problémy
@ VLSI obvody
@ Malé obvody

e NP = nedeterministicky
polynomialni ¢as
e Uvod
@ Definice
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Trida NP - |

PopiSme si neformalni ideu tfidy NP.

Predpokladejme, Ze mate za kol prodat velka slozena Cisla
opravdu hodné zaméstnanym nakupcim.

S pomoci otrokl pracujicich neomezeny pocet hodin mizete
sestavit seznam slozenych Cisel ¢y, ¢y, ... a abychom byl
schopni prodavat tato Cisla rychle, budete mit k dispozici
odpovidajici seznam faktorQ y4, y», ...tak, Ze pokud ma dojit k
prodeji, vSe, co musite udélat, je dat Cislo ¢; dohromady s
faktorem y; a ovéfit, ze slozené Cislo ¢; je délitelné Cislem y;.

Pak y; nazyvame certifikatem neprvociselnosti Cisla c;,
protoze pak existuje pfi jeho pouziti algoritmus pracujici v
polynomialni dobé pro ovéreni, ze ¢; je slozené.
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Uvod NP-tézké problémy
NP = nedeterministicky Definice VLSI obvody

NP-UpIné problémy Malé obvody

Definice tridy NP - |

Neformalné mlizeme tedy fici, ze vlastnost ndlezi do NP,
jestlize spInéni této viastnosti Ize ovéfit v polynomiélni dobé s
pomoci vhodného certifikétu.

Podejme nyni formalni definici:

Bud' X néjaka konecna abeceda. Libovolnou podmnozinu L
mnoziny ¥ nazveme vlastnosti (jazykem). Rekneme pak, Ze
L € NP, jestlize existuje funkce f : £* x ¥* — {0,1} tak, ze

@ x € L pravé tehdy, kdyz existuje y € Xj tak, Ze f(x,y) =1,

@ vypoctova ¢asova narocnost f je omezena polynomem v
proménné x.
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Definice tridy NP - I

To Ize presnégji preformulovat nasledovné:

Pro x, y € ¥ oznaCme x y fetézec zaCinajici x, nasledovany
prazdnym symbolem a poté nasledovany y.

Jazyk L C ¥ bude v NP, pokud existuje Turingav stroj M a
polynom p(n) tak, ze Ty(n) < p(n) a pro kazdy vstup x € ¥:
@ Pokud x € L, pak existuje certifikat y ¢ Y tak, Ze
ly| < p(|x]|) a M akceptuje vstupni fetézec x y.

@ Pokud x ¢ L, pak, pro kazdy fetézec y € ¥, M zamitne
vstupni fetézec x y.
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P=NP?-I

V pojmech teorie Turingovych stroju, povazujem y sdruzené se
vstupem x za certifikat relace patfit prvku x v L, a nechavame
Turinguv stroj pracovat v polynomialni dobé na vstupu
sestavajicimu ze vstupu x a certikatu y.

Specialné pak
P C NP,

povazujeme-li P za soubor vlastnosti.

vvvvvv

teoretické computer science.
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NP-Uplné problémy - |

vlastnosti" tak, ze kdybychom byli schopni vyresit nékterou z
téchto vlastnosti, byli bychom schopni rozhodnout kazdou z
vlastnosti v NP.

Preciznéji, fekneme, Ze vlastnost 71 je polynomialné
redukovatelna na vlastnost o, pokud existuje funkce f z P tak,
Ze x ma vlastnost my pravé tehdy, kdyz f(x) ma vlastnost 7.
PiSeme pak

m <p T2.

Je snadno vidét, Ze pokud 7y <, 1o, implikuje existence
polynomialniho algoritmu pro > existenci polynomialniho
algoritmu pro .
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NP-uplné problémy - II

Totiz, necht’ A je algoritmus pro 7, ktery pracuje v Case t(n).

Je-li x néjaky vstup pro 1 tak, ze |x| = n, pak transformujme x
na f(x) a aplikujme algoritmus A.

Protoze transformace pracuje v polynomiélnim Case, je |f(x)|
ohranic¢ené néjakym polynomem g(n). Tedy transformace f a
algoritmus A pracuji v ¢ase ohrani¢eny néjakym polynomem.

Pfipomenme nasledujici tvrzeni:

Existuje viastnost m € NP tak, Ze libovolna jina viastnost
7' € NP je polynomialné redukovatelna na .

Takovéto 7 se nazyva NP-upiny problém.
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NP-Uplné problémy - llI

Pfipomenme, Ze mame k dispozici seznam vice nez 3000
NP-Uplnych problému.

Pritom témér kazda vlastnost z NP, o které se nevi, zda lezi v
P, je NP-Uplna, aCkoliv mame k dispozici tvrzeni, které fika, ze
pokud NP # P, pak NP — P obsahuje problémy, jez nejsou
NP-UpIné.

SAT € NP-upiné problémy.
e 4 4444
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NP-teZzké problémy - |

Rekneme, Ze problém = je NP-t&zky, pokud existuje n&jaka
NP-Uplna vlastnost 7y tak, ze pokud existuje polynomialni
algoritmus pro =, existuje i polynomialni algoritmus pro .

Ekvivalentné, funkce f se nazyva NP-tézka, pokud existuje
NP-Uplny jazyk L takovy, ze L <, f, pficemz zde identifikujeme
L s funkci f; a f; je charakteristicka funkce mnoziny L.

Tedy NP-tézka je minimalné stejné obtizna jakozto libovolny
jazyk (vlastnost) z NP v tom smyslu, Ze polynomialni

algoritmus pro vypocet takovéto funkce by nam garantoval
polynomidlni algoritmus pro libovolny jazyk (vlastnost) z NP.
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NP-tezké problémy - I

Napfiiklad rozhodovaci problém klikovosti grafu, ktery se pta,
zda v daném grafu existuje klika alespon o k vrcholech, je
NP-tézky problém. Pfipomenme, ze klika grafu je kazdy
maximalni Uplny podgraf grafu G (tj. kazdy uplny podgraf pro
ktery plati, Ze zadny z jeho nadgrafli neni Gplny). Maximalni
Cislo k, pro které existuje v G klika o k vrcholech nazyvame
klikovosti grafu.

Trivialni dusledky této definice jsou nasledujici tvrzeni:
@ Pokud existuje polynomidlni algoritmus pro kazdy
NP-problém, je pak NP = P.
Q Je-li my NP-tézky a w1 <, m2, je i mo NP-téZky.
© Kazdy NP-Gplny problém je NP-tézky.
Obracené tvrzeni k 3 neni pravdivé.
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VLSI obvody - |

Vénujme se na chvili zcela odliSnému modelu vypoctu, ktery
zhruba odpovida realizaci Cipu nebo VLSI obvodu (very large
scale integration — velmi vysoka integrace).

Kombinacni obvod (logicky obvod, hradlo) je zafizeni pro
vypocet booleovskych funkci.

Obvykle je reprezentovan jakozto kone€ny orientovany
acyklicky graf, jehoz mnozina vrcholl se déli na vstupni
vrcholy, vnitini vrcholy neboli brany a jediny vystupni
vrchol.

Kazdy vstupni vrchol patii k pravé jednomu z argumentu
pocitané booleovské funkce.

Kazdy z vnitfnich vrcholl odpovida vzajemné jednoznacné
prislusné booleovské funkci dvou proménnych pouzité béhem
vypocCtu. Vystupni vrchol pak obsahuje vysledek vypoctu
booleovské funkce na vstupnich vrcholech.
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VLSI obvody - I

Rekneme, ze kombinaéni obvod C s n vstupnimi vrcholy
vypocte booleovskou funkci f(xq,. .., X,), pokud, v pfipadé, ze
vstupnim vrchollim je pfifazena po fadé posloupnost xi, xo, .. .,
Xp a tyto vstupni hodnoty jsou zpracovany vnitfnimi branami dle
zfejmého poradi indukovaného acyklickym usporadanim grafu
C, je hodnota vystupniho vrcholu rovna f(xy, ..., Xp).

Velikost kombinacniho obvodu C je pocet vnitfnich vrcholl a
znaci se ¢(C).

Je-li f booleovska funkce, je pak obvodova slozZitost funkce f
definovana jakozto minimaini velikost kombina¢niho obvodu,
ktery realizuje funkci f a oznacuje se jakozto c(f).
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Priklad 3.3

(Hamiltonovska kruznice ) UvaZme nasledujici otazku:
Urcete, zda graf G obsahuje Hamiltonovskou kruZnici.

Pro kaZdou hodnotu n mazZeme najit kombinacni obvod C,
jenz ma O(n?) vstupnich vrcholi (jeden pro kazdou mozZnou
hranu), ktera dava na vystupu vysledek TRUE tehdy a jen
tehdy, kdyZz vstupni graf G ma hamiltonovskou kruZnici.

V soucasné dobé, bohuZel, vSechny znamé takovéto
kombinacni obvody C, maji exponencialni pocet vrcholu.

Hamiltonovsky graf je graf, ktery Ize projit takovou cestou, ze
kazdy jeho uzel je navstiven prave jednou s vyjimkou uzlu
vychoziho, ktery je zaroven uzlem cilovym. Neboli — graf je
hamiltonovsky, prave kdyz obsahuje kruznici, ktera prochazi
vSemi jeho uzly (tzv. hamiltonovské kruznice).
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Gl GZ

Graf Gy ma Hamiltonovskou kruZnici (a, b, d, e, g)), ale graf G
nema zadnou Hamiltonovskou kruZnici.
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Malé obvody - |

Rekneme tedy, Ze vlastnost = mé& polynomialni obvodovou
velikost neboli obsahuje pouze malé obvody, pokud existuje
posloupnost kombinacnich obvodu (C,: 1 < n< ) a
polynom p tak, ze C, rozhodne = na v§ech moznych vstupech
velikosti n a velikost c(C,) spliuje

c(Cn) < p(n) (1 <n< o).

Poznamenejme, Ze plati:

@ Je-li vypocet turingovsky vypocitatelny v polynomialnim
Case, pak ma malé kruznice.

@ Obracené tvrzeni neni pravdivé: existuji nerekurzivni
funkce, které nejsou vypocitatelné zadnym turingovskym
strojem, ale maji malé kruznice.

@ Ma-li kazdy NP-tézky problém malé kruznice, ma i kazdy
NP-problém malé kruZnice.
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Malé obvody -

V dal§im budeme kazdy problém s malymi kruznicemi

povazovat za "snadny" a Sifrovaci systém na ném zalozeny

nebude povazovan za bezpecny.
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Splnitelnost - |

Klasickym pfipadem rozhodovaciho problému je booleovska
spinitelnost.




Splnitelnost - SATisfiability

Splnitelnost - |

Klasickym pfipadem rozhodovaciho problému je booleovska
spinitelnost.

Booleovska funkce je funkce f : {0,1}” — {0,1}. Budeme
interpretovat ‘1’ jakozto pravda a ‘0’ jakozto nepravda. Zakladni
booleovské funkce jsou negace (NOT), konjunkce (AND) a
disjunkce (OR).




Splnitelnost - SATisfiability

Splnitelnost - |

Klasickym pfipadem rozhodovaciho problému je booleovska
spinitelnost.

Booleovska funkce je funkce f : {0,1}” — {0,1}. Budeme
interpretovat ‘1’ jakozto pravda a ‘0’ jakozto nepravda. Zakladni
booleovské funkce jsou negace (NOT), konjunkce (AND) a
disjunkce (OR).

Je-li x booleovska proménna, pak negace x je

x - {1, pokud je x nepravda,

0, jinak.




Splnitelnost - SATisfiability

Splnitelnost - |

Klasickym pfipadem rozhodovaciho problému je booleovska
spinitelnost.

Booleovska funkce je funkce f : {0,1}” — {0,1}. Budeme
interpretovat ‘1’ jakozto pravda a ‘0’ jakozto nepravda. Zakladni
booleovské funkce jsou negace (NOT), konjunkce (AND) a
disjunkce (OR).

Je-li x booleovska proménna, pak negace x je

x - {1, pokud je x nepravda,

0, jinak.
Literal je booleovska proménna nebo jeji negace. Konjunkce
posloupnosti literald x1, ..., x, je
1, pokud vSechna x; jsou pravdiva,
Xy ANXoN---NXp = .
0, jinak.
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Splnitelnost - I

Disjunkce posloupnosti literalt x4, . .., X, je

1, pokud nékteré x; je pravdivé,
0, jinak.

XYVXoV---VXp = {
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Disjunkce posloupnosti literalt x4, . .., X, je

1, pokud nékteré x; je pravdive,
XYVXo V.-V Xy =

0, jinak.

Booleovska funkce f je v konjunktivni normaini formé
(zkracené CNF), pokud

f(X‘],,Xn) — /\km:1 Ck,

kde kazda klauzule Cy je disjunkce literalu.
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Splnitelnost - I

Disjunkce posloupnosti literalt x4, . .., X, je

1, pokud nékteré x; je pravdive,
XYVXo V.-V Xy =

0, jinak.

Booleovska funkce f je v konjunktivni normaini formé
(zkracené CNF), pokud

f(X‘],,Xn) — /\km:1 Ck,

kde kazda klauzule Cy je disjunkce literalu.

Pravdivostni pFifazeni pro booleovskou funkci f(xq, ..., x5) je
vybér hodnot x = (xq,...,Xxn) € {0,1}" pro jeji proménné.
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Splnitelnost - IlI

Splnéné pravdivostni pFifazeni je vybér hodnot
X = (X1,...,Xn) € {0,1}" tak, ze f(x) = 1.
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Splnitelnost - IlI

Spinéné pravdivostni pFifazeni je vybér hodnot
X=(xq,...,Xn) € {0,1}"tak, ze f(x) = 1.

Pokud takové pravdivostni pfitazeni existuje, fekneme, Ze
funkce f je splnitelna.
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Splnitelnost - IlI

Splnéné pravdivostni pFifazeni je vybér hodnot
X = (X1,...,Xn) € {0,1}" tak, ze f(x) = 1.

Pokud takové pravdivostni pfitazeni existuje, fekneme, Ze
funkce f je splnitelna.

Booleovska splnitelnost (SAT) je nasledujici rozhodovaci

problém.

SAT

Vstup: booleovska funkce f(x1,...,xn) = Ax—q Ck v CNF.
Otézka: je f(xq, ..., Xn) splnitelna?
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Uvazme pfirozené zakédovani tohoto problému. Budeme
pracovat nad abecedou X = {x,0,1,V, A, =}, pfiCemz
zakdédujem proménnou x; pomoci binarni reprezentace i.
Literal x; budeme kddovat pridanim symbolu — na zacatek.
Evidentné pak mizeme zakdédovat CNF formuli,

f(x1,...,Xn) = A\s pfirozenym zptsobem nad abecedou ¥.
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Splnitelnost - IV

Uvazme pfirozené zakédovani tohoto problému. Budeme
pracovat nad abecedou X = {x,0,1,V, A, =}, pfiCemz
zakdédujem proménnou x; pomoci binarni reprezentace i.
Literal x; budeme kddovat pridanim symbolu — na zacatek.
Evidentné pak mizeme zakdédovat CNF formuli,

f(x1,...,Xn) = A\s pfirozenym zptsobem nad abecedou ¥.
Napt. formuli
(X1, x5) = (X1 V Xa) A (X3 V X5 V X2) A (X5 V X5),

zakodujeme jako

1V 10011V =101 V10 A =11V 107"
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Protoze zadna klauzule nemUze obsahovat vice nez 2n literald,
bude velikost vstupu CNF formule o n proménnych a m
klauzulich O(mn log n).
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Splnitelnost - V

Protoze zadna klauzule nemUze obsahovat vice nez 2n literald,
bude velikost vstupu CNF formule o n proménnych a m
klauzulich O(mn log n).

Fundamentalni veta teorie sloZitosti Fika, Ze
SAT € NP-uplny.

Dulezitym podproblémem problému SAT je tzv. k-SAT, for
k>1.
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Splnitelnost - V

Protoze zadna klauzule nemUze obsahovat vice nez 2n literald,
bude velikost vstupu CNF formule o n proménnych a m
klauzulich O(mn log n).

Fundamentalni veta teorie sloZitosti Fika, Ze
SAT € NP-uplny.

Dulezitym podproblémem problému SAT je tzv. k-SAT, for

k>1.

k-SAT

Vstup: booleovska funkce f v CNF s nejvySe k literaly v kazdé
klauzuli.

Otazka: je f(x1, ..., Xn) splnitelnd?
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Splnitelnost - VI

Evidentné je problém 1-SAT snadny. Kazdé splnéné
pravdivostni pfifazeni pro f v tomto pfipadé musi zajistit, Zze
kazdy literal obsazeny v f musi byt pravda.

Tedy f je splnitelné pravée tehdy, kdyZ neobsahuje zaroven

literal a jeho negaci. To samozfejmé snadno ovéfime v
polynomialni dobé a tedy 1-SAT € P.

Podstatné naro€néjsi je dukaz, ze 2-SAT < P.
Ale uz 3-SAT € NP-uplny.
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Pamétova slozitost

Polynomialni pamét’ Doplnky jazykud

e Pamétova sloZitost
@ Polynomialni pamét
@ Doplnky jazykl




Pamétova slozitost

Polynomialni pamét Dopliky jazyku

Pamétova slozitost - |

Doposud jsme uvazovali jakozto jediny vypocetni zdroj Cas.
Jinym zdrojem, ktery omezuje nasi schopnost provadét vypocty
je pamét. Zavedeme nyni potfebné definici, abychom se mohli
kratce vénovat pamétové slozitosti deterministického Turingova
stroje.

Zastavi-li TuringQv stroj pfi vstupu x € X%, pak pamét’ pouZita
pri vstupu x je poCet riznych Ctvercl pasky, které byly pouzity
Cteci-zapisovaci hlavici Turingova stroje béhem jeho vypoctu.
Toto Cislo oznacime jako sp(x).

Zastavi-li Turinguv stroj M pro kazdy vstup x € ¥j, pak
pameétova sloZitost Turingova stroje M je funkce Sy, : N — N
definovana jakozto

Sm(n) = max{s | existuje x € ¥{ tak, Ze sy(x) = s}.
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Pamétova slozitost - Il

Nejdulezitejsi tfidou pamétové slozitosti je tfida jazyku, které
mohou byt rozhodnuty v polynomialni paméti

PSPACE ={L C ¥y | existuje Turinglv stroj M,
ktery rozhodne L, a polynom p(n)
tak, ze Sy(n) < p(n) pro vSechna
n>1}.

Je ziejmé, ze pamét je hodnotnéjsi zdroj nez ¢as v tom

smyslu, ze mnozstvi paméti pouzité pfi vypocCtu je vzdy
ohrani¢eno shora mnozstvim Casu, ktery vypocet zabere.
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Pamétova slozitost - Il

Je-li jazyk L rozhodnutelny v case f(n), pak je L rozhodnutelny
v paméti f(n).

Pocet riznych &tvercu pasky, které byly pouzity ¢teci-zapisovaci
hlavici libovolného Turingova stroje béhem jeho vypoctu
nemuze prevysSit poCet krokU, které Turinguv stroj provede. ml

Dulsledek 5.2
P C PSPACE.




Pamétova slozitost

Polynomialni pamét Dopliky jazyku

Pamétova slozitost - IV

Dal$i dulezitou tfidou pamétové slozitosti je tfida jazyku, které
mohou byt rozhodnuty v exponencialnim case

EXP={L C ¥} | existuje Turinglv stroj M, ktery rozhodne L,
a polynom p(n) tak, ze Ty(n) < 2°P(")
pro vSechna n > 1}.

Plati ale, ze pfi exponencialnim mnoZzstvi ¢asu mizeme
spocitat cokoliv, co Ize spocitat pomoci polynomialni paméti.

P C PSPACE C EXP




Pamétova slozitost

Polynomialni pamét Dopliky jazyku

Pameétova slozitost - V

Staci ovérit PSPACE C EXP.

Predpokladejme, Ze jazyk L € PSPACE. Pak existuje polynom
p(n) a Turinguv stroj M takovy, Ze M rozhodne L a zastavi po
nejvyse p(|x|) Ctvercich pasky pfi vstupu x € ¥.

Zakladni mySlenkou dikazu je, Zze protoZze M zastavi, nem(ze
nikdy opakovat stejnou konfiguraci dvakrat (pfiCemz
konfigurace sestava ze stavu Turingova stroje, pozice
Cteci-zapisovaci hlavice a obsahu pasky). V opacném pripadé
by vznikla nekonecna smycka a tedy by Turinglv stroj nikdy
nezastavil. 1




Pamétova slozitost

Polynomialni pamét Dopliky jazyku

Pamétova slozitost - VI

PokraCovani.
Ptesnéji, uvazujme vstup x € ¥7. Pokud |X| = ma [[| = k, pak
v kazdém bodé vypocCtu mize byt momentalni konfigurace
Turingova stroje popsana nasledovné:

(i) soucasnym stavem Turingova stroje,

(i) pozici Cteci-zapisovaci hlavice,

(iii) obsahem pasky.
Mame tedy k moznosti pro (i) a, protoze vypocet pouzije
nejvySe p(n) rdznych Ctverct pasky, mame nejvyse p(n)
moznosti pro (ii).
Protoze kazdy Ctverec pasky obsahuje néjaky symbol z
abecedy Y a obsah Ctverce pasky, ktery nebyl pouzit
Cteci-zapisovaci hlavici, se béhem vypoctu nezméni, mame

ﬁak mP(N) moznosti ﬁro iiiii. I




Pamétova slozitost

Polynomialni pamét Dopliky jazyku

Pamétova slozitost - VII

Pokracovani.

Celkem tedy mame kp(n)mP(") konfiguraci pro TuringQv stroj M
béhem jeho vypocCtu pfi vstupu x délky n.

Muze se néktera z téchto konfiguraci opakovat? Evidentné
nikoliv, protoze kdyby se opakovala, Turinglv stroj by se dostal
do smyc¢ky a nikdy by nezastavil. Tudiz

tw(x) < kp(n)mP").
Uvazme polynom q(n) splhujici
logk + logp(n) + p(n)logm < q(n).

Odtud fy(x) < 29" Pak L je rozhodnutelny v &ase 29(") a tedy
L e EXP. mul
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Polynomialni pamét Dopliky jazyku

Pamétova slozitost - VII

Je znamo, ze P # EXP. Ale zda plati, Ze PSPACE = EXP, je
jednim z hlavnich problému teorie sloZitosti. Kdyby vySe
uvedené platilo, bylo by P £ PSPACE, coz se nevi.

EXP

PSPACE

NP




Pamétova slozitost

Polynomialni pamét Dopliky jazykl

Doplnky jazyku - |

Je-li L C ¥j jazyk, pak komplement jazyka L je mnoZina
L°={xeXi|x¢&L}.

Je-li C tfida slozitosti, pak tfida komplementu jazykii z C se
oznacuje jako

co—C={LCx;|L°eC}

komplementu jazykd z NP.



Pamétova slozitost

Polynomialni pamét Dopliky jazykl

Doplnky jazyku - I

Podle nasi definice jazyk L C ¥ lezi v co — NP tehdy a jen
tehdy, kdyz existuje Turinglv stroj M a polynom p(n) tak, ze
Tu(n) < p(n) a pro kazdy vstup x € ¥j mame:
(i) pokud x ¢ L, pak existuje certifikat y c ¥ takovy, ze
ly| < p(|x]|) a M akceptuje vstupni fetézec xy,
(ii) pokud x € L, pak pro kazdy fetézec y € L Turinguv stroj
M zamitne vstupni fetézec xy.
V pripadé jazyka leziciho v P mame Turinglv stroj M, ktery v
polynomialnim ¢ase rozhodne L. Znegujeme-li vystup naseho
Turingova stroje, obdrzime TuringQv stroj My, ktery v
polynomialnim ¢ase rozhodne L°. Tedy P = co — P. Pro NP uz
vySe uvedené neplati. Otazka, zda NP = co — NP je

slozitosti, po otazce, zda P = NP.



Nahodné algoritmy

O ¢em to bude

e Nahodné algoritmy




Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - |

Algoritmus, ktery ma pravdépodobnost chyby méné, nez 2100
a ktery bé&hem minuty je schopen identifikovat &islo 2400 — 593
jakozto nejvétsi prvodislo mendi nez 2490, ma bezprostredni
prakticky a esteticky dusledek. Takovymi jsou naptiklad
algoritmy pro testovani prvociselnosti od Rabina a dale od
Solovaye a Strassena.




Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - Il

Nejprve ilustrujme ideu nahodného algoritmu na prikladé:
Predpokladejme, Ze mame polynomialni vyraz v n proménnych,
feknéme f(xq, ..., Xp) a Ze si pfejeme ovéfit, zda je polynom f
identicky nulovy. Ovérit to analyticky je neskutecné pocitani.

Predpokladejme misto toho, ze jsme vygenerovali ndhodny
vektor (ry, ..., rm) avycislili f(ry, ..., rm). Pokud f(ry,...,rm) #0,
vime ze f je nenulovy. Pokud f(ry,...,r,) =0, je bud f identicky
nulové nebo jsme méli obrovské Stésti s vybérem (ry, ..., rn).

Proved'me tyto kroky nékolikrat a pokud vzdy obdrzime nulu,
muzeme tvrdit, Ze f je identicky nula. Pravdépodobnost toho, Ze
jsme udélali chybu, je zanedbatelna.



Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - llI

Coin-tossing tape ‘A1|1|O|1|1|1|0|1|0|1§

Ordinary tape

Coin-tossing head

Control

unit

Read—write head

2#/%[0[1/0[0[0[O[ 1[1]O[ 1 ][] [[+[=




Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - IV

Je-li m vypocetni problém a x je vstup nebo instance T,
fekneme, ze nahodny algoritmus pro feSeni m postupuije
nasledovné. V jistych okamzicich pro feSeni instance x
problému 7 algoritmus provede nahodné rozhodnuti.

S vyjimkou téchto ndhodnych rozhodnuti je algoritmus Cisté
deterministicky.

Jazyk L je nahodné rozhodnutelny v polynomialnim ¢ase
neboli lezi ve tfidé RP, pokud existuje polynom f a polynomialni
algoritmus, ktery pro kazdy vstup x a kazdy mozny certifikat y
délky f(|y|) vypocte hodnotu v(x, y) € {0, 1} tak, ze
Q@ x ¢ Limplikuje v(x,y) = 0 pro vSechna y.
@ x e Limplikuje v(x, y) = 1 pro alespon polovici vSech
moznych certifikatd y.



Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - V

Evidentné
RP C NP

P C RP.

Abychom podali formalni definici pravdépodobnostniho
polynomialniho ¢asového algoritmu, zavedeme novy typ
Turingova stroje.

Pravdepodobnostni Turinguv stroj (zkracené PTM) je
deterministicky Turinglv stroj, ktery navic obsahuje dal$i pasku
nazvanou pdska hazejici mince, kterd obsahuje nekone¢nou
posloupnost rovhomérné rozdélenych nezavislych nahodnych
bitd. Tato paska ma hlavu jen pro ¢teni nazvanou hlava pro
hazeni minci.



Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - VI

Stroj provadi vypocty podobné jako deterministicky Turingtv
stroj kromé toho, ze hlava pro hazeni minci mize cist bit z
pasky hazejici mince v jediném kroku.

Pfechodova funce nyni zavisi nejen na aktualnim stavu a
symbolu v aktualnim &tverci bézné pasky, ale také na
nahodném bitu v soucasné dobé snimanén Ctverci pomoci
hlava pro hazeni minci.

Prechodova funce nyni fekne pravdépodobnostnimu Turingovu
stroji Ctyfi véci: novy stav; novy symbol, ktery ma byt zapsan do
soucasnaho Ctverce bézné pasky; pohyb vlevo nebo vpravo
hlavy na ¢teni i zapis a pohyb vlevo nebo vpravo hlavy pro
hazeni minci. (VSimnéme si, Zze paska hazejici mince je
nekonec€na pouze v jednom sméru, hlava pro hazeni minci se
nesmi posunout z konce pasky).



Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - VII

Protoze vypocCet PTM pfi vstupu x € ¥ nezalezi nejen na x,
ale také na nahodnych bitech pouzitych pfi jeho vypoctu, je
doba béhu PTM M je nahodn& proménna: ty(x). Ve
skutecnosti, zda se PTM zastavi na urcitém vstupu, je samo o
sobé nahodna proménna.

Rekneme, ze PTM je zastavujici, pokud zastavi po koneéné
mnoha krocich na kazdém vstup x € ¥ bez ohledu na
nahodné bity pouzitych pfi jeho vypoctu.

Casovd sloZitost zastavujiciho PTM M je Ty : N - N a je
definovana takto,

Tu(n) = max{t | existuje x € X tak, ze Prty(x) = t] > 0}.

V podstaté to odpovida maximalni dobé zastaveni, ktera
nastane s nenulovou pravdépodobnosti.



Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - VIII

Budeme fikat, Zze PTM M méa polynomialni dobu béhu, pokud
existuje polynom p(n) tak, ze Ty(n) < p(n), pro kazdé n € N.
Takze dle definice je jakykoli PTM s polynomialni dobou béhu
zastavuijici.
Nyni mazeme korektné definovat tfidu jazyku
rozhodnutelnych v nahodném polynomialnim ¢ase neboli
RP. Jazyk L patfi do RP tehdy a jen tehdy, pokud existuje PTM
M s polynomialni dobou béhu tak, ze pfi jakémkoliv vstupu
X € X plati:

(1) je-li x € L, pak plati Pr[M akceptuje x] > 1/2;

() jestlize x ¢ L, pak plati Pr[M akceptuje x] = 0.



Nahodné algoritmy

Nahodné algoritmy - IX

Pokud jazyk patfi do RP, mizeme snizit pravdépodobnost
mylného odmitnuti spravného vstup opakovanim vypoctu.
Nas dalsi vysledek ukazuje, ze opakovanim vypocétu mizeme
polynomialné snizit pravdépodobnost chyby podstatnym
zpusobem.

Tvrzeni 6.1
KdyZ L patfi do RP a p(n) > 1 je polynom, pak existuje PTM M
s polynomialni dobou béhu tak, Ze pii jakémkoliv vstupu x € ¥
plati:

(I) je-li x € L, pak plati Pr[M akceptuje x] > 1 — 2=P(");

(IT) jestlize x ¢ L, pak plati Pr{M akceptuje x] = 0.
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