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I 2 _ 1 I __ 2 ‘ 2\2 _ 8
I| Lg; 2 Dostaneme f(I wtdu =3 — 5= 1.  3Zde mime Of(l —u)du= .
/2 d F IV e
viv vy sinydy — L
4. Tady rozsirme jesté sinem a dostaneme ‘//' o s of = = ! (= T 1= L) du=In N
/4

/2
2 | 175 2Dostaneme f 1+2 cos 2x+cos” 2x) dzx. Prostfedni ¢len se integruje na nulu, pravy

jesté zapiseme jako m%‘*x. Kosinus se zas integruje na nulu a zlistane jen 3/2, ktera se integruje na 37/4.

Vysledek je tedy 37/16. 3. Bud miZeme zase vyuZit ty vzorce, nebo napsat sin” x cos” x = n sin® 20 =

T
= g sin” 2x-2. Pak miZeme udélat substituci 2x = uavyjde g f sin” u du. Integral je roven dvojnisobku
o

toho, co jsme nasli v bodé 1, tj. z/2. Vysledek: 7/16.

4 i n2 2 _ v17/ 2 2 . . I
3| L Mame sin” x + cos” x = 1. Délime cos” x, dostaneme 1 +tg"x = coslx’tl cos’ x = e
2
7 ’ + 2 _ _ 2 _ tg X
Proto musi byt sin“x = 1 — cos” x = Ty

2. leerencu]me dostaneme =1+ tg2 x =1+ u>.

Délime a ziskame zadané.

= du, ale podle predchoziho bodu je

cos2 cos2

3. Vlozme tg x = ua prepiSme podle nasich vzorcl z predchoziho bodu. Obdrzime f A N
FE LT
adu/b 7
ab f I _|_ ﬂu — 2ab°
V3
4. Tohle vypada haf, nez jaké to je. Zase dejme tg x = u, obdrzime f (1 + #*)du a je to integrace
AE)

. 7 ’ . ﬂ
jednoduchého polynomu. Vysledek: o

s. Nejdriv si uvédomime, Ze diky sudosti kosinu staci vzit dvojnasobek integralu od nuly do 7. Pak
muzeme pouzit trik: pfepiSeme cos x = 2 cos” 7 — 1 a dostaneme

s [ i
J (a —b)+ 2bcos? 5

’ v /7 . .V . 2 . . o v v v /7
Za zévorku (a — b) vlozime jednicku ve tvaru sin® 5 + cos® 5 a po substituci x/2 = u muzeme uz vyuzit
vztah ze tretiho bodu:

/2

4/‘ du . T 2T
(a—b)sin*u+ (a + b) cos®>u wNa—bVa+b a2 —b?

o

/2
4| 172 2.7/ (vedetona f sin” x dx).
o

3. Vlozme x = sin’ @. Pak dx = 2sin ¢ cos @ dp, meze jdou od o do 7/2. Po dosazeni vidime, Ze se
vSechno pomlati, ziistane jen dvojka a naintegruje se 7.

s| L 2.

3. Tady je potfeba trik: rozdélime to na 1 - In x, jednicku budeme integrovat a logaritmus derivovat.
Vysledek: [x In x]3 — 1. Ale co je to v té zdvorce? Pfi x = 1 dostaneme nulu. Co ale pfi x = o? To dosta-

neme o - oo, takZe musime pouzit I’'Hospitala. PiSme: hm 5 = lim L

& = lim =55 = o. Cela hranata zivorka




zmizne a zustane jen vysledek —1.
4. Tady je otazka, co mame integrovat a co derivovat. Normalné se x derivuje, ale arkustangentu inte-

v v /4 VYoo v1~/ / v 4 I 2
grovat pékné neumime. Tak to radéji udélime obracené. Tim dostaneme [;x*arctgx| — 2 f X dy
o) g I+x

Hranata zavorka da 7/8, pod integralem do (itatele pfidim a odectu jednicku a zZlomek se rozpadne na

I— coz uz se integruje snadno. Vysledek: % S

I
1+x2? 2

(o)
s. Ozna¢me ten integral I. Derivujme sinusa e integrujme; dostaneme I = f e " cosx dx. Zas udé-
o

lejme per partes, derivujme kosinus a e integrujme; dostaneme I = 1 — I, z ¢ehoz uz snadno vypoc-
teme ] = 7.

6 | Tady uz jsou vysledky primo v zadani alohy.

. 135-(2n—1) _ (2n) _ 1 (21
7 L n; 2. 2:4-6--27 T op2mpnz T Zzn(n).

Aplikace

I | Lj;- (zikladna)- (vyska); 2.7ab; 3.3

2

2 | 1. Tady madmedV = ”T“Z(eZZ/ 4 | 7% 1 1) dz. Integrujme podle z od —b do b. Obdrzime

3 —
- zTa (ezb/a —e 219/4) + 7a*b.

z/a_  —zla
Pokud jde o povrch, musime jeité spoditat dr = 1(e”* — e ) dz a Jdr* + dz? = S dz.

2 2

b
Povrch pak dostaneme jako § = 27 f r/dr? + dz?. Po provedeni substituce eZ/ 4 = useto redukuje
—b

2
na integraci polynomu, i kdyz nepfijemnou. Vysledek: =~ [eW a_ g3 | gl — eV ")]
2.Pfir = omame gz = aa pfir = b mame gz = o. Proto budeme integrovat v z od o do 4. Pri

2 2 a
vypoctu objemu hned muzeme vyjadtit »* = %(a —2)alV = 72'% [(a—2)dz = izba.
o

U povrchu diferencujme: dz = —2ar dr/b?, takze dz* + dr* = (1 + 4‘;—:) dr*. Proto dostaneme

b
_ [ 42
S—Zﬁfi" I+b—47’2d7’.
o

Polozime-li 1+35-7* = u, dostaneme integral z vi' du a snadno ziskame vysledek g—fl b + 4a2)?? — b3].
3| dS= srtde.

2

27 , 2T
4 | 1 Pocitejme 5 [7Pdp =% [(1+42c0sp+ cos” p)dp = 37a’ /2.
(] o

2. Tady je problém: pokud je kosinus zaporny, rovnici nemuze vyhovét zadné »! Takze kfivka musi mit
/4

dvé ,,usi“: jedno pro —% <p< % a druhé o 7 dal. Jedno ucho ma tedy plochu f a” cos 20dp = a’lz.
o

Ob¢ usi dohromady maji tedy plochu a’.

s Dostaneme ds = ,/dxz +dy>.
1

6 | 1.Zdejedy = 2xxdx, takze dx* + dy* = (1 + 4x*)dx* as = f V1 + 4x% dx. Tento mirné
—I

nepiijemny integral je potfeba vyéislit s pomoci hyperbolickych funkci. Vysledek: /37 + 3 In(z + /3.




2. Zase tu mame hyperbolické funkce. dx* + dy* = ch” £ dx?, takze délka je a sh %
7 | Protoze dx = cos pdr —7sin p dp ady = sin ¢ dr 47 cos ¢ dp, muZeme prosté oba diferen-

cialy dat na druhou a seist. Vysledek: ds* = dr* + »* dp”.
8 | 1.Zdejedr = ae”? dp, takze dr*+7* dp* = €**?(1+4”) dp*. Integrovat musime od ¢ = —oo

azdo @ = o. Vysledek: Zy1 + 42.
2.dr = —asinpdp, ds* = 44’ sin”* £ d¢ Délka je tedy 24 f |sin ¢|d¢ = 8a.

Zakerné alohy

2 | I Vime, Ze plati vztah s = v - t, takze za malinky cas dt urazi zavazi drahu dx = v dt. Odtud

v = % Dosazenim do zikona zachovani energie ziskame zadané.

2. Obdrzi se i’; = +/%(2E — kx?). Pferovnime to na

dx — 1 dt

kx?
I=%F

Integrujme ¢as od o do t. Poloha v téchto dvou ¢asech je obecné x(0) a x(¢). Nasobme jesté rovnici v k/2E
a obdrzime

m

/ MEEdx [k
x(o) k/ZE x)z

V integralu polozime vk/2E x = ua tim ho zredukujeme na tabulkovy integral. Vyjde

x(2)
= arcsin x(¢) — arcsin x(o0) = :I;\/g t.
x(0)

arcsin u

J4 , . /e .
Proto dostavame vysledek x(t) = sm(:l:‘/ - t + arcsin x(o)).
3. Nestalo by se nic moc zvlastniho, protoZe potencialni energii 1ze pak doplnit na ¢tverec: kx> +mgx = k(x-
Pak muzeme zavést novou proménnou x = x + % Jelikoz je dx = dx, bude také platit

2 2

dz\* . m'g
m(E) + kx —zE—I—T—const.

a je vidét, ze v gravita¢nim poli se x chova aplné stejné, jako se chovalo x bez gravita¢niho pole, jen se

zméni energie. Ta vSak v naSem finalnim vyrazu pro x(f) viibec nevystupuje, takZe mame uplné stejné
feseni

x(t) = sin (:I:\/gt + arcsin fc(o)) = x= _7:_]5 + sin (i\/gt + arcsin [x(o) _ %]) .

Takze se to chova uplné stejné, jen rovnovazna poloha je vychylena o mg/2k dolu.

3 | 1 Jetovlastné tak: rozdélime interval od o do 1 na 7 kouska a nad kazdym z nich nakreslime

obdélnicek do vysky té funkce pod integralem. V tomto pripade plati, ze k-ty obdélnicek bude zacinat



vbod¢ % akoncitv é Bude-li obdélnicki opravdu hodné (tj. 7 — o0), jsou jeho oba konce tak blizko
u sebe, ze je vlastné dost jedno, jestli vysku obdélnicku udélam podle levého kraje, pravého kraje ¢i pod-
le n¢jaké hodnoty uprostfed. Zvolme si tfeba pravy kraj. Pak bude pro k-ty obdélnicek platit x = k/n.
Sitka viech obdélni¢ku je stejn: dx = 1/n. Proto integril muzeme skuteéné zapsat jako souéet ploch
vSech téchto obdélnickd pfi # — coa dostaneme zadané.

2. Kazdy zlomek — pfepifu na ; . Opét méame x = k/na ; = dx je $ifka obdélni¢ku. Proto je

I
" (&)

T

2 4

limita rovna f

V!

3. Zasobdobn¢. Nejdiiv napiSeme 7~ jakoexp lim [ (In1+In2+ -+ Inn) — Inn]. Tolze dale upra-

vit na toto:

exp lim l(lnl—l—lni—l—---—l—lnz).
n—xo n n n n

I
Limita pod exponencialou je tedy f Inx dx = —1 a celkem dostavame vysledek 1/e.

takZe mame (kdyz pro ¢asovou

4 | 1.Podle 2. Newtonova zaikona mame F = ma. Zrychlem]e

dg?

derivaci piSeme tecku)
mv = 5CS pv* — mg.

2. Pfi mezni rychlosti je v = o, tj. ;CS pw” = mg. Z toho midme w = ,/2mg/CS p . Pfedchozi

rovnici nasobme 2/CS p. Obdrzime wv/g = v* — w? (il

- (2 -

(Mimochodem si vSimnete, Ze obé strany jsou bezrozmeérné. Takové zdpisy rovnic jsou ve fysice casto
uzitecné, protoze bezrozmeérné veli¢iny vyjadruji néjaké charakteristiky té Glohy, které se neméni pri
natahovani rozméri/asiv/atd. )

dv/w _ & o\ : v Y y
5 = dt a mizeme integrovat ob¢ strany od casu o do ¢asu .

3. Prerovname rovnici na
Ly —1 w

Vpravo bude prosté jen gt/w Vlevo udélame super- duper tr1k subst1tuc1 viw = th ;k, kde ,,th“ je tan-

gens hyperbolicky: th = Pak dostaneme - dv = —sh*y

h 14
a ziskat 1 , dv/
v [ (v vw
wmmwtnd == (D) — 5 e
Integral je tim vyfizen, protoZe z n¢j zistane jen —dy a zbude pouhé y(o) — () = gt/w. To prepisme
na ;k(t) = ¢(0) — gt/w a vezméme tangentu hyperbolickou z obou stran. Tim se vlevo zas objevi v/w
a mame vysledek

o(t) = wth [;ﬁ(o) _ %t] — —wth (‘% _ ;&(o)) .

Zde plati, Ze th (o) = v(0)/w, takZe musime vyuzit inversni funkci k tangenté hyperbolické, keera je,
vy vy 1+x J _ w+1)(0)

véite nevéfte, rovna In/ = . Proto plati, ze (o) = In =) °

4. Musime jesté jednou integrovat tu rychlost ziskanou v pfedchozim bodé¢. Jelikoz th = %,

bude se integrovat na In ch. Vysledek:

w + v(0)
w — v(0)

= 9y(O0)— —1Inc gt
SORTCRES h{w



I . .
2 rozvineme v geometr ickou

(e, <]
I
2 E ()" =1 = =1 —
n=o0

a integraci tohoto rozvoje podle t dostaneme

e 27141
_ nX
arctg x = E (—1) :
2n+ 1
n=o0

Obdobné s arkussinem: mame binomick)'f rozvoj

0
n - I)tzn _ (2‘”)! 20
fi— tz 2421 B 222"

§ | Obaintegraly jsou tabulkové a uz bychom je méli dobfe znat.

radu takto:

n=0
Zase integrujeme a obdrzime rozvoj
, (2m)! T 1> 1-3%°
arcsinx = T =x+-—4+——
2°"n'%* 2m + 1 2 3 245
n=0

2

6 | Elipsa je dana vztahem ’;—Z -+ y—_€)2 = 1. Z toho vyjadiime y = +(1 — ¢)}Va? — x2. PHi

a*(1

odmocnéni jsme tu vybrali jen znameni ,,+“ s tim, Ze tato rovnost popisuje jen horni polovinu elipsy.
—xdx
;dz_xz

Dale spoc¢teme dy = (1 — ¢) a

2 2 2
d* = dx* + dy? = 2 +a(f_ xjf)x

Chceme uplnou délku elipsy. Budeme-li integrovat ds od —a do 4, dostaneme jen horni ptilku; musime

tedy vzit dvojnasobek:
42 26 — 2 x2
s=2 / ‘/ ( ) dx.

_xZ

dox?.

Polozme x = au a vyuzijme sudosti integrandu: 1ntegral prejde v

I 1
_2_2u2
5:44/JI (e — &) du.
(e]

1 — u?

To je jeden z tzv. eliptickych integrdlii, ktery neni mozné zapsat pomoci elementarnich funkci. Pokud
ale predpokladame, Ze ¢ je velmi malé, mizeme horni odmocninu rozvinout takto:

1 / — & -
Ji—e—)x? = [1—(e—Aw] =1— %uz Il + -

PiSme to jen do €*:
2
26 — €
1— — ' —ut + -
2

I
A muzeme to vlozit do integralu a integrovat. Vyuzijeme toho, ze f
o

1
4 v/ /
necné f d” = 3% a obdrzime vysledek
O

w(a—b)

4
s =2ma— mwae — —ae’ + - = 2wa — w(a — b) —
4 4a



7| ¢ 2. Zacneme druhym bodem. Je-li x = o, integral jde od nuly do nuly a zjevné se

x 2
nenaintegruje nic, takze ®(0) = o. Jestlize pak mame = J e dt = ®(x) — @(0), musi podle
o

2
Newtonovy-Leibnizovy formule zfejmé byt d®(x) = ‘/i?e " dt, ¢imz ziskavame zadanou derivaci.

3. Zfejmé plati
—X X

—Z'Z . t —Uu _ _%2
fe dt_Hdt:—du‘_ /e du.

(¢] (¢]

Integral tedy pfi zméné znameni x také sam zmeéni znameni. A 2/4/7" je jen konstanta.
4. Pouzijme per partes:

/x O(t)dt = H (th) %e—fz

; ‘ = x0(x) — — te" dr.

o o

V poslednim integrilu muzeme polozit * = u, tj. 2t dt = du a integrél vyjde 1 — e . Vysledek:
xD(x) + ‘/i?e_x — # Muzete si ovéfit, ze kdyz tuto funkci zderivujeme, dostaneme zase P(x).
8| n.da=—abdt,db = —aad:.

2. Dostaneme a da = b db.
3. Nasobme rovnici dvéma na 2ada = 2bdb, coz je d(a®) = d(b?). Proto d(a* — b*) = o, a tak
a* — b* = const. Bylo-li a > b, bude na konci bitvy by, .. = 0 a mame

2 2 __ 2 12 _ 2 12
a” —b” = const. 4 jatitek bzaéétek = Zkonec bkonec'
v Y .Y _ 2 _ L2 ‘
Takze skutecné a; .. = \/ A g b
4.Budeme mitda = —Bbdt, db = —aa dt. Opét délime a po integraci dostaneme aa” — fb> = const.

Z toho je vidét, ze efekt presily je daleko vétsi nez efekt toho, kdo ma lepsi bojovniky: ma-li nepritel
dvakrat vic bojovniki, nasi bojovnici musi byt cty7ikrdt lepsi nez jejich, abychom tuto vyhodu vyrovna-
li. Konkrétné: jsou-li nasi bojovnici A-krat lepsi, je z toho jen takova vyhoda, jako by nas bylo VA —krat
vic.

Q | 1.Jdeostarou znamou fadu pro arkustangentu, odvozenou mj. v uloze 5. Dale viz tam.

2. Potfebujeme integrovat 1 + x* — x* — x® 4 a0 — X — x™ ard. Ziejmé bude dobfe

vytknout z kazdych dvou sousednich &lent vie, co jde: tim dostaneme (1 +x2) — (1 +x*)xct + (1 4 %)

1+x°
I+x4?

atd. Mime tedy integrovat fadu (1 + x*)(1 — x* + ad — X2 ) =
rady bude

a to od nuly do jedné. Soucet

1

/‘(I—I—xz)dx:/l‘ (14 3)dx :‘/I‘(I—I—%)dx
J e T mii e o

(¢]

Polozme x — 3 = u; pak dostaneme (1 + =) dx = du. Jaké nihoda, Ze piesné to se vali v &itateli! Ted
uz rychle obdrzime vysledek:

HEEL
—0 2

(@) O
f du I du//2’ T

—0
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