Hledani extrému

I | AdLVZ + 2kz jsou maxima, v —Z + zkz jsou minima. Ad 2. Derivace je 2 %, extrém je

vr = 2a/b.Je-lia > o,b > o, musi to byt minimum (derivace je pfed tim bodem zaporna a za nim
kladnd). Ad 3.Derivace jee *(1 — x), jediny extrém je vbodé x = 1a je to maximum (e”* > oa1—x
je vlevo od jednicky kladné a vpravo zaporné). Ad 4. Tady je jediny extrém v x = o a tam zrovna
derivace neexistuje! TakZe pozor na to. Extrém muze byt i v bod¢, kde derivace neexistuje.

2 | Dame obdélnik stredem jedné strany do stfedu palkruhu a protéjsi dva rohy pak musi byt na

té kruznici. Je-li zakladna 24 a vyska h, bude z Pythagorovy véty a> + h* = r*. Takze v plose obdélnika
2ah mizeme dosadit b = V7> — 4> a derivovat podle a. Vyjde 2avr> — 22 [ — %], to m4 byt o,
takze a* = r*/2. Proto pro plochu obdélnika mame §* = 4a4°h* = 74, tj. § = r* a plocha pulkruhu je
7r* /2. Nejvétsi obdélnik tedy zabird 2/z ~ 63,7 % pulkruhu.

3 | Dno mastranu 4, vyska je b, tj. objem je V' = a”h. Z toho mizeme vypotist h = V'/a*. Chceme

minimalisovat povrch, tj. plochu dna (4?) a ¢tyf stén (ah). Mame tedy S = a* + g4ah = a” + 4V/a.

Derivujme, obdrzime 2a — 4V/a*> = o,tj.a =2V, h = {/V/4 = a/2. Proto musi byt vyska oproti
stran¢ dna polovicni.

Tecny

4| Yo =klx—x,)

s Adr1 Z. Ad 2. (xsin x) = xcosx + sinx. Dosadime x = 2 adostaneme k = 1. Ad 3.Je
Yo = 7 = X,, takZe po dosazeni y = x.

6 | Obdobné: y(1) = 1,y = 2x — 1, takZe k = 1 a zase mame y = x.

__ sinacosb+tcosasinh __ tgatigh

7 tg(a +b)= cosacosb—sinasinb = 1—tgatgh’

8 | Nejdriv musime zjistit, kde se protinaji. To je napt. v bodé 7/4. Ten tedy pro zacatek pro-
zkoumejme. Mdme (sinx) = cosx a (cosx) = —sinx. Vime, e derivace je tangenta thlu, kte-

ry graf v daném bod¢é svira s vodorovnym smérem. Takze graf sinu jde nahoru pod thlem arctg ‘/%
a graf kosinu pod thlem — arctg \/LT (protoze kosinus klesd). Uhel mezi nimi je rozdil obou Ghld, tedy
2arctg ‘/LT ~ 70%5.

PribliZné pocitani

9| Adi Mimedf = 33; =dx = %. Zarovenv/8' = 2. Takze kdyz posuneme x o dx = o,12,
hodnota tfeti odmocniny se posune o df = % = 0,01. Ma tedy vyjit pfiblizné 2,01. (Skute¢né vyjde
2,009 950..., oz se lisi jen 0 0,000 o5 od naseho priblizného!) Ad 2. Diferencial jedf = —%dx = —%.

Pritom % = 0,04, df = —(—o0,1) - 0,04 = 0,004 a vysledek ma byt 0,204. Ad 3. Diferencial je

df = Ii/fcz (\/3 =+ T ) dx = %dx,f(o) = o, takze f(—0,03) je asi —0,04.

IO | Diferencidl: dD = ZU%M dv + 2”;%” da. Stejné poditime pfiblizné, tak rovnou dime
g = 1oms > amimedD = /3dv + 10da. Hodime-li o 10 % rychleji, bude dv = 1 a hodime
0.3 = 1,73 metru dal. Hodime-li 0 s° = 3% ~ 0,087 vys, dohodime o desetinasobek tohoto ¢isla dal,

tj. asi 0 87 cm.




Finalni alohy

I | Odfizneme-li v kazdém rohu ¢tvereek o strané Aa (o < A < 3 — strana odfiznutych ¢tve-

reckd nemuize prevySovat polovinu plechu, pak by se tam vSechny nevesly), dostaneme nadobu s vyskou
Aa a tvercovym dnem o strané (1—24)a. Jeji objem je tedy A(1 —24)?4>. Derivujeme podle A a polozime
rovno nule; dostaneme

(1—22)* — 41 —22) = 124> — 81+ 1 = o,

coz mé dva kofeny, A = ¢ al = ;. Mame tedy tii kandidéty na globélni extrém: kraje intervalu A = o

a A = 7, vnichz je objem nadoby nulovy, a 1 = &, kde je roven 743

2 Rekneme, Ze trim bude mit strany 24 a 2b, pfi¢emz a* + b*> = R?, kde R je polomér kmene.

Reknéme taky, Ze tfeba b > a; pak je nosnost imérné 8a4b”. Vyjadiime b* = R* — 4?, ¢éimz obdrzime
pro nosnost 84R> — 84°. Derivujeme a polozime rovno nule, vyjde R* — 34> = o, takze krat${ strana
tramu bude R//3" a delsi pak v2'R/y3". Vysledek lze formulovat i tak, Ze chceme vytesat tram o poméru
stran 1 : y2' (coz je mimochodem stejny pomér stran, jako ma papir A4 ).

3 Dno necht ma stranu 4 a vyska necht je h. Pak mame a*h = V = const. a chceme minimali-

sovat § = a” + gah. Vlozime h = V/a* a minimalisujeme podle 4; po derivovani a poloZeni rovno nule

dostaneme 2a — 4V/a* = o, takze a =32V ah = V/a* = }/V/4; proto ma byt vyska rovna poloviné
strany dna.

Resime podobné jako v predchozi iloze: objem valce je V' = m'zh takze jeho vysku vyjadfime
4 p ) P ) ) J€no vysku vy]

jakoh = V/ir®. Minimalisujeme povrch § = 27z7h + 2r* = 277 + der1vu]eme a polozime rovno

nule, ¢imz obdrzime 477 — V—ZV = 0. Z toho pak uz zjistime, Ze r = \/ 37 ab= % =Y % = 2. Valec
tedy ma byt stejné vysoky jako Siroky.

s | Lampa je nad prostfedkem stolu, takze mezi ni a krajem stolu mame pravouhly trojihelnik

o stranich b, 7 a 1. Z toho jednak vidime, Zze » = V1 + h?, jednak téz vidime, Ze sinp = é Tim
kb 1 3 2bh ]

EoT Derivujme, dostaneme I =1- lg “TE Rl

Polozime-li to rovno nule, dostaneme bud h = o, coz je zjevné minimum, nebo 1 + h* — 3h* = o, ;.
h = J2', coZ je maximum.

jsme vyjadrili intensitu pomoci b jako I =

6 | Hleddme extrém Ctverce vzdélenosti x* + (y — b)?, pfiemz x a y jsou vazany rovnici elipsy.

2

Z ni vyjadiime tieba x pomoci y a dostaneme x* = 4” (1 — Z—Z), takze Ctverec vzdalenosti je

2

dzzaz—l—(I—Z—z)yz—zyb—l—bz.

Extrém bychom mohli najit i bez derivovani (jen doplnénim na ¢tverec), ale kdyZ uz umime derivovat,
- 2 v /4 4 3 /4 */ v
tak toho Vyu21]me Dostaneme —2% 7 b y — 2b = o, takze musi byt y = —Z[’—bz. Tomu odpovidaji dvé
mozné x-ové souradnice
2

b* at — 2470 a
i) Ty vl

7 | Celkovy objem vytvoru je fixovany: V' = &’ + 4273. My chceme hledat extrém vysky, tj. veliciny

H = a + 27. Do toho dosadime napt. 4 = V" — %73, derivujeme podle 7 a polozime rovno nule.
. . /3 3 V
Vznikne rovnice £27? = 2(V — 53> .Umocmme na 3/2 a po pferovnani ziskame »° = ——.
3 ( 57) 2apop £ (1+Vse)

_ [=

Dosadime do prvniho vztahu pro objem, ziskime 4> = V—"— F Po déleni lze zjistit, ze & = /3¢ .
T+



8 | Obvod vysece je prosté ¢ a stejny je i obvod podstavy kornoutu. Jeho polomér je tedy dan rovnici

277 = @. Z druhé strany taky vime, Ze polomér piivodni vysece (rovny jedné) je po slepeni vzdalenost
mezi $pickou a obvodem kornoutu. Pro vy$ku kornoutu b tedy plati Pythagorova véta: r* + h* = 1

2 2
2y _ 1P 4 _ 1 _2 2 2 s v/
Objem kornoutu je roven ;77°h = 37/ AT E T aEfP AT — P2 Derlvu]eme a polozime
2 1 29
rovno nule, dostaneme I [5 — zm] = o. Zavorka se bude rovnat nule pfi ¢ = 27,/% , a pfi tomto

thlu nastava maximum objemu z_,

33
O | Auto se nejlip vytodi tak, ze jeden jeho bod bude pfimo v rohu odbocky. Pokud s krajnici svira

b

sinp”

thel @, muze byt ta ¢ast, ktera je v $irsi silnici, mit nejvyse délku o5, a ta, ktera je v uzsi, nejvyse

b
cosgb + sing’

COSgD’

Celkem tedy maximalni délka auta, které svira s krajnici thel ¢, je Derivujme a polozime

rovno nule, tim dostaneme rovnici 4 sin® @ = bsin’ , a tak ziskdme tg @ = \3/2 . Dosadime-li to zpét
d b Ve /7 o . _ t _
do <5 7+ 2 dostaneme po pouziti vztahili sin p = —===acos@ =

1
yitge
vztah (a3 + b*B)2.

Poznamenejme jesté, ze tohle je minimum. Auto totiz musi pfi zataceni projet postupné vsemi uhly
od 7/2 az do nuly, a pokud by jeho délka pfesahla toto minimum, nékde by vyjelo ze silnice.

a néjakych tpravach

X

IO | Prvni hyperboly maji rovnici y, = Vx2 — 4, druhé y, = b/x. Derivujme: y, =

x*—a

ay = —%. Kde je prusecik téchto dvou kfivek? Tam, kde se rovnaji obé souradnice. Bude se tedy

rovnat y; = j,, a proto ma byt b/x = yx*> — a. Dame na druhou a mame x* — a — b*/x* = o, takze
pruse¢ik m4 splnit rovnici x* — ax® — b* = o.
Z druhé strany: rozdil Ghli musi byt 7, takze mé byt

oy BT wE T
G ‘@_I—I—tgzztg‘@_t 2

protoze chceme dokazat, Ze jsou na sebe kolmé. Abychom dostali nekonec¢no, musise 1+tgatg 8 = o
vynulovat. Misto tangent dosadime ty derivace a mélo by byt

b
I — =0
xVx*—a
To uz prepiSeme snadnona xyx> — 2 = bapoumocnéni dostidvime tu samou rovnici x*—ax*—b* = o.
Ta je v pruseciku splnéna a proto jsou obé krivky na sebe kolmé.
@ Vbodé x je derivace —1/x*, takZe te¢na musi byt y — 1/x, = — 5 (x — x,). Priseéik s osou x je
o

tam, kde je y = o, tj. pfi x — x, = x, tedy v x = 2x,. Naopak prisecik s osou y je tam, kde je x = o,
coz je vbodé y = 2/x,. Je tedy vidét, ze plocha trojihelnika je konstantni a rovna 2.

I2| Ad 1 Derivace je €(1 + x). Jelikoz €* > o, je derivace zapornd pii x < —1, kladna pfi

x > —1anulova pfi x = —I. Proto je extrém v x = —I. Vlevo od n¢j je funkce klesajici, vpravo je
rostouci, jde tedy o minimum. Ad 2. Pfi hodné velkém x funkce roste mega moc rychle (jesté rychleji
nez exponenciala). Pfi velkém ziporném je e* velmi blizko nule a hodnota je stra$né mald zaporna.
V nule je nula. Ad 3. Kreslime zleva: skoro vodorovnou ¢aru tésné pod x-ovou osou, pak dolik v bodé
[—1; —1/e]. Pak uz funkce roste, prochazi nulou pod tthlem 45° a pak roste mega moc rychle.
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