Taylor bez Taylora

I | Bez pouziti Taylorova vzorce rozvinte nasledujici funkce v fady kolem z = o. Napiste

rozvoj az do z”.
re ¥ 2.5 s1+ln(i+3z);  4.ilnG—z); s T 63 +e " +acosz);

Ip =2

2 | Sikovnym nahrazovinim funkeci ¢astmi jejich rozvoju aproximujte nasledujici funkce. x po-

vazujte za malé a poéitejte jen do x”.
- 3. sinx
cosx*

I : [ I I
Lyln(t+x);  2.In(t—x)sinx; 3. 755 47— g
6. MiiZete si téz zKusit najit prvnich par clenti pro rozvoje v predchozi Gloze prenasobenim patficnych
fad.

s. Zde pocitejte do x°:

3 | Diky rozvojum dokdzeme i vySettit chovani funkci pro hodné velké x. Prosté vyuzijeme toho,

ze kdyz je x hodné velké, pak 1/x je hodné malé. V nasledujicich prikladech pocitejte do 1/x:
L+ a2 —x* —a*;  2./(x+a)x+b) —x; 3.5 (zde pocitejte do 1/x%);
4. (1 + )" (zapiste to jako exp In té funkce).

Nekonecny Taylor

4 | Rozlozte v nekonecnou fadu nekteré funkce z ulohy cislo 1. Zejména zkuste takto rozlozit

funkce z bodu 1-4.
s | Rozlozte v nekonecnou fadu kolem x = o nasledujici funkce:

2 21 3o 4 23

6 | Rozvoje se daji i nasobit mezi sebou jako polynomy — kazdy ¢len s kazdym. Pro konecny

L

pocet s¢itanci jste si to zkusili uz v Gloze 4. Ted to zkuste pro celé nekonecné rozvoje.
1. NapiSte rozvoje pro sin” x a cos® x a se¢téte je. Méli byste dostat jednicku.

ln(Iz—i—z)] 2‘

2. Napiste rozvoj pro funkci [

Komplexni Taylor

7 | Napiste fadu pro e (zde i* = —1 je imagindrni jednotka). Oddélte redlnou a imaginarni &st.

Presveédcte se, Ze realnou cast tvori fada pro cos x a imaginarni zas fada pro sin x. Tim dokazte vzorec
e = cosx + isin x.

8 | Do rozvoje z+2> 4 -+ 2* Zz

dosadte 2z = . 0ddélte redlnou a imaginarni

¢ast. Obdrzite tak vyrazy pro soucty sin ¢ —|— sin2@ + - + sin kp a podobn¢ i s kosiny.

0 | Kazdé komplexni ¢islo z muZeme zapsat ve tvaru z = re'?, kde r = |2 ] je velikosta @ = arg z

je argument ¢isla 2. Logaritmujte tento vyraz a vysvétlete, proc¢ plati In z = In [2] + targ z. Dale diky
tomu, ze z° = re_ 7, ukazte, ze plati i (In2)" = In(z").

IO | Nakreslete si do komplexni roviny ¢islo 1 + it, kde ¢ je redlné, a ukazte, Ze jeho argument je

roven arc tg t. Z toho odvodte, ze

1+ it
1 — it

arctgt = arg(1 + it) = Imln(r + i) = Ziiln



Rozvinte tento posledni vyraz v nekone¢nou fadu podle t. Obdrzite rozvoj pro arc tg t.
II| 1. Ovéite, Zeplati1 + €% = P (elgp/ 2 e = e'?” . 5 cos %

2. Ukazte, Ze pfi —7 < ¢ < 7 platiarg(z + e'?) = %
3. Napiste rozvoj ln(I + e@) v nekonecnou radu. Vzavse imaginarni ¢ast, dokazte

sin2p  sin3@
- :

%zsingp— (—7 <o < m).

To je rozklad ,,zubu® (periodické funkce, ktera vypada jako zuby pily) v nekoneénou fadu sing, tzv.
Fourierovu 7adu.

° /v 7 i v i¢ v . . / /7 VY7 Ié e v A4
4. Zopakujte totéz pro vyraz 1 — e'?. Rozlozte % In % a vezmete imaginarni cast. Tim zjistete, ze

plati

sin 3 sin §
P + P + .

%singp—i— =1 (o< @ < 7).

Pokud se podivame, jak se to bude chovat v zapornych thlech, zjistime, Ze vpravo je funkce licha. Do-
stali jsme tedy Fourierovu fadu ,,schodu® sgn @, ktery se periodicky po 27z opakuje.
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