M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

1 Uvodni hodina - zapis mnozin

Cviceni konand 18. a 19. 9. 2023.

Priklad 1.1: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovné:
1. Mnozinu vSech prirozenych c¢isel, ktera jsou délitend tfemi.
2. Mnozinu vsSech celych ¢isel, kterd davaji po déleni osmi zbytek 5.

3. Mnozinu vsech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je vétsi nez 3.

4. Mnozinu vSech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je mensi nez jejich trojnasobek.

5. Mnozinu vSech dvojic redlnych ¢isel, kde prvni je trojnasobkem druhého.

6. Mnozinu vSech dvojic kladnych realnych cisel, kde prvni je vétsi nez trojnasobek druhého.

7. Mnozinu vSech trojic prirozenych ¢isel, kterd mohou byt délkami stran pravoihlého trojuhelnika.

Je tato mnozina prazdna?

Resent: 1) {3k |k € N}, 2) {8k +5| ke Z}, 3) {x € R| 2% > 3} = (—o0, —V3) U (V/3, 00),
resp. {r €R |2 >3} =(v3,00), 4) {r €R | x> 0,2% <3z} = (0,3) = {x € R | 2% < 3z}
— pro zdpornd x totiz plati 3z < 0 < 22, 5) {[By,y] | y € R} = {[z, ] | x € R} — primka se
smérnz’cz’% prochazejici poédtkem, 6) {[x,y] | z,y € R,z > 3y > 0} — vysec¢ v pronim kvadrantu
mezi kladnou &dsti osy x a primkou y = sz, 7) {[z,y, 2] | z,y,z € N,a? + 3> = 22} U {[z,y, 2] |
r,y,z € Na? + 22 =y’ U{[z,y, 2] | 2,9, 2 € N,y* + 2% = 27},

Priiklad 1.2: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovné:

1. Mnozinu vsech lichych prirozenych ¢isel, kterd jsou délitena 5.

2. Mnozinu vSech dvoucifernych celych ¢isel, kterd jsou délitena 17.

3. Mnozinu vSech redlnych ¢&fsel x, ktera jsou fesenim nerovnice z2 + 2z + 1 > 0.

4. Mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel, jejichz tifeti mocnina je mensi nez jejich druha
mocnina.

5. Mnozinu vsech dvojic prirozenych cisel, kde prvni déli druhé.

6. Mnozinu vsech dvojic celych ¢isel, kterd se navzajem déli, tj. prvni déli druhé a naopak.



7. Mnozinu vSech ¢tveric celych ¢isel, kde tieti je souc¢tem prvnich dvou a ¢tvrté je sou¢inem

prvnich tii.

Resend: 1) {10k+5 | k € No}, 2) 2) {17k | k € Z,k # 0, |k| < 6} = {£17, £34, +51, +68, £85),
{reR|224+2x+1>0} =R, J){r eR |z > 0,23 <22} =(0,1), 5) {[r,y] | x,y €
N,z |y} ={lz, k] [ 2,k €N}, 6) {[z,y] [ vy € Zow [ y,y | o} ={[z, 4] |2,y € Z, 2] = |y|} =
{lw, o] | € Zy Ui, —2] [x € Z}, 7) {lw,y, v +y,ay(e +y)] | 2,y € 2}

Priklad 1.3: Napiste formalni definice:

1.
2.
3.
4.
d.

Celé cislo a je sudé.

Celé ¢islo a je liché.

Celé ¢islo a je délitelné tfemi.
Celé cislo a neni délitelné tremi.

Celé ¢islo a je délitelné cislem b.

Reseni: 1) Existuje k € Z takové, Ze a = 2k. 2) Existuje k € 7 takové, ze a = 2k + 1. 3)
Ezistuje k € Z takové, Ze a = 3k. ) Nexistuje k € Z takové, Ze a = 3k. 5) Existuje k € 7
takové, Ze a =k - b.

Priiklad 1.4: Dokazte platnost nasledujicich tvrzeni pro libovolné celd ¢isla a a b.

1.

2.

Z cisel a, b a a+ b je aspon jedno sudé.
Pokud je a + b sudé, pak a — b je sudé.

Cislo a + b je sudé pravée tehdy, kdyz je sudé éislo a — b.

. Pokud je a + b sudé, pak a® + b? je také sudé.

. Pokud je a + b liché, pak a? + b? je také liché.

Cislo a® + a je sudé éislo.
Cislo a® — a je délitelné 3.

Cislo a* — a? je délitelné 4.



Resent: 1) Pokud a nebo b je sudé, tvrzeni plati. Pokud jsou obé lichd, tj. a = 2k +1 a
b =20+ 1 pro vhodnd celd ¢isla k, ¢, potom a+b = 2(k+{+ 1) je sudé a torzeni opét plati.
2) Protoze a — b= (a +b) — 2b, z predpokladu, Ze a + b je sudé, vidime, Ze a — b je rozdil dvou
sudych cisel, a tedy sudé ¢islo. 3) Predchozi je jedna implikace. Pro druhou implikaci , pokud
je a —b sudé, pak je a+ b sudé“ se stejnym zpusobem vyuZije vztah a+b = (a—b) +2b. 4) i 5)
Lze vyuzit vztah a® 4+ bv* = (a + b)? — 2ab. 6) Cislo a®> + a = a(a + 1) je soucinem dvou po sobé
jdoucich celijch ¢isel, z nichz jedno je sudé. 7) Cislo a® — a = (a — 1)a(a+ 1) je soucinem dvou
po sobé jdoucich celyjch ¢isel, z michz jedno je délitelné 3. 8) Plati a* — a*> = a*(a® — 1). Pokud
je a sudé, pak je a® délitelné 4. Pokud je a liché, pak je délitelné 4 éislo a®> —1 = (a—1)(a+1).
(I v jingch podprikladech lze pouzit metodu, Ze se rozebiraji moznosti a = 2k resp. a = 2k + 1
apod. )

Piiklad 1.5: Nechf a,b,c, d jsou riznd jednociferns kladnd celd &fsla takovd, ze 3 déli a® +
b2 + ¢ + d%. Dokazte, ze potom a? 4 b? neni délitelné 3.

Reseni:  Po déleni 8 ddvd druhd mocnina celého ¢isla n zbytek 0 (v pripadé, kdy n je
délitelné 3) nebo 1 (v pripadé, kdy n neni délitelné 3). ProtoZe jsou nase jednocifernd cisla
ruznd, nemohou byt vSechna ctyri délitelnd 3. Je tedy délitelné 3 prdvé jedno z nich. Soucet
a’? + b tak po déleni 3 ddvd zbyek 1 nebo 2.

Piiklad 1.6: V nésledujicich ptikladech zapiste mnozinu M bodu v roviné, a pak urcete
vyctem prvki mnozinu vSech dvojic celych ¢isel x a y takovych, ze [z,y| € M.

1. M je obdélnik, jehoz tii vrcholy jsou [—2, —2], [-2,0] a [1, —2].
2. M je trojihelnik ABC, kde A =[3,2], B=[1,-2] a C = [-1,1].

3. M je mnozina bodu [z,y] v kruhu se stfedem (8, 3) a polomérem 4, pro které navic plati
z < vy.

4. M je prunik trojihelniku, jehoz vrcholy jsou pocétek [0, 0] a body [0, 4] a [4, 0], s mnozinou
vsech bodt [z, y], pro které plati (z —y — 2)? = 9.

5. M je tvofena body (z,y) rovnobézniku, jehoz tii vrcholy jsou [0,0], [—6,0] a [4, 3], které
zaroven lezi pod piimkou y = x + 1.
Pozn.: Body obdélniku, trojihelniku atd. minime body, které jsou bud ,uvnitr“ nebo ,na hra-
nici“ tohoto utvaru. Rozmyslete si, jak by se resent lisilo v pripadé, kdybychom wvaZovali pouze
Lonitrni“ body.
Resent: 1) M = {[z,y] | 2,y € R, -2 <z <1,-2 <y <0}, MNZXZ = {[-2,-2],[-2, —1],

[—2,0],[-1,-2],[-1,—-1],[-1,0], [0, —2],[0,—1], [0, 0], [1, 2],[1 1], [1,0]}. Vnitind body: M’ =
{[xy]\xyE]R—2<:E<1—2<y<O}M/ﬂZ><Z {[-1,-1],]0,-1]}. 2) M = {[z,vy] |
1y € R, 3042y > —1,20—y < 4, 0—dy > —5}, MAZxZ = {[~1,1],[0,0], [0, 1], [1, =2, [1, —1],

[1,0],[1,1],[2,0], 2, 1],[3,2]}. Vnitini body: M' = {[z,y] | =,y E R, 3z +2y > —1,2x —y <



4x—4y > =5}, M'NZ x Z = {[0,0],[0,1],[1,—1],[1,0],[1,1],[2,1]}. 3) M = {[z,y] | z,y €
R, (z—8)*+(y—3)? <16,z <y}, MNZxZ = {[5,5],[6,6]}. Vnitrni body: M' = {[z,y] | =,y €
R, (z—8)?+(y—3)2 < 16,z <y}, M'NZxZ ={[5,5],(6,6]}. 4) M ={[z,z+1] | 0 <z < 3},
MNZxZ={[0,1],[1,2]}. Vnitind body: M' = {{z,z+1] |0 <z < 2}, M'NZ x Z = {[1,2]}.
5) M = {[a.y) | 7,y € R,30 < dy,y—a < 1,0 <y < 3}, MAZXZ = {[0,01[1,1), [2.2],[3.3]}.
Vnitini body: M = {[z,y| | z,y € R,3z <4dy,y—x < 1,0<y <3}, MNZxZ = {[1,1],[2,2]}.

Priklad 1.7: Necht M je mnozina bodu v roving, které jsou uvniti (tj. nikoli na strandch)
¢tverce se stiedem v bodé [4, 3], stranou délky 2, jehoz ihlopticky jsou rovnobézné s osami z a y.
Napiste mnozinu M formélné (tj. body roviny o souradnicich, které spliuji vhodné nerovnosti).
Urcete dale vSechny body s celoc¢iselnymi souradnicemi, které mnozina M obsahuje.

Resent: Délka uhlopricky je 2v/2, proto jsou vrcholy ¢tverce v bodech [4 — /2,3],[4,3 +
V2], [44/2, 3], [4,3—/2]. Smérové vektory stran jsou (1,1) a (1, —1) a jsou na sebe kolmé, proto
magji primky prochdzejici stranou rovnici bud x —y = d (pro dvojici stran se smérnici (1,1)),
nebo x +y = d (pro dvojici stran se smérnici (1,—1)), kde vhodné d se dopocitd dosazenim
vrcholii. Dvojice nerovnosti x —1y > 1 — /2, x —y < 1+ /2 (0stré nerovnosti zde jsou, protoZe
nds zajimd vnitiek ctverce bez stran) lze vyjddrit ekvivalentné podminkou |x —y — 1| < /2.
Podobné dostaneme pro druhou dvojici stran, resp. primek, podminku |x +y — 7| < V2. Proto
M = {[z,y];|lz—y—1| < V2, |z +y—T| < V2}. Dile MNZxZ = {[4,3],[3, 3], [5,3], [4,2], [4,4]}



