M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

Aktudlni verze sbhirky ze dne 5. f{jna 2023.

3 Realné funkce a jejich grafy

Cvicen{ konand 2. a 3. 10. 2023.

Zopakujte si, co je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. O zobrazeni do mnoziny realnych
¢isel R budeme mluvit jako o funkci.

Priklad 3.1: Urcete definicni obor a obor hodnot zadanych funkci. Dale nac¢rtnéte graf a roz-
hodnéte, zda je funkce injektivni, surjektivni (zobrazeni ze svého definiéniho oboru) a zda je
rostouci, resp. klesajici.

1. f(z)=2x+T,

2. flz) =3z + 1] — =,

3. f(x) = %

4. f(x) = x* + 22 + 3,

5. f(z) = loglo(m +2),

6. f(z) =

7. f(z) = (x —1)* + (z + 2)?,
8. f(z) = 3cosz,

9. f(z) = tan(—xz).

Resent: 1) D(f) = H(f) = R, injektivni, surjektivni a rostouci. 2) D(f) = R, H(f) =

(3, 00), nent injektivni, nend surjektivnd, nend rostouct, nend klesajici. 3) D(f) = R\{1}, H(f) =
R\ {0}, injektivni, neni surjektivni, neni rostouct, nent klesajici. 4) D(f) =R, H(f) = [2,00),
nend injektivni, neni surjektivni, neni rostouct, neni klesajici. 5) D(f) = (=2,00), H(f) = R,
injektivnd, surjektivnd, rostouct. 6) D(f) = R, H(f) = (0,00), injektivni, neni surjektioni,
rostouct. 7) D(f) = R, H(f) = [3,00), neni injektivni, neni surjektivni, neni rostouct, nent
klesagici. 8) D(f) = R, H(f) = [-3,3], neni injektivni, neni surjektivni, neni rostouct, neni
klesajict. 9) D(f) = R\ {5 +kn | k € Z}, H(f) = R, nend injektivni, je surjektivni, neni
rostouct, neni klesagici.



Priklad 3.2: Funkce f je ddana nasledujicim predpisem

1
~ logye(22 —1) = 17

/()

Najdeéte jeji definicni obor jako podmnozinu realnych ¢isel. Najdéte jeji obor hodnot.

Resent: D(f) = (—oo, —/11) U (=11, —1) U (1,/11) U (v/11,00), H(f) =R\ {0}.
Piiklad 3.3: Zkoumejte, jak se méni graf funkce y = f(x), kdyz prejdeme k funkci:

L y=2f(x),

2. y=y3- fla),
3. y=—f(2),
4.y = f(-=),
5. y= f(z+3),
6. y=f(z—2),
7. y=f(z) -4,
8. y=f(z)+6,
9. y= f(3z),

10. y = f(3).

Je-li puvodni funkce rostouci na svém definiénim oboru, co muzeme tici o nové vytvorenych
funkcich?

Reseni: 1) Graf se ,roztdhne na dvojndsobek ve sméru osy y. Bude rostouct. 2) Graf se
ssmrskne na tretinu® ve sméru osy y. Bude rostouci. 3) Graf je zrcadlové prevrdceny podle
osy y. Bude klesajici. 4) Graf je zrcadlové prevrdaceny podle osy x. Bude klesajici. 5) Graf je
posunuty ve sméru osy x o 3 doleva. Bude rostouci. 6) Graf je posunuty ve sméru osy x o 2
doprava. Bude rostouct. 7) Graf je posunuty ve sméru osy y o 4 dolu. Bude rostouci. 8) Graf
je posunuty ve sméru osy y o 6 nahoru. Bude rostouci. 9) Graf se ,,smrskne“ ve sméru osy
x v poméru 1:3. Bude rostouci. 10) Graf se ,roztdhne“ ve sméru osy x v poméru 2:1. Bude
rostouct.



Priklad 3.4: S vyuzitim ulohy 3.3 rozlozte nasledujici funkce jako slozeni ” jednodussich” funkci.
1. f(z) =13z — 8| +2,
2. g(x) = xi% + 2,
3. h(x) =log,y(2x + 3) — 5.

Nakreslete grafy téchto funkci. Rozhodnéte, zda jsou funkce rostouci, resp. klesajici, ptipadné
dejte priklad vhodnych intervali, na kterych je funkce rostouci, resp. klesajici.

Reseni: 1) f = fyo fyo fao fi, kde fi(x) = 3z, folz) = x — 8, f3(z) = |z|, fa(z) =2+ 2.
Funkce f je rostouct na intervalu [%, o0) a klesajici na intervalu (—oo, %] 2) g = 94093092091,
kde g1(x) = x + 5, ga2(x) = %, g3(x) = 3x, g4(x) = x + 2. Funkce g je klasajici na intervalech
(—00,—=5) a (=5,00). 3) h=hgohzohgohy, kde hy(z) = 2x, ho(x) = x + 3, hs(x) = logyo(x),
hy(x) = x — 5. Funkce h je rostouci na celém definicénim oboru (—2,00).

Priklad 3.5: Méjme funkci f(z) s definiénim oborem D(f) = R a oborem hodnot H(f) =
(0,7/2) a predpoklddejme, ze f(x) je klesajici na celém definiénim oboru.

a) Dokazte, ze pak funkce cos(f(x)) je rostouci na celém defini¢cnim oboru.

b) Rozhodnéte o chovéani funkce g(z) = % na intervalu (0, 7/2). Mozné odpovédi jsou,

ze funkee g(z) je na tomto intervalu bud rostouci nebo klesajici nebo se takto chova jen

na ¢dsti daného intervalu nebo monotonie zavisi na volbé funkce f(x). Odpoved je vzdy
tfeba dokazat.

Reseni: a) Pro libovolnd x1, 75 € R, takovd Ze 11 < x5, mdme f(x1) > f(xy) (nebot f(x)
je klesagici funkce na celém definicnim oboru R), z éehoz vyplyvd, Ze cos(f(x1)) < cos(f(z2))
(nebot cosx je na intervalu (0,m/2) klesajici). b) Oznacme h(x) = cos(x — 7/2), coZ je na
intervalu (0,7/2) funkce rostouci a kladnd; pak pro x; < x5 z nerovnosti h(zy) < h(xs) a
f(x1) > f(x2) dostaneme h(zy)f(xa) < h(xg)f(z1) a odtud h(x1)/f(x1) < h(z2)f(xs) (nebot
f(z) nabyvd pouze kladngch hodnoty). Tedy cos(x — w/2)/f(x) je rostouct funkce na (0,7/2).



