
M1130 — Př́ıklady ze cvičeńı a domáćı úlohy na procvičeńı

Aktuálńı verze sb́ırky ze dne 10. listopadu 2023.

8 Exponenciálńı a logarimické funkce

Cvičeńı konaná 6. a 7. 11. 2023.

Př́ıklad 8.1: Albert popletl pořad́ı kvantifikátor̊u v definici spojitosti. Podle Alberta je funkce
f : R → R spojitá v x0, jestliže plat́ı

∃δ > 0 ∀ϵ > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) |f(x)− f(x0)| < ϵ.

Napǐste negaci tohoto definičńıho výroku a zjistěte, zda jsou následuj́ıćı funkce podle Alberta
spojité v bodě x0 = 3:

1. f(x) = x,

2. f(x) = −1 pro x < 0 a f(x) = 2 pro x ≥ 0.

Najděte všechny funkce, které jsou podle Alberta v bodě x0 = 3 spojité.

Př́ıklad 8.2: Mocniny a exponenciálńı funkce ax.

1. Pro a > 0 a n ∈ Z definujte an.

2. Je-li a > 1 reálné č́ıslo a n < m celá č́ısla, pak an < am. Dokažte.

3. Pro a > 0 reálné a x = p
q
, p ∈ Z, q ∈ N definujte ax.

4.∗ Pro a > 0 reálné a x, y racionálńı, dokažte, že axay = ax+y a (ax)y = axy.

5. Pro a > 1 a x ∈ R definujeme ax = sup{ay ∈ R; y ∈ Q, y ≤ x}. Udělejte totéž pro
a ∈ (0, 1).

6.∗ Dokažte, že funkce ax je rostoućı pro a > 1 a klesaj́ıćı pro a ∈ (0, 1).

7.∗ Pro a > 0 reálné a x, y reálná, dokažte, že axay = ax+y a (ax)y = axy.

8. Nakreslete graf exponenciálńı funkce pro r̊uzná a.

Řešeńı: Věťsina podpř́ıklad̊u je značně náročná. Rozhodně př́ıklad přesahuje požadavky k ukončeńı
tohoto předmětu, a proto nebude tento typ př́ıkladu v ṕısemkách.



Př́ıklad 8.3: Logaritmická funkce loga x.

1. Definujte inverzńı funkci k funkci f .

2. Definujte loga x jako inverzńı funkci k exponenciálńı funkci ax.

3. Jak je to s monotoníı logaritmické funkce? Nakreslete grafy logaritmické funkce pro r̊uzné
základy.

Př́ıklad 8.4: Z vlastnost́ı exponenciálńıch funkćı dokažte tyto vlastnosti logaritmických funkćı:

1. loga(xy) = loga x+ loga y.

2. loga
x
y
= loga x− loga y.

3. loga(x
y) = y loga x.

4. loga x = logb x
logb a

.

5. loga b =
1

logb a
.

6. bloga c = cloga b.

7. logay x
y = loga x.

Doplňte vždy chyběj́ıćı předpoklady na použité parametry a, b, c, x, y.
Řešeńı: 1) Předpoklady: a ∈ (0, 1)∪(1,∞) a x, y ∈ (0,∞). D̊ukaz: Označme k, ℓ ∈ R taková,

že ak = x, aℓ = y. Potom loga(xy) = loga(a
k ·aℓ) = loga(a

k+ℓ) = k+ℓ = loga x+loga y. Jde tedy
o př́ımý d̊usledek prvńıho vztahu z 8.1.-7). 2) Předpoklady: a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) a x, y ∈ (0,∞).

D̊ukaz: Označme k, ℓ ∈ R taková, že ak = x, aℓ = y. Potom loga
x
y
= loga(

ak

aℓ
) = loga(a

k−ℓ) =

k− ℓ = loga x− loga y. 3) Předpoklady: a ∈ (0, 1)∪ (1,∞), x ∈ (0,∞) y ∈ R. D̊ukaz: Označme
k ∈ R taková, že ak = x. Potom loga(x

y) = loga((a
k)y) = loga(a

yk) = yk = y loga x. Jde tedy
o př́ımý d̊usledek druhého vztahu z 8.1.-7). 4) Předpoklady: a, b ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) a x ∈ (0,∞).
D̊ukaz: Označme k, ℓ ∈ R taková, že ak = x, bℓ = a. Potom logb x = logb(a

k) = logb((b
ℓ)k) =

logb(b
kℓ) = k · ℓ = loga x · logb a. Poděleńım logb a = ℓ ̸= 0 (uvědomte si, že logb a = 0 by

znamenalo a = 1) dostáváme požadované. 5) Předpoklady: a, b ∈ (0, 1) ∪ (1,∞). D̊ukaz: Stač́ı
v předchoźım zvolit x = b. 6) Předpoklady: a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) a b, c ∈ (0,∞). D̊ukaz: Označme
k, ℓ ∈ R taková, že ak = b, aℓ = c. Potom bloga c = bℓ = (ak)ℓ = (aℓ)k = ck = cloga b. 7)
Předpoklady: a, y ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) a x ∈ (0,∞). D̊ukaz: Podle 4) logay x

y = loga xy

loga ay
, což se s

využit́ım 3) dále rovná y·loga x
y

= loga x.



Př́ıklad 8.5: Určete

1. 491−
1
2
log7 25.

2. log
(
log

√
5
√
10
)
.

3. 81
1

log5 3 .

4. log2
2
3
+ log4

9
4
.

5. 32 log3 2+log3 5.

6. 1
log2 3

+ 1
log4 9

− 1
log8 3

.

7. 36log6 5 + 101−log10 2 − 3log9 36.

Řešeńı: 1) 49
25
. 2) −1. 3) 625. 4) 0. 5) 20. 6) − log3 2. 7) 24.


