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1 Binomické rozděleńı Bin(N, p)

• Bernoulliho pokusy X1, . . . , XN

– Xi = 1 . . . událost nastala; Xi = 0. . . událost nenastala; i = 1, . . . , N

– Pr(Xi = 1) = p

– Pr(Xi = 0) = 1− p = q

• X. . . počet událost́ı v posloupnosti N nezávislých Bernoulliho pokus̊u, přičemž pravděpodobnost nastáńı
události v každém pokusu je vyjádřena parametrem p

•
∑N

i=1 Xi = X ∼ Bin(N, p)

• θ = (N, p)

• pravděpodobnostńı funkce

p(x) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x x = 0, 1, . . . , N

• vlastnosti: E[X] = Np; Var[X] = Np(1− p)

• dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p), rbinom(M, N, p)

• Data:

– Dataset 1: Počet chlapc̊u v rodinách s 12 dětmi

– V rámci studie poměru pohlav́ı u lid́ı z roku 1889 bylo na základě záznamů z nemocnic v Sasku zazna-
menáno rozděleńı počtu chlapc̊u v čtrnáctičlenných rodinách. Mezi M = 6115 rodinami s N = 12 dětmi
byla pozorována početnost chlapc̊u. Údaje ze studie jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
∑

mobserved 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 6115

Př́ıklad 1.1. Výpočet očekávaných početnost́ı za předpokladu binomického modelu
Vezměte údaje z datasetu 1. Vypoč́ıtejte očekávané početnosti výskytu chlapc̊u mexpected za předpokladu, že
početnosti chlapc̊u X v rodinách maj́ı binomické rozděleńı Bin(N, p) s parametry N = 12 a

p̂ =

∑N
n=0 nmobserved

NM
. (1.1)

Řešeńı př́ıkladu 1.1
Odhad parametru p, tj. p̂ = 0.5192. Tabulka očekávaných početnost́ı mexpected je

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
∑

mexpected 1 12 72 258 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2 6114

Z tabulky očekávaných početnost́ı vid́ıme, že součet očekávaných početnost́ı dává výsledek M = 6114. Odchylka od
p̊uvodńı hodnoty M = 6115 je zp̊usobena přesným výpočtem očekávaných početnost́ı a jejich následným zaokrouh-
leńım. Konkrétně v tomto př́ıpadě, pokud bychom očekávané početnosti spoč́ıtali na základě binomického rozděleńı
Bin(N, p), kde N = 12 a p̂ = 0.5192 (hodnotu p̂ bychom pro daľśı výpočet zaokrouhlili na čtyři desetinná mı́sta)
dostali bychom následuj́ıćı tabulku očekávaných početnost́ı.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
∑

mexpected 1 12 72 259 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2 6115

Při použit́ı hodnoty odhadu p̂ zaokrouhlené na čtyři desetinná mı́sta došlo k mı́rné úpravě binomického rozděleńı a
očekávaná početnost výskytu tř́ı chlapc̊u v rodině se z hodnoty 258.47 přehoupla na hodnotu 258.52, č́ımž jsme po
zaokrouhleńı źıskali absolutńı početnost 259 namı́sto 258. Ostatńı očekávané početnosti z̊ustaly nezměněny, jelikož
jejich nezaokrouhlená hodnota byla dostatečně bĺızko k celému č́ıslu. ⋆
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Př́ıklad 1.2. Overdispersion a underdispersion v binomickém modelu
V předchoźım př́ıkladu 1.1 jsme stanovili očekávané početnosti výskytu chlapc̊u v rodinách s dvanácti dětmi. Do jed-
noho grafu zaneste nyńı hodnoty pozorovaných početnost́ı mobserved a hodnoty očekávaných početnost́ı mexpected.
Pozorované a očekávané početnosti od sebe barevně odlǐste. Na základě výsledného grafu stanovte, zda došlo v
tomto př́ıpadě k overdisperzi nebo underdisperzi. Závěr podložte srovnáńım rozptylu vypoč́ıtaného z pozorovaných
dat s rozptylem vypoč́ıtaným z očekávaných dat.

Řešeńı př́ıkladu 1.2
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Obrázek 1: Porovnáńı pozorovaných a očekávaných početnost́ı v binomickém modelu

Oproti očekávaným početnostem jsou pozorované početnosti krajńıch př́ıpad̊u vyšš́ı a naopak pozorované početnosti
nejčastěǰśıch př́ıpad̊u jsou nižš́ı. Tato situace ukazuje na vyšš́ı rozptyl pozorovaných početnost́ı než teoretických.
Jde tedy o ...........disperzi.

1var.obs var.exp

21 3.48984 2.995539

Rozptyl skutečných počt̊u chlapc̊u v rodinách s dvanácti dětmi je 3.4898, rozptyl očekávaných počt̊u chlapc̊u je
2.9956. Rozptyl skutečných počt̊u je tedy vyšš́ı než rozptyl očekávaných počt̊u chlapc̊u v rodinách s dvanácti
dětmi. ⋆

Př́ıklad 1.3. Graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce binomického modelu
V př́ıkladu 1.1 jsme odhadli hodnotu parametru p binomického rozděleńı Bin(N, p) jako p̂ = 0.5192. Hodnota pa-
rametru N = 12. Nakreslete graf pravděpodobnostńı a distribučńı funkce binomického rozděleńı Bin(N, p), kde
N = 12 a p = 0.5192.

Řešeńı př́ıkladu 1.3
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Obrázek 2: Pravděpodobnostńı a distribučńı funkce binomického modelu
⋆
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Př́ıklad 1.4. Výpočet pravděpodobnost́ı na základě binomického modelu
Za předpokladu, že náhodná veličina X, udávaj́ıćı počet chlapc̊u v rodině s dvanácti dětmi, pocháźı z binomického
rozděleńı, tj. X ∼ Bin(N, p), s parametry N = 12 a p = 0.5192, vypoč́ıtejte pravděpodobnost, že v rodině s dvanácti
dětmi bude (a) právě devět chlapc̊u; (b) nejvýše čtyři chlapci; (c) alespoň osm chlapc̊u; (d) čtyři, pět, šest, nebo
sedm chlapc̊u.

Řešeńı př́ıkladu 1.4

3a b c d

41 0.06703911 0.1588736 0.2330869 0.7107605

Pravděpodobnost, že v rodině bude právě devět chlapc̊u, je 6.7%. Pravděpodobnost, že v rodině budou nejvýše
čtyři chlapci, je 15.89%. Pravděpodobnost, že v rodině bude alespoň osm chlapc̊u, je 23.31%. Pravděpodobnost, že
v rodině bude čtyři, pět, šest, nebo sedm chlapc̊u, je 71.08%. ⋆

Př́ıklad 1.5. Středńı hodnota a rozptyl náhodné veličiny z binomického modelu
Za předpokladu, že náhodná veličina X, udávaj́ıćı počet chlapc̊u v rodině s dvanácti dětmi, pocháźı z binomického
rozděleńı, tj. X ∼ Bin(N, p), s parametry N = 12 a p = 0.5192, vypoč́ıtejte středńı hodnotu E[X] a rozptyl Var[X]
náhodné veličiny X. Středńı hodnotu a rozptyl porovnejte s jejich odhady vypoč́ıtanými na (a) základě očekávaných
dat; (b) na základě pozorovaných dat (viz př́ıklad 1.2).

Řešeńı př́ıkladu 1.5

5E.X Var.X E.exp Var.exp E.obs Var.obs

61 6.2304 2.995576 6.229926 2.995539 6.230581 3.48984

Středńı hodnota počtu chlapc̊u v rodině s dvanácti dětmi je 6.2304 s rozptylem 2.9956. Odhad středńı hodnoty
počtu chlapc̊u v rodině vypoč́ıtaný na základě očekávaných hodnot je 6.2299 s rozptylem 2.9955. Odhad středńı
hodnoty počtu chlapc̊u v rodině vypoč́ıtaný na základě pozorovaných dat je 6.2306 s rozptylem 3.4898. ⋆

Př́ıklad 1.6. Simulačńı studie pro binomický model
Sekci o binomickém rozděleńı zakonč́ıme simulačńı studíı modeluj́ıćı chováńı očekávaných početnost́ı náhodné
veličiny X . . . počet chlapc̊u v rodinách s dvanácti dětmi za předpokladu, že X ∼ Bin(N, p), N = 12, p = 0.5192.

Vygenerujte pseudonáhodná č́ısla X (početnosti úspěch̊u) opakovaná M -krát (M = 6115) z Bin(N, p), kde N = 12
a p = 0.5192. Vytvořte histogram vygenerovaných pseudonáhodných č́ısel superponovaný hodnotami očekávaných
(teoretických) početnost́ı za předpokladu, že X ∼ Bin(N, p).

Řešeńı př́ıkladu 1.6
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Obrázek 3: Porovnáńı pozorovaných a očekávaných početnost́ı v binomickém modelu ⋆
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