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Poissonovo rozdéleni Poiss()\)

e X ...pocet uddlosti, které nastanou v jednotkovém c&asovém intervalu, p¥icemz k udalostem
dochdazi ndhodné, jednotlivé a vzajemné nezavisle. Stfedni polet téchto udalosti je vyjadren
parametrem A > 0

X ~ Poiss(A)
e 0=\

e pravdépodobnostni funkce

PRI

p(x) = —e x=0,1,...
x|

e vlastnosti: E[X] = A; Var[X] = A
e dpois(x, lambda), ppois(x, lambda), rpois(M, lambda)
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e Dataset 2: Délnici v tovarné

e V ramci studie poltu urazid v tovarnach byl zaznamenan pocet drazii u kazdého délnika
v jedné vybrané tovarné béhem roku 1920. Celkovy pocet dé&lnik(i zahrnutych do studie
M = 647. Udaje ze studie jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

n 0 1 2 3 4 >5 >

Mopserved 447 132 42 21 3 2 647

Pt¥iklad 2.1. Vypocet ocekavanych pocetnosti za predpokadu Poissonova modelu
Vezméte ddaje z datasetu 2. Vypoditejte olekdvané poletnosti vyskytu trazl u délnikl v tovarné
za predpokladu, Ze po&etnosti trazi X maji Poissonovo rozdé&leni Poiss(A) s parametrem

N
ano NMopserved . (21)

A= N
z n—0 Mobserved

Reseni p¥ikladu 2.1
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n <- ... # posloupnost 0, 1, ..., 5
m.obs <- ... # posloupnost m.obs, tj. 447, 132, ..., 2
M <- sum(...) # celkovy pocet vsech jednotek M (soucet vsech cisel v m.obs)

lambda <- sum(...) / sum(...) # odhad parametru lambda podle vzorce 2.1

[1] 0.4652 5

m.exp <- round(c(dpois(...), 1 - sum(dpois(...))) * ...) # vektor ocek. abs. cetnosti
0 1 2 3 45 7

m.exp 406 189 44 7 1 0 8

sum(...) # kontrolni soucet ocek. abs. cetnosti m.exp

[1] 647 10

Odhad parametru A, tj. \ = 0.4652. Tabulka olekdvanych pocetnosti mexpected j€

n o 1 2 3 4 >5] %

Mobserved || 447 132 42 21 3 2 647
Mopected || 406 189 44 7 1 0 647
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Pt¥iklad 2.2. Overdispersion a underdispersion v Poissonové modelu

V predchozim p¥ikladu 2.1 jsme stanovili oéekdvané pocetnosti vyskytu trazi u délnikd v tovarné.
Do jednoho grafu zaneste nyni hodnoty pozorovanych poetnosti mgpserved @ hodnoty oéekavanych
pocetnosti Meypected- Pozorované a ocekavané pocetnosti od sebe barevné odliste. Na zaklad€ vysledného
grafu stanovte, zda doslo k overdisperzi nebo underdisperzi. Zavér podlozte srovndnim rozptylu
vypoc&itaného z pozorovanych dat s rozptylem vypocitanym z ofekdvanych dat.

Reseni p¥ikladu 2.2

par(mar = c(...)) # okraje grafu 3, 4, 1, 1
plot(n, m.exp, type = ’h’, col = ..., xlab = ..., ylab = ..., las = 1,
axes = F) # graf s vertikalnimi cervenymi carami ocek. abs. cetnosti m.exp
box(bty = ’0’) # ramecek okolo grafu
axis (1, 0:5, labels = c(0:4, ’5+’)) # osa x

axis(2, las = ...) # osa y
points(n, m.exp, pch = 21, col = ...,

bg = rgb(1, 0, 0, 0.2)) # cervene body abs. ocek. cetnosti m.exp
lines(n, m.obs, type = ..., col = ...,

lty = 4) # modre vertikalni cary pozor. abs. cetnosti m.obs
points(..., ..., pch = ..., col = ...,

bg = rgb(...)) # modre body pozor. abs. cetnosti m.obs
mtext (..., side = 1, line = 2.1) # popisek osy x

legend(’topright’, pch = c(..., ...), col = c(..., ...),
pt.bg = c(rgb(...), rgb(...)),
legend = c(expression(...), expression(...)), bty = ’n’) # legenda
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Obrazek: Porovnani pozorovanych a ofekdvanych poéetnosti v Poissonové modelu

Oproti otekdavanym poletnostem jsou pozorované poletnosti krajnich p¥ipadl vyssi a naopak po-
zorované pod&etnosti nejéastéjsich p¥ipadd (0, 1) jsou nizsi. Tato situace ukazuje na vy%si rozptyl

pozorovanych pocetnosti nez oc¢ekdvanych. Jde tedy o ........... disperzi.
observed <- rep(...) # vektor pozor. dat: O, ..., O, 1, ..., 5, b
expected <- ... # vektor ocek. dat: O, ..., O, 1, ..., 1, ..., 4
Var.obs <- ... # odhad rozptylu na zaklade pozor. dat

Var.exp <- ... # odhad rozptylu na zaklade ocek. dat

tab <- data.frame(...) # tabulka vysledku

Var . obs Var.exp 32
1 0.6919002 0.4690953 33

Hodnota rozptylu ziskaného z pozorovanych dat vysla 0.6919, hodnota rozptylu ziskaného z oleka-
vanych dat vysla 0.4691. Vidime, Ze hodnoty rozptyll i smérodatnych odchylek se lisi jiz v pozici na
prvnim desetinném misté. Hodnota rozptylu vypoditaného z pozorovanych dat je pfiblizné 1.5-krat
vy$8i nez hodnota rozptylu vypoditaného z oekdvanych dat.
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Pt¥iklad 2.3. Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova modelu

V p¥ikladu 2.1 jsme odhadli hodnotu parametru A Poissonova rozdé&leni Poiss(\) jako X = 0.4652.
Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni Poiss(A), kde A =
0.4652, v hodnotach x =0,1,2,3,4 a x > 5.

Reseni p¥ikladu 2.3

0.7 1.0 o—0—0—>0
06 -9 TS
' 0.8 —
0.5 —
_ o———O0
= 044 2 0.6
S 0.3 L 54
0.2 —
0.1 — 0.2 —
0.0 ? o e 0 0.0 4 <o
| | | | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5+ -1 0 1 2 3 4 5+
X X
A =0.4652 A =0.4652

Obrazek: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova modelu
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Pt¥iklad 2.4. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé Poissonova modelu

Za ptedpokladu, Ze nahodnd veli¢ina X, udavajici pocet urazt u délniki v tovarné, pochazi z Po-
issonova rozdéleni, tj. X ~ Poiss(\), s parametrem A = 0.4652, vypolitejte pravdépodobnost, Ze
u ndhodné vybraného délnika dojde b&hem jednoho roku k (a) nula drazim; (b) tfem nebo &tyfem
draztm; (c) nejvySe dvéma udrazim; (d) alespoii jednomu drazu.

Reseni p¥ikladu 2.4
(a)

lambda <- ... # hodnota parametru lambda
dpois (...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.6280095 36

(b)

sum (dpois(...)) # vypocet pravdepodobnosti - prvni zpusob
ppois(...) - ppois(...) # vypocet pravdepodobnosti - druhy zpusob

[1] 0.01176292 39
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(c)

ppois(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.9881136

(d)

1 - ppois(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.3719905

Pravdépodobnost, 7e u vybraného dé&lnika nedojde b&hem roku k Zidnému drazu, je 62.80 %.
Pravdépodobnost, Ze u vybraného délnika dojde b&hem roku k tfem nebo &ty¥em trazim, je 1.18 %.
Pravdépodobnost, Ze u vybraného délnika dojde b&hem roku k nejvyse dvéma drazim, je 98.81 %.
Pravdépodobnost, e u vybraného délnika dojde b&hem roku k alespoifi jednomu trazu, je 37.20 %.

41

43
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Pt¥iklad 2.5. St¥edni hodnota a rozptyl nahodné veli¢iny z Poissonova modelu

Za predpokladu, Ze nahodna veli¢ina X, udavajici pocet drazi u délniki v tovarné, pochazi z Po-
issonova rozdé&leni, tj. X ~ Poiss(A), s parametrem A = 0.4652, vypolitejte stfedni hodnotu
E[X] a rozptyl Var[X] ndhodné veli¢iny X. Stfedni hodnotu a rozptyl porovnejte s jejich odhady
vypol&itanymi na (a) zdklad& oéekavanych dat; (b) na zdkladé pozorovanych dat (viz p¥iklad 2.1).

Reseni p¥ikladu 2.5

E.X <- ... # vypoct stredni hodnoty E[X] rozdeleni Poiss(lambda)
Var .X <- ... # vypoct rozptylu Var[X] rozdeleni Poiss(lambda)
expected <- rep(...) # vektor ocek. dat: O, ..., O, ..., 4, 4, 4, 5, 5

E.exp <- mean(...) # odhad stredni hodnoty na zaklade ocek. dat
Var.exp <- var(...) # odhad rozptylu na zaklade ocek. dat

observed <- ... # vektor pozor. dat: O, ..., O, ..., 4
E.obs <- ... # odhad stredni hodnoty na zaklade pozor. dat
Var.obs <- ... # odhad rozptylu na zaklade pozor. dat
(tab <- data.frame(E.X, Var.X, ...)) # tabulka vysledku
E.X Var.X E.exp Var .exp E.obs Var . obs 56
1 0.4652 0.4652 0.4667697 0.4690953 0.4652241 0.6919002 57

Stfedni hodnota po&tu drazl délniki v tovarné je 0.4652 s rozptylem 0.4652, odhad stfedni hodnoty
poc¢tu urazi délniki v tovarné& vypoditany na zdkladé olekdavanych hodnot je 0.4668 s rozptylem
0.4691. Odhad stfedni hodnoty poctu trazid délnikd v tovarné vypoditany na zdkladé pozorovanych
dat je 0.4652 s rozptylem 0.6919.
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Pt¥iklad 2.6. Simulaéni studie: Sou€et nahodnych veli¢in z Poissonova modelu

Véta 1: Necht Xi, Xs,...,X,, jsou vzdjemn& nezdvislé ndhodné veli¢iny pochizenici z Poisso-
nova rozdé&leni, tj. X; ~ Poiss(\;), i = 1,...,n. Potom ndhodnd veli¢ina X = rXi o~
Poiss(> 7 ; Ai).

Na zaklad& simulaéni studie ovéfte platnost véty 1. Vygenerujte t¥i nezdvislé ndhodné veliciny X; ~
Poiss(A;), i = 1, 2, 3, kde A\; = 10, A\, = 20, A3 = 50. Pomoci simula&ni studie (M = 1000) ukaZte,
Ze 2?21 Xi ~ Poiss(A1+A2+2A3). Soutty M = 1000 ndhodnych veli&in zobrazte pomoci histogramu
(hranice t¥idicich intervall nastavte tak, aby 3itka kazdého intervalu byla rovnd 10) a superponujte
jej hodnotami pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni s parametrem A = A1 + A2 + 3.
Hodnoty pravdépodobnostni funkce vykreslete vZdy ve stfedu kazdého t¥idiciho intervalu.

Reseni ptikladu 2.6

M <- ... # pocet simulaci M

lambdal <- ... # parametr lambdal
lambda2 <- ... # parametr lambda?2
lambda3 <- ... # parametr lambda3
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X <- replicate(M, sum(rpois(1l, lambdal), rpois(l, lambda2), rpois(1l, lambda3)))
# 1000 souctu nah. velicin X1 + X2 + X3, kde X1 ~ Poiss(lambdal),

b <- seq(...) # hranice tridicich intervalu; posl. od 45 do 115 po kroku 10

centr <- seq(...) # stredy tridicich intervalu; posl. od 40 do 110 po kroku 10

y <- dpois(...) # pstni fce rozd. Poiss(laml + lam2 + lam3) ve stredech trid.int.

par(mar = ...) # nastaveni okraju 3, 4, 1, 1
hist (X, prob = ..., axes = ..., breaks = ..., density = ...,
col = ..., ylim = c(0, max(y) + 0.005), main = ...,
xlab = ..., ylab = ...) # histogram nah. vyberu X (v rel. skale)
box (...) # ramecek okolo grafu
axis (..., centr) # osa x
axis(...) # osa y
points(...) # cerne plne body
lines(...) # vertikalni cerne cary
mtext (...) # popisek osy x
legend (..., fill = c(...), density = c(...),
legend = c(...), bty = ...) # legenda
0.05 - _
o & simulovane
0.04 — B ocekavane
_0.03
o)
%002 -
0.01 —
000 4 B ],

I | I I I I I

50 60 70 80 90 100
X

Obrazek: Porovnani rozdéleni sou&tu Z?:l Xi, kde Xj ~ Poiss(\), i = 1,2,3, s rozdélenim
POiSS()\l + )\2 + )\3)
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Pt¥iklad 2.7. Aproximace binomického modelu Poissonovym modelem

Poissontiv model Poiss(\) je limitnim p¥ipadem binomického modelu Bin(N, p), tj. pro N — oo,
p — 0, Np — X\ plati

X ~ Bin(N, p) — X ~ Poiss(\).

Odvod'te vztah aproximace binomického modelu Poissonovym rozdé&lenim.

Reseni p¥ikladu 2.7

N X N—x N! X N —X *
1 - 1-pNa - R
(P a=p"" = P = - p T
Np)* Np\ N e N!
_ ey () N (1—p) =
x| N (N — x)!Nx
D N
= — e 3
x|
: X X Np N —A : —X
protoZe limpyp— A (Np)* = X, limppx Nooo (1 — N = e 7, limp_o(1 — p) = 1,
li N 1
N (N INe
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Pt¥iklad 2.8. Aproximace binomického modelu Poissonovym modelem

Jak jsme si ukazali v p¥ikladu 2.7, Poissonovo rozdéleni je limitnim p¥ipadem binomického rozdéleni
pro N — oo, p — 0 a Np — A. Pomoci simula¢ni studie ovéfime toho tvrzeni. Vygenerujte
pseudondhodna ¢&isla X (&etnosti Gspéchil) opakovand M-krat (M = 1000) z Bin(N, p), kde N =
10 a p = 0.2. Vykreslete histogram vygenerovanych pseudondhodnych ¢&isel a superponujte jej
hodnotami ofekdvanych poletnosti za predpokladu X ~ Poiss(\), kde A = Np =5 x 0.2 = 1.

1. Pomoci animace ukazZte, jak se s p — 0 zlep3uje aproximace binomického rozdéleni

Poissonovym rozdé&lenim. Hodnotu parametru N zvolte pevné N = 10 a za p dosazujte
hodnoty 0.8, 0.75, 0.7, ..., 0.05.

2. Pomoci animace ukazte, jak se s N — oo zlepSuje aproximace binomického rozdé&leni
Poissonovym rozdé&lenim. Hodnotu parametru p zvolte pevné p = 0.2 a za hodnoty
parametru N dosazujte N = 3, 4, 5, ..., 23, 24, 25, 30, 40, 50.

Reseni p¥ikladu 2.8
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a.poiss <- function(N, p){
# N <- 10, p <- 0.2
X <- rbinom(...) # 1000 pseudonahodnych cisel z rozd. Bin(N, p)

lambda <- ... # vyjadreni parametru lambda pomoci parametru N a p
px.pois <- dpois(...) # pstni fce Poiss(lambda) v hodnotach 0, 1, ..., N
par (...) # nastaveni okraju 4, 4, 1, 1
hist (X, prob = ..., breaks = seq(-0.5, max(X) + 0.5, by = 1), density =

col = rgb(...), ylim = c(0, 0.6), las = ..., main = ...,

xlab = ..., ylab = ...) # histogram nah. vyberu X (v rel. skale)
box(...) # ramecek okolo grafu
points(...) # cerne plne body; pstni fce Poiss(lambda)
lines (...) # # cerne verikalni cary; pstni fce Poiss(lambda)
mtext(...) # popisek osy x
mtext (...) # druhy popisek osy x: N = ..., p =
legend (..., fill = c(...), density = c(...),

legend = c(...), bty = ...) # legenda

}
a.poiss(N = 10, p = 0.2) # kontrola funkcnosti fce a.poiss()

0.6 .
O simulovane
0.5 — B ocekavane
0.4 —
=< _
s 0.3
0.2 1
0.1 7 l ‘
| | | |
0 2 4 6
X
N=10;p=0.2

Obrazek: Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym rozdélenim; N = 10, p = 0.2
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p <- seq(...) # posl. parametru p; od 0.8 do 0.01 po kroku -0.05
library(animation) # nacteni knihovny animation

oopts <- ani.options() # ulozeni hodnot defaultniho nastaveni parametru animace
ani.record(reset = T) # vymazani neaktualnich grafu z pameti Rka

savelLatex( # vygeneruje animaci
for(i in 1:length(p)){ # cyklus; prochazi i od 1 az po delku vektoru p
a.poiss(N = 10, p[i]) # provede fci a.poiss() pro kazdou hodnotu posl. p

ani.record(reset = F) # uchova vsechny grafy od zacatku cyklu v pameti
}’
latex.filename = ’aprox-bin-poiss-p.tex’, # nazev .tex (i .pdf) souboru
img.name = ’Rplot-aprox-bin-poiss-p’) # nazev vygenerovanych obrazku

# (za uvedeny nazev se vzdy pripoji cislo obrazku)

0.6 7 O simulovane
0.5 — B ocekavane
0.4 —
< _
X 03
0.2 —
" HHI
0.0 ! I
| |
0 2 4 6 8 10
X
N=10;p=0.8

Obrazek: Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym rozdélenim pro p — 0

15 /18



111
112
113
114
115
116
117
118
119
120

N <- c¢(3:25, 30, 40, 50) # posl. parametru N; 3, 4, ..., 25, 30, 40, 50
oopts <- ... # ulozeni hodnot defaultniho nastaveni parametru animace
ani.record(...) # vymazani neaktualnich grafu z pameti Rka
saveLatex (
for(i in 1:length(N)){
a.poiss(...) # provede fci a.poiss() pro kazdou hodnotu posl. N (p = 0.2)

ani.record(...) # uchova vsechny grafy od zacatku cyklu v pameti
Y,
latex.filename = ’aprox-bin-poiss-N.tex’,
img.name = ’Rplot-aprox-bin-poiss-N’)
0.6 7 , O simulovane
0.5 — B ocekavane
0.4 —
x -
< 03
0.2
0.1 ]
0.0 - '
I I | I
0 1 2 3
X
N=3;p=0.2

Obrazek: Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym rozdé&lenim pro N — oo
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e Dataset 3: Pruské armadni jednotky

e V ramci studie z roku 1898 byly zpracovavany pocéty smrtelnych drazii v pruskych
armadnich jednotkdch zplisobené kopnutim koné&m. Udaje o smrtelnych drazech po
kopnuti koném by zaznamendvany po dobu dvaceti let u deseti armadnich jednotek.
Pocty drazl v kazdé jednotce za jeden rok jsou uvedeny v ndsledujici tabulce.

n 0 1 2 3 4 5+ |
Mopserved 109 65 22 3 1 0 200
Rozsah ndhodného vybéru je M = 200 (10 jednotek x 20 let).

Pt¥iklad 2.9. Vypocet ocekavanych pocetnosti za pfedpokladu Poissonova modelu
Vezméte Udaje z datasetu 3. Vypoditejte olekdvané poletnosti vyskytu smrtelnych tirazid zplsobenych
kopnutim kon&m za p¥edpokladu, Ze po&etnosti trazii X maji Poissonovo rozdé&leni Poiss(\) s pa-
rametrem

anzo NMopserved

A= N
ano Mopserved

(2.2)

Reseni p¥ikladu 2.9 R

Odhad parametru A, tj. A = 0.61. Tabulka otekdvanych pocetnosti mepected je
n 0 1 2 3 4 >5 >
Mexpected 109 66 20 4 1 0 200
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Pt¥iklad 2.10. Overdispersion a underdispersion v Poissonové modelu

V ptedchozim p¥ikladu 2.9 jsme stanovili o¢ekdvané pocetnosti vyskytu smrtelnych trazi v pruskych
armadnich jednotkach. Do jednoho grafu zaneste hodnoty pozorovanych podetnosti mypserveqd @ hod-
noty olekavanych pocetnosti meypected- Pozorované a olekavané poletnosti od sebe barevné odliste.
Na zdkladé vysledného grafu stanovte, zda doslo k overdisperzi nebo underdisperzi. Zavér podloZte
srovnanim rozptylu vypocditaného z pozorovanych dat s rozptylem vypocitanym z ocekdvanych dat.

Reseni p¥ikladu 2.10

100 | © Mexp
- O Mops
8 80
g
[0}
3 60 ?
g
2 40 A
(7]
O
T 20 T
0 - 2] o) o)
| | | | | |
0 1 2 3 4 5+

pocet urazu

Obréazek: Porovnani pozorovanych a oéekdvanych pocetnosti v Poissonové modelu

Z tabulky o¢ekavanych poletnosti a z grafu vidime, Ze oéekavané pocetnosti se od pozorovanych p¥ilis
nelisi. V tomto pFipadé tedy nedochdzi ani k overdisperzi, ani k underdisperzi. Nase tvrzeni podpofime
srovnanim rozptylu vypocditaného z porozovanych dat s rozptylem vypocitanym z ocekdvanych dat.

Var.obs Var.exp 121
1 0.6109548 0.621005 122

Hodnota rozptylu ziskaného z pozorovanych dat vysla 0.6110, hodnota rozptylu ziskaného z oleka-
vanych dat vysla 0.6210. Vidime, Ze hodnoty rozptyld se lisi v pozici na druhém desetinném mistég,
hodnoty smérodatnych odchylek se li8i v pozici na tfetim desetinném misté.
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