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3 Negativné binomické rozdéleni NegBin(k, p)

Bernoulliho pokusy X7, Xo, ...

— X; =1 ...udalost nastala (dspéch); X; = 0 ...uddlost nenastala (netspéch); i =1,2,...
-Pr(X;=1)=p
- Pr(X;=0)=1-p=gq

e X ...pocet nastalych uspéchu predchazejicich pfedem stanovenému poctu k nedspéchu

X ~ NegBin(k, p)

0 = (k,p)

pravdépodobnostni funkce

vlastnosti: E[X] = 7]9; Var[X] = ————

dnbinom(n, k, 1 - p), pnbinom(n, k, 1 - p), rnbinom(M, k, 1 - p)
e Data:

— Dataset 2: Délnici v tovarné

— V rdmci studie po¢tu trazi v tovarndch byl zaznamenan pocet trazu u kazdého délnika v jedné vybrané
tovdarné béhem roku 1920. Celkovy pocet délniku zahrnutych do studie M = 647. Udaje ze studie jsou
uvedeny v nasledujici tabulce.

n [ o 1 2 3 4 >|[]X
Mobserved || 447 132 42 21 3 2 [ 647

Priiklad 3.1. Pravdépodobnostni funkce negativné binomického modelu

Naprogramujte v @ funkci dNegBinom(x, k, p) pocitajici hodnoty pravdépodobnostni funkce negativné binomického
rozdéleni NegBin(k, p) v hodnoté z. Spravnost funkee otestujte na vypoctu p(z), z = 0, 1, 2 pro X ~ NegBin(k, p),
kde k =5 a p = 0.4. Vysledky ovéite s vysledky funkce dnbinom() dostupné v @. Jaky je rozdil v syntaxich obou
funkci?

Reseni piikladu 3.1

po pl p2
1 0.07776 0.15552 0.186624
p(0) = 0.7776; p(1) = 0.1555; p(2) = 0.1866. *
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Priiklad 3.2. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé negativné binomického modelu

Pravdépodobnost sestfeleni terée dosahuje u biatlonisky Koukalové az 95 %. Pravdépodobnost sestieleni terce u
biatlonisky Charvatové se pohybuje okolo 65 %. Porovnejte, jakd je pravdépodobnost, ze pii tréninku sestreli kazd4d
z biatlonistek pfed prvnimi dvéma netspéchy (a) pravé pét tercu; (b) nejvyse deset tercu; (c) alespon sedm tercu;
(d) alespon patndct teréu; (e) alespon 25 tercu.

Reseni piikladu 3.2

prave 5 nejvyse 10 alespon 7 alespon 15 alespon 25
Koukalova 0.0116 0.1184 0.9428 0.8108 0.6241
Charvatova 0.0853 0.9576 0.1691 0.0098 0.0002

Biatlonistka Koukalova pfi tréninku pred prvnimi dvéma netspéchy sestieli s pravdépodobnost{ 1.16 % pravé pét
terct, s pravdépodobnosti 11.84 % nejvyse 10 terct, s pravdépodobnosti 94.28 % alespon 7 tercu, s pravdépodobnosti
81.08 % alespon 15 tercu a s pravdépodobnosti 62.41 % alespon 25 tercu.

Biatlonistka Charvatovéd pii tréninku pfed prvnimi dvéma netspéchy sestieli s pravdépodobnosti 8.53 % prévé pét
terci, s pravdépodobnosti 95.76 % nejvyse 10 tercu, s pravdépodobnosti 16.91 % alespon 7 tercu, s pravdépodobnosti
0.98 % alespon 15 tercu a s pravdépodobnosti 0.02 % alespori 25 terci. *

Piiklad 3.3. Vypocet ocekavanych pocetnosti za piredpokladu negativné binomického modelu

V piikladu 2.2 jsme popsali pocet irazi u délniki v tovarné pomoci ndhodné veli¢iny X, kterd pochéazela z Pois-
sonova rozdéleni s parametrem A = 0.4652 odhadnutym na zdkladé dat. Srovnanim pozorovanych pocetnosti mps
s otekdvanymi poCetnostmi meyp, za podminky, ze X ~ Poiss(0.4652) jsme diagnostikovali overdisperzi v datech
oproti predpokladanému Poissonovu modelu. Hodnoty pozorovanych a otekavanych poc¢etnosti jsou pro pripomenuti
uvedeny v nasledujici tabulce.

n o 1 2 3 4 >[%
Mopservea | 447 132 42 21 3 2 | 647
Meap.Poiss || 406 189 44 7 1 0 | 647

V piipadé, ze data vykazuji po aproximaci Poissonovym rozdélenim overdisperzi, byva vhodné popsat data nahodnou
veli¢inou X pochdzejici z negativné binomického rozdéleni X ~ NegBin(k,p). Vypocitejte ocekdvané pocetnosti
vyskytu urazi u délniku v tovarné za predpokladu, ze pocetnosti irazu pochazeji z negativné binomického rozdéleni

—2
. o~ E[X] ~_ 4 _ E[X] . L " . L PP .
NegBin(k, p), kde k = o ap=1 VarX]’ Vysledné pocetnosti porovnejte s ocekdvanymi pocetnostmi za

predpokladu Poissonova rozdéleni.

Reseni piikladu 3.3

k P
1 0.9548138 0.3276139

0 1 2 3
m.obs 447 132 42 21
m.exp.p 406 189 44 7
m.exp.n 443 139 44 14

4
3
1
5

N O N O

Odhad % = 0.9548, odhad p = 0.3276.

n [ o 1 2 3 4 >5[ X%
Mobserved 447 132 42 21 3 2 [ 647
Meap.Poiss || 406 189 44 7 1 0 | 647
Meap.NegBin || 443 139 44 14 5 2 | 647

7Z tabulky vidime, ze o¢ekavané pocetnosti vypocitané za predpokladu negativné binomického modelu 1épe popisuji
chovani pozorovanych pocetnosti irazu u délnikt v tovarné nez pocetnosti vypocitané za predpokladu Poissonova
modelu. *
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Piiklad 3.4. Overdispersion a underdispersion v negativné binomickém modelu

V piikladu 3.3 jsme vypocitali hodnoty ocekdvanych absolutnich pocetnosti tirazi délniki v tovérné za podminky,
ze data pochdzi z NegBin(k, p), kde k = 0.9548, p = 0.3276. Do jednoho grafu zaneste nyni hodnoty pozorovanych
pocetnosti Mopserved, hodnoty ocekdvanych pocetnosti za predpokladu Poissonova rozdéleni megp. poiss @ hodnoty
ocekdvanych pocetnosti za pfedpokladu negativné binomického rozdéleni mezp. NegBin- Na zédkladé vysledného grafu
stanovte, zda v pripadé pouziti negativné binomického modelu dochdazi k overdisperzi nebo underdisperzi. Zavér
podlozte srovnédnim rozptylu vypocitaného z pozorovanych dat s rozptylem vypocitanym z ocekavanych dat.

Reseni piikladu 3.4

[on]
% 400 - O~ Mabs
g —0—  Mexp_poiss
§ 300 —O0— mexpiNegBin
=
S 200
o
[%2]
S 100

0 1 2 3 4 5
pocet urazu

Obrazek 1: Pozorované ¢etnosti a ocekdvané ¢etnosti za predpokladu negativné binomického a Poissonova modelu

Z vykresleného grafu je zfetelné viditelna blizkost pozorovanych pocetnosti a ocekavanych pocetnosti za predpokladu
negativné binomického modelu.

Var.obs Var.exp.n
1 0.6919002 0.6700035

Hodnota rozptylu ziskaného z pozorovanych dat vysla 0.6919, hodnota rozptylu ziskaného z oc¢ekavanych dat za
predpokladu negativné binomického modelu vysla 0.6700. Vidime, Ze hodnoty rozptylu jsou si velmi blizké. V tomto
ptripadé tedy nedochazi ani k overdisperzi ani k underdisperzi. Pro srovnani pfipomenme, ze hodnota rozptylu
ziskaného z ocekdvanych dat za predpokladu Poissonova modelu vysla 0.4691 (overdisperze; viz piiklad 2.2). *

Priklad 3.5. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce negativné binomického modelu _

V pitkladu 3.3 jsme odhadli hodnoty parametru & a p negativné binomického rozdéleni NegBin(k, p) jako k = 0.9548,
p = 0.3276. Na zakladé tohoto rozdéleni jsme vypocitali oéekavané pocetnosti vyskytu tirazi u délnika v tovarné. Na-
kreslete graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce negativné binomického rozdéleni NegBin(k, p), kde k = 0.9548,
p = 0.3276, v hodnotdch =0, 1, 2, 3,4 a x > 5.

Reseni piikladu 3.5 *
0.7 1.0 o—0g—0—0—
o—o
0.6 0.8
0.5+ o—o0
z 04 = 0617
= 034 L 04
0.2
0.1 - 0.2
0.0 — 7 o o ©) 0.0 <0
| | | | T | T 1 T T T T 1
0 1 2 3 4 5+ -1 0 1 2 3 4 5+
X X
k =0.9548 p = 0.3276 k=0.9548 p = 0.3276

Obrazek 2: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce negativné binomického modelu
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Priiklad 3.6. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé negativné binomického modelu

Za piedpokladu, ze ndhodna veli¢ina X, uddvajici pocet urazu u délniku v tovarné, pochazi z negativné binomického
modelu s parametry k = 0.9548 a p = 0.3276, tj. X ~ NegBin(k,p) vypocitejte pravdépodobnost, ze u ndhodné
vybraného délnika dojde béhem jednoho roku k (a) nula draztm; (b) tfem nebo ¢tyfem tdrazim; (c) nejvyse dvéma
urazum; (d) alespon jednomu trazu. Vysledky porovnejte s pravdépodobnostmi vypocitanymi v piikladu 2.6 za
predpokladu Poissonova modelu.

Reseni piikladu 3.6

a b G d
1 0.6845545 0.02929255 0.9672589 0.3154455

Pravdépodobnost, ze u vybraného délnika nedojde béhem roku k zddnému trazu, je 68.46 %. Pravdépodobnost, ze
u vybraného délnika dojde béhem roku k tfem nebo ¢tyFem trazum, je 2.93 %. Pravdépodobnost, ze u vybraného
délnika dojde béhem roku k nejvyse dvéma trazum, je 96.73 %. Pravdépodobnost, ze u vybraného délnika dojde
béhem roku k alespon jednomu tdrazu, je 31.54 %.

pocet tirazil | Zédny  tFi nebo ¢tyii  nejvyse dva  alespoii jeden
NegBin 0.6846 0.0293 0.9673 0.3154
Poiss 0.6280 0.0118 0.9881 0.3720 >

Piiklad 3.7. Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny z negativné binomického modelu

Za predpokladu, ze ndhodn4 veli¢ina X, uddvajici pocet trazi u délniku v tovarné, pochdzi z negatovné binomického
rozdéleni, tj. X ~ NegBin(k,p), s parametry k = 0.9548, p = 0.3276, vypocitejte stfedni hodnotu E[X] a rozptyl
Var[X] ndhodné veliciny X. Stiedni hodnotu a rozptyl porovnejte s jejich odhady vypocitanymi na (a) zdklade
otekdvanych dat; (b) na zdkladé pozorovanych dat (viz piiklad 3.3). Vysledky porovnejte s pravdépodobnostmi
vypocitanymi za piedpokladu Poissonova modelu Poiss(\), kde A = 0.4652.

Reseni piikladu 3.7

E.X Var .X E.exp Var . exp E.obs Var .obs
1 0.4652241 0.6919002 0.4621329 0.6700035 0.4652241 0.6919002

Stredni hodnota poctu urazu délniku v tovarné je 0.4652 s rozptylem 0.6919, odhad stfedni hodnoty poc¢tu trazu
délnika v tovarné vypocitany na zakladé ocekdavanych hodnot je 0.4652 s rozptylem 0.6919. Odhad stfedni hodnoty
poctu drazu délnikl v tovarné vypocitany na zdkladé pozorovanych dat je 0.4621 s rozptylem 0.6700.

Tabulka 1: Porovnéni odhadu stfedni hodnoty E[X] a rozptylu Var[X] (a) z pozorovanych dat; (b) z otekdvanych
dat za predpokladu, ze X ~ NegBin(k,p); (c) z otekdvanych dat za predpokladu, ze X ~ Poiss(A)

| EX]  Var[x]
pozorovana data 0.4652  0.6919
ocekavand - NegBin 0.4652  0.6700
ocekavana data - Poiss || 0.4668 0.4691 >

Piiklad 3.8. Simulac¢ni studie pro negativné binomicky model a Poissontv model
Vytvoite simula¢ni studii modelujici chovéni o¢ekdvanych pocetnosti ndhodné veliciny X popisujici pocet trazu
délniku v tovarné za predpokladu, ze

(a) X ~ Poiss(\), kde A = 0.4652,
(b) X ~ NegBin(k,p), kde k = 0.9548 a p = 0.3276.

Vygenerujte pseudondhodnd ¢isla X (pocetnosti ispécht) opakovand M-krat (M = 647) pochézejici (a) z Poisso-
nova rozéleni, tj. X ~ Poiss(A); (b) z negativné binomického rozdéleni, tj. X ~ NegBin(k,p). Pro kazdé rozdéleni
vytvofte histogram vygenerovanych pseudondhodnych ¢isel a superponujte jej hodnotami o¢ekdvanych (teoretickych
pocetnosti).
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Reseni piikladu 3.8

0.7
= 06 - O simulovane = O simulovane
8 B ocekavane 8 0.6 B ocekavane
£ 05 g
8 5
3 0.4 —H S 04 -
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& 02+ B 0.2
o014 g
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pocet urazu pocet urazu
A =0.4652 k =0.9548 p=0.3276

Obrézek 3: Porovndn{ pozorovanych Getnosti a oéekdvanych ¢etnost{ za predpokladu (a) Poissonova modelu (vlevo);
(b) negativné binomického modelu (vpravo)
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