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Hypergeometrické rozdéleni HyperGeom(N, p)

e Necht Nyop Je rozsah populace, M je pocet statistickych jednotek se sledovanou
charakteristikou CH vyskytujicich se v populaci N,op, a N je rozsah nahodného vybéru
vybraného z populace Ny, bez vraceni.

e X ...pocet statistickych jednotek se sledovanou charakteristikou CH, vyskytujicich se v
ndhodném vybéru o rozsahu N.

M

o X ~ HyperGeom(NaP)v kde P = NpO,D

e O=p
e pravdépodobnostni funkce
() ("Par2™)

("5vr)

p(x) = : x=0,1,... (3.1)
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e vlastnosti: E[X] = Np, Var[X] = Np(1 — p)r, kde

f = — = 1 i — > ]- - fSy fS —
Npop — 1 Npop — 1 Npop
e fs ... vyb&rovy pomér (sampling fraction)

o je-li fs < 0.1 (resp. fs < 0.05), potom r zanedbdvdme (r — 1) a dochdzi k aproximaci
nahodného vybéru bez vraceni ndhodnym vybérem s vracenim, tedy k aproximaci
hypergeometrického rozdéleni binomickym rozdélenim.

g dhyper(xr Ml Npop - M, N), phyper(x, M, Npop - M, N)! rhyper(N, M, Npop - M, N)
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e Dataset 5: Pocet obyvatel Jihomoravského kraje

e Podle (idajii o pottu obyvatelstva v CR ziskanych z webovych stranek statistického
uradu www.czso.cz ma Jihomoravsky kraj ke dni 30.6.2018 celkem 1184 381 obyvatel.
Rozmisténi obyvatel v jednotlivych okresich Jihomoravského kraje je k dispozici v niZe
uvedené tabulce.

Okres H Blansko Brno-mésto  Brno-venkov Bfeclav  Hodonin  Vyskov  Znojmo H >
Pocet obyvatel H 108 641 379275 221200 115728 154183 91483 113871 H 1184 ,381
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Pt¥iklad 5.1. Pravdépodobnostni funkce hypergeometrického modelu

Naprogramujte v @ funkci dhypergeom(x, Npop, M, N) potitajici hodnoty pravd&€podobnostn{

funkce hypergeometrického rozdé&leni HyperGeom(N, p) v hodnot& x. Spravnost funkce otestujte
na vypo&tu p(x), x = 45, 50, 53, pro X ~ HyperGeom(N, p), kde N =70 a p = _Nz/(’)p — %_

Vysledky ovéFte s vysledky funkce dhyper().

Reseni p¥ikladu 5.1

dhypergeom <- function (.

Px <- ... # pstni fce
return(...)
}
dhypergeom(...) # pstni
dhyper (...) # pstni fce

..){ # fce s povinnymi vstupnimi argumenty x, Npop, M, N
rozdeleni HyperGeom(Npop, p); viz vzorec 5.1

fce rozdeleni HyperGeom (70, 240/350) (fce dhypergeom())
rozdeleni HyperGeom (70, 240/350) (fce dhyper ())

p (45) p (50)
1 0.07752302 0.09869249

p(53)
0.04164395

p(45) = 0.0775; p(50) = 0.0987; p(53) = 0.0416.
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Pf¥iklad 5.2. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé hypergeometrického modelu

Jana s Barou a Kajou dostali hotko-mléény adventni kalenda¥, ve kterém je polovina ¢okolad hofkych
a polovina &okoldad mlé&nych, pfi¢emZ pFichuté Cokolad jsou v kalenda¥i rozmistény nahodné. O
¢okolady se déti rozhodly podélit rovnym dilem, ale protoZe je Kdja nejmensi, dovolily mu sestry,
aby svij dil ¢okoldad snédl jako prvni. Vypoditejte, jakd je pravdépodobnost, Ze Kaja, ktery viibec
nema rad hotkou &okolddu, bude mit ve svém dilu (a) viechny &okolddy mlé¢né; (b) maximaln& dvé
¢okolady hotké; (c) vice nez polovinu €okoldd mlé&nych.

Reseni ptikladu 5.2
(a

)

Npop <- ... # celkovy pocet cokolad cokolad
M <- ... # pocet mlecnych cokolad
N <- ... # rozsah nah. vyberu cokolad

pl <- dhyper(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.0006730381

(b)

13
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p2 <- 1 - phyper(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.09651366 15

(c)

p3 <- sum(dhyper(...)) # vypocet pravdepodobnosti
tab <- data.frame(...) # souhrnna tabulka vysledku

[1] 0.3334231 18

Pravd&podobnost, Ze viechny Kajovy &okolddy budou mit mlé&nou p¥ichut, je 0.07 %. Pravdépodobnost,
Ze Kéja bude mit mezi svymi ¢okolddami maximalné dv& hotké, je 9.65 %. Pravd&podobnost, Ze vice
neZ polovina Kajovych €okoldd bude mlé&nych, je 33.34%.
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Pt¥iklad 5.3. Odhad parametru p hypergeometrického modelu

Podle (daji uvedenych v datasetu 5 ma Jihomoravsky kraj ke dni 30.6.2018 celkem 1184 381 oby-
vatel, pficemz 379 275 obyvatel ndlezi do okresu Brno-mésto. Predpoklddejme, Ze chceme sestavit
reprezentativni vzorek 10-ti obyvatel pochdzejicich z Jihomoravského kraje. Pomoci hypergeomet-
rického modelu charakterizujte chovani ndhodné veli¢iny X popisujici po¢et obyvatel z okresu Brno-
mésto v reprezentativnim vzorku. Stanovte hodnoty parametri N,o,, M a N, dopotitejte hodnotu
parametru p rozdéleni HyperGeom(N, p).

Reseni ptikladu 5.3

Npop <= ... # rozsah populace

M <- ... # pocet statistickych jednotek se sledovanou charakteristikou
N <- ... # parametr N

p <- ... # odhad parametru p

Odhad parametru p je 0.3202, tj. ndhodna veli¢ina X pochazi z rozdéleni HyperGeom(10, 0.3202).
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Priklad 5.4. Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce hypergeometrického rozdéleni

V ptikladu 5.3 jsme stanovili, Ze polet obyvatel z okresu Brno-mésto v reprezentativnim vzorku 10-ti
obyvatel Jihomoravského kraje se bude ¥idit hypergeometrickym modelem HyperGeom(N, p), kde
N = 10 a p = 0.3202. Vykreslete (a) graf pravdépodobnostni funkce; (b) graf distribuéni funkce
rozdéleni HyperGeom(10, 0.3202). Na ziklad&é grafii urlete, kolik obyvatel z reprezentativniho
vzorku bude s n&jvétsi pravdépodobnosti pochazet z okresu Brno-mésto a stanovte pfesnou hodnotu
této pravdépodobnosti.

Reseni piikladu 5.4
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020 — ® ¢ 0.8 — e—O
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X
X Noon = 1184381; M =379275

pop —

N=10; p=0.3202

Obrazek: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce hypergeometrikého modelu

S nejv&tsi pravdépodobnosti (26.43%) budou v reprezentativnim vzorku pravé t¥i obyvatelé okresu

Brno-mésto.
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Priklad 5.5. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé hypergeometrického modelu

Za predpokladu, Ze nahodnd veli¢ina X, udavajici polet obyvatel z okresu Brno-mésto v repre-
zentativnim vzorku 10-ti obyvatel Jihomoravského kraje, pochazi z hypergeometrického rozdéleni s
parametry NN = 10 a p = 0.3202, tj. X ~ HyperGeom(10,0.3202) vypolitejte pravdépodobnost,
Ze v reprezentativnim vzorku budou (a) nejvy3e t¥i obyvatelé z okresu Brno-mé&sto; (b) alespoii Sest
obyvatel z okresu Brno-mé&sto; (c) zadny obyvatel z okresu Brno mésto; (d) alespor sedm obyvatel
z jiného okresu; (e) nejvy3e Ctyfi obyvatelé z jiného okresu; (f) vSichni obyvatelé z jiného okresu.

Regeni p¥ikladu 5.5
(a)

Npop <- ... # rozsah populace

M <- ... # pocet statistickych jednotek se sledovanou charakteristikou

N <- ... # parametr N

pl <- ... # vypocet pravdpodobnosti

[1] 0.5950101 27

(b)

p2 <- ... # vypocet pravdpodobnosti

[1] 0.06392275 29
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(c)

p3 <- ... # vypocet pravdpodobnosti

(1] 0.02106728

(d)

p4d <- ... # vypocet pravdpodobnosti

[1] 0.5950101

(e)

pPd <- ... # vypocet pravdpodobnosti

[1] 0.06392275

31

33

35
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()

p6 <- ... # vypocet pravdpodobmnosti
tab.B <- data.frame(...) # souhrnna tabulka vysledku - Brno-mesto
tab.0 <- data.frame(...) # souhrnna tabulka vysledku - Ostatni okresy

[1] 0.02106728

39

nejvyse t¥i alespori Sest Zadny

Brno-mésto

0.5950 0.0639 0.0211

alespori sedm nejvyde &tyFi  vdichni

Ostatni okresy

0.5950 0.0639 0.0211

Nejvyse tfi obyvatelé z okresu Brno-mésto budou v ndhodném vzorku s pravdé&podobnosti 59.50%.
Alesporii Sest obyvatel z okresu Brno-mé&sto budou v ndhodném vzorku s pravdépodobnosti 6.39%.
Pravdépodobnost, 7e v ndhodném vzorku nebude ?adny obyvatel okresu Brno mésto je 2.11%.

Naopak: Alespori sedm obyvatel z jiného okresu neZ Brno-mésto budou v ndhodném vzorku s
pravdépodobnosti 59.50%. Nejvyse &tyFi obyvatelé z jiného okresu nez Brno-mésto budou v ndhodném
vzorku s pravd&podobnosti 6.39%. Pravdépodobnost, Ze v ndhodném vzorku budou viichni obyvatelé
z jiného okresu nez Brno mé&sto je 2.11%.
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Pt¥iklad 5.6. Aproximace hypergeometrického modelu binomickym — stanoveni max. rozsahu

Prolog: Mé&me populaci statistickych jednotek o rozsahu Ny, pFicemZ pravdépodobnost vyskytu
statistické jednotky se sledovanou charakteristikou je p. Z populace Ny, vybereme nahodny vybér
(bez vraceni) o rozsahu N. Nahodna veli¢ina X popisuje pocet statistickych jednotek se sledovanou

charakteristikou vyskytujicich se v nahodném vybéru. Potom X ~ HyperGeom(N, p) se stfedni
hodnotou E[X] = Np a rozptylem Var[X] = Np(1 — p)r, kde r = % > 1—fs, pFicemZ fs =
Np’\i) - je tzv. vybé&rovy pomér. Je-li fs < 0.1 (resp. fs < 0.05), r zanedbdavame a hypergeometrické

rozdéleni HyperGeom(N, p) aproximujeme binomickym rozdé&lenim Bin(N, p).

Podle ddajii uvedenych v datasetu 5 ma Jihomoravsky kraj ke dni 30.6.2018 celkem 1184 381
obyvatel, pFi¢emz 379 275 obyvatel ndlezi do okresu Brno-mésto. Za p¥edpokladu, Ze vybereme z
populace Jihomoravského kraje ndhodny vybér o rozsahu N, ma nahodna veli¢ina X popisujici pocet
obyvatel z okresu Brno-mésto v ndhodném vybéru hypergeometrické rozdéleni HyperGeom(N, p),
p = loa2 = 0.3202. Zam&me se nyni na aproximaci hypergeometrického modelu binomickym
modelem. Stanovte nejprve maximadlni rozsah ndhodného vybéru Ny, .«, pFi kterém je jeSt€ mozné

aproximovat data hypergeometrického modelu binomickym modelem (fs = 0.05).

Regeni pikladu 5.6

fS <- ... # hodnota vyberoveho pomeru fs
N.opt <- ... # vypocet maximalniho rozsahu reprezentativniho vzorku

[1] 59219.05

Maximalni rozsah reprezentativniho vzorku, p¥i kterém je jeSté mozné aproximovat hypergeometricky
model binomickym modelem je 59 219.

42
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Ptiklad 5.7. Aproximace hypergeometrického modelu binomickym — graf pravépodobnostni funkce
V ndvaznosti na pFiklad 5.6 vykreslete nyni graf zachycujici kvalitu aproximace pravdépodobnostni
funkce hypergeometrického rozdéleni pravdépodobnostni funkci binomického rozdéleni s parametry
N a p, kde p = 0.3202. Hodnotu N zvolte (a) 990000; (b) 590000; (c) 59219; (d) 5900. Do
grafu dopliite popisek zachycujici hodnotu parametru N (rozsah reprezentativniho vzorku), hodnotu
parametru p a hodnotu vybérového poméru fs.

Reseni p¥ikladu 5.7
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hyper_cz <- function(...){ # fce s povinnymi argumenty M, Npop, N a volitelnymi

# argumenty k = 100, res = F, plot = T.

p <- ... # odhad parametru p

fS <- ... # vypocet vyberoveho pomeru fs

r <- ... # vypocet r

EX <- ... # stredni hodnota E[X] rozd. HyperGeom(N, p)

VarX <- ... # rozptyl Var[X] rozd. HyperGeom (N, p)

VarY <- ... # rozptyl Var[X] rozd. Bin(N, p)

x <- seq(from = round(EX - 5 * sqrt(VarX)), to = round(EX + 5 * sqrt(VarX)),
by = k) # automaticky generovana posl. celych cisel x

fx <- dhyper(...) # pstni fce rozd. HyperGeom(N, p) v hodnotach x
fy <- dbinom(...) # pstni fce rozd. Bin(N, p) v hodnotach x

if (plot == T){ # vykresleni grafu, pokud argument plot == T

par(...) # nastaveni okraju grafu 5, 5, 1, 1

plot(x, fx, ...) # cerne vert. cary rel. cetn. (HyperGeom(N, p))

box (...) # ramecek okolo grafu

lines(x, fy, ...) # cervene prerusovane vert. cary rel. cetn. (Bin(N, p))

points (...) # tmave fialove body (HyperGeom(N, p))

points (...) # cerveno-bile body (Bin(N, p))

mtext (..., font = 2, ...) # popisek osy x

mtext (bquote (paste(N == .(format(N, scientific = F )), ’; YooLu0)),
...) # druhy popisek osy x

mtext (...) # popisek osy y

legend (...) # legenda

results <- data.frame(N, ... , VarY)) # souhrnna tabulka vysledku
if (res == T) return(results) # vypis tabulky vysledku, pokud argument res

I
I
—

14 /16



72
73
74
75
76
77

M <-

Npop <-
hyper_cz (M
hyper_cz(.
hyper_cz(.
hyper_cz(.

p(x)

p(x)

# pocet statistickych jednotek se sledovanou charakteristikou

graf pro (a)

—e— HyperGeom
—C— Bin

188000 189000 190000
X

N =590000; p=0.32; fg=10.4982

O(f;‘(

# rozsah populace
- ., Npop = ..., N = ..., k = 30) #
.., k = 30) # graf pro (b
.., k = 15) # graf pro (c)
.., k = 5) # graf pro (d)
% |
0.0020 — 9o/([fe —® HyperGeom 0.0015
?l|||le —o— Bin
0.0015 I
0.0010 —
=
0.0010 — =1
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0.0005 —
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0.0000 o 0.0000
T T T T
316500 317000 317500 318000
X
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0.003 ?
T o]
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a to]
0.002 — > = 0.006
B
0.004 |
0.001 —
il el
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| T T T | T T | | T
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X
N=59219; p=032; f5=0.05

| ﬁﬁ

1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050
X
N =5900; p=0.32; fg=0.005
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Priklad 5.8. Aproximace hypergeometrického modelu binomickym — vypocet charakteristik

V ndvaznosti na ptiklady 5.6 a 5.7 vytvorte prehlednou tabulku obsahujici hodnoty N, N,op,, M,
p, fs, r, E[X], E[Y], Var[X] a Var[Y] pro kazdou variantu (a)—(d). E[X] a Var[X] zna&i stfedni
hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X z hypergeometrického rozdéleni, E[Y] a Var[Y] znadi stfedni
hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny Y z binomického rozdéleni.

Reseni p¥ikladu 5.8

rl <- hyper_cz (...,
r2 <- hyper_cz(...)
r3 <- hyper_cz(...)
r4 <- hyper_cz(...)

res =

., plot = ...) # souhrnna tabulka vysledku pro (a)
p y p

# souhrnna tabulka vysledku pro (b)
# souhrnna tabulka vysledku pro (c)
# souhrnna tabulka vysledku pro (d)
tab <- rbind(...) # souhrnna tabulka vysledku pro (a)-(d)

N H Npop M p fs r E[X] E[Y] Var[X] Var[Y]
990000 1184381 379275 0.3202 0.8350 0.1641 317028 317028 35360 215506
590000 1184381 379275 0.3202 0.4982 05018 188936 188936 64454 128433
59219 1184381 379275 0.3202  0.0500  0.9500 18964 18964 12246 12891
5900 1184381 379275 0.3202 0.0050  0.9950 1889 1889 1278 1284
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