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7 Normálńı rozděleńı N(µ, σ2)

• X1, . . . , Xn . . . nezávislé náhodné veličiny

• Normálńı rozděleńı

– X ∼ N(µ, σ2)

– θ = (µ, σ2)T

– hustota

f(x) =
1√
2πσ2

e
−(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R. (7.1)

– vlastnosti E[X] = µ; Var[X] = σ2

– dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma), rnorm(M, mu, sigma), qnorm(alpha, mu, sigma)

• Standardizované normálńı rozděleńı

– X ∼ N(0, 1)

– θ = (0, 1)T

– hustota

f(x) = ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R. (7.2)

– vlastnosti E[X] = 0; Var[X] = 1

– dnorm(x), pnorm(x), rnorm(M), qnorm(alpha)

• Vlastnosti normálńıho rozděleńı

– Věta 1: Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2). Potom

náhodná veličina X̄n = 1
n

∑n
i=1 Xi ∼ N

(
µ, σ2

n

)
.

– Věta 2: Necht’ X1, . . . , Xn1 jsou nezávislé náhodné veličiny pocházej́ıćı z normálńıho rozděleńı N(µ1, σ
2
1)

a Y1, . . . , Yn2 jsou nezávislé náhodné veličiny pocházej́ıćı z normálńıho rozděleńı N(µ2, σ
2
2). Potom rozd́ıl

náhodných veličin X̄n1 − Ȳn2
∼ N

(
µ1 − µ2,

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

)
.

• Data:

– Dataset 6: 03-paired-means-clavicle2.txt

– Datový soubor obsahuje osteometrické údaje o délkách kĺıčńıch kost́ı (clavicula). Data pocháźı z ang-
lického souboru dokumentovaných skelet̊u (Parsons, 1916). V souboru se nacháźı délky kĺıčńıch kost́ı na
pravé a levé straně těla v párovém uspořádáńı. Jednotlivé kosti bez druhostranné kosti nebyly do souboru
zařazeny.

– Přehled proměnných v datasetu:

∗ id . . . ID jedince;

∗ sex . . . pohlav́ı jedince (m - muž, f - žena);

∗ length.L . . . délka kĺıčńı kosti z levé strany (v mm);

∗ length.R . . . délka kĺıčńı kosti z pravé strany (v mm).
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Př́ıklad 7.1. Hustota normálńıho modelu
Naprogramujte v funkci dnormal(x, mu, sigma2) poč́ıtaj́ıćı hodnoty hustoty normálńıho rozděleńı N(µ, σ2) v
hodnotě x. Správnost funkce otestujte na výpočtu f(x), x = −1, 0, 2, pro X ∼ N(µ, σ2), kde µ = 0 a σ2 = 2.
Výsledky ověřte s výsledky funkce dnorm().

Řešeńı př́ıkladu 7.1

1f(-1) f(0) f(2)

21 0.2196956 0.2820948 0.1037769

f(-1) = 0.2197; f(0) = 0.2821; f(2) = 0.1038. ⋆

Př́ıklad 7.2. Základńı č́ıselné charakteristiky spojitého znaku
Načtěte datový soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht’ náhodná proměnná X popisuje délku kĺıčńı kosti z levé
strany u muž̊u. Proměnná X je potom spojitého typu. Pro délku kĺıčńı kosti z levé strany u muž̊u vytvořte tabulku
základńıch č́ıselných charakteristik.

Řešeńı př́ıkladu 7.2
V tabulce základńıch č́ıselných charakteristik budou obsaženy následuj́ıćı charakteristiky: aritmetický pr̊uměr,
směrodatná odchylka, koeficient variace, minimálńı hodnota, dolńı kvartil, medián, horńı kvartil, maximálńı hod-
nota, interkvartilové rozpět́ı, koeficient šikmosti a koeficient špičatosti.

3n m s v min dolni.kv median horni.kv max IQR sikmost spicatost

4leva 50 153.6 9.95 0.06 130 147 154.5 158 176 11 0.21 -0.29

Datový soubor obsahuje údaje o délkách kĺıčńı kosti z levé strany 50 muž̊u. Naměřené hodnoty délky kĺıčńı kosti
z levé strany u muž̊u se pohybuj́ı v rozmeźı 130–176mm. Pr̊uměrná délka kĺıčńı kosti z levé strany u muž̊u je
153.60mm se směrodatnou odchylkou 9.95mm. Směrodatná odchylka představuje 6% aritmetického pr̊uměru. 25%
naměřených hodnot je menš́ıch nebo rovných 147.00mm, 50% hodnot je menš́ıch nebo rovných 154.50mm, 75%
hodnot je menš́ıch nebo rovných 158.00mm. Interkvartilové rozpět́ı naměřených hodnot je 11mm. Hodnota koefi-
cientu šikmosti (b1 = 0.21) ukazuje na mı́rné kladné vychýleńı dat (hodnoty vyšikmené doleva s prodlouženým
pravým koncem), hodnota koeficientu špičatosti (b2 = −0.29) ukazuje na mı́rně zploštělý charakter dat.

⋆

Př́ıklad 7.3. Vizualizace dat z normálńıho modelu
Načtěte datový soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht’ náhodná proměnná X popisuje délku kĺıčńı kosti z levé
strany u muž̊u. Pomoćı histogramu a krabicového diagramu vhodně vizualizujte rozděleńı délky kĺıčńı kosti z levé
strany u muž̊u. Histogram superponujte (a) křivkou jádrového odhadu hustoty; (b) křivkou teoretické hustoty
normálńıho rozděleńı N(µ, σ2). Hodnoty parametr̊u µ a σ2 odhadněte na základě dat.

Řešeńı př́ıkladu 7.3
⋆
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Obrázek 1: Vizualizace délky levé kĺıčńı kosti u muž̊u pomoćı histogramu (vlevo) a krabicového diagramu (vpravo)
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Př́ıklad 7.4. Výpočet pravděpodobnost́ı na základě normálńıho modelu
Za předpokladu, že náhodná veličina X udávaj́ıćı délku kĺıčńı kosti z levé strany u muž̊u pocháźı z normálńıho
rozděleńı N(153.6, 9.952) vypoč́ıtejte pravděpodobnost, že délka kĺıčńı kosti z levé strany je (a) menš́ı než 140mm;
(b) větš́ı než 160mm; (c) v rozmeźı 150–160mm; (d) rovná 155mm.

Řešeńı př́ıkladu 7.4

5p1 p2 p3 p4

61 0.0858 0.26 0.3813 0

Pravděpodobnost, že délka kĺıčńı kosti z levé strany u muž̊u je menš́ı než 140mm je 8.58%. Pravděpodobnost, že
délka kĺıčńı kosti z levé strany u muž̊u je větš́ı než 160mm je 26.00%. Pravděpodobnost, že délka kĺıčńı kosti z
levé strany u muž̊u je v rozmeźı 150–160mm je 38.13%. Protože délka kĺıčńı kosti z levé strany u muž̊u pocháźı z
normálńıho rozděleńı, což je rozděleńı spojitého typu, je tato délka rovná 155mm s pravděpodobnost́ı 0%. ⋆

Př́ıklad 7.5. Výpočet pravděpodobnost́ı na základě normálńıho modelu
Za předpokladu, že náhodná veličina X udávaj́ıćı délku kĺıčńı kosti z levé strany u muž̊u pocháźı z normálńıho
rozděleńı N(153.6, 9.952) vypoč́ıtejte pravděpodobnost, že pr̊uměrná délka pěti kĺıčńıch kost́ı z levé strany u
muž̊u je (a) menš́ı než 140mm; (b) větš́ı než 160mm; (c) v rozmeźı 150–160mm; (d) rovná 155mm.

Řešeńı př́ıkladu 7.5

7p1 p2 p3 p4

81 0.0011 0.0751 0.7157 0

Pravděpodobnost, že pr̊uměrná délka pěti kĺıčńıch kost́ı z levé strany u muž̊u je menš́ı než 140mm je 0.11%.
Pravděpodobnost, že pr̊uměrná délka pěti kĺıčńıch kost́ı z levé strany u muž̊u je větš́ı než 160mm je 7.51%.
Pravděpodobnost, že pr̊uměrná délka pěti kĺıčńıch kost́ı z levé strany u muž̊u je v rozmeźı 150–160mm je 71.57%.
Protože pr̊uměrná délka pěti kĺıčńıch kost́ı z levé strany u muž̊u pocháźı z normálńıho rozděleńı, což je rozděleńı
spojitého typu, je tata délka rovná 155mm s pravděpodobnost́ı 0.00%. ⋆

Př́ıklad 7.6. Graf funkce hustoty a distribučńı funkce normálńıho modelu
V př́ıkladech 7.2 a 7.3 jsme odhadli hodnoty parametr̊u µ a σ2 normálńıho rozděleńı znaku X = délka kĺıčńı kosti z
levé strany u muž̊u jako µ̂X = 153.60 a σ̂2

X = 9.952. Nakreslete graf hustoty a distribučńı funkce tohoto normálńıho
rozděleńı.

Řešeńı př́ıkladu 7.6
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Obrázek 2: Funkce hustoty (vlevo) a distribučńı funkce (vpravo) normálńıho modelu
⋆
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Př́ıklad 7.7. Simulačńı studie: Věta 1: Rozděleńı výběrového pr̊uměru X̄n

Na základě simulačńı studie ověřte, že pokud X ∼ N(µ, σ2), potom X̄n ∼ N(µ, σ2

n ). Zvolte µ = 153.60, σ2 = 9.952,
(a) n = 5, (b) n = 50, (c) n = 100. Vygenerujte M pseudonáhodných výběr̊u X1, . . . , Xn, M = 1000. Pro každý
výběr vypoč́ıtejte realizaci aritmetického pr̊uměru x̄n,m, m = 1, . . . ,M . Následně vygenerujte histogram pro hod-
noty x̄n,m a superponujte jej teoretickou křivkou hustoty pro X̄n. Pro všechny tři př́ıpady (a), (b) i (c) vypoč́ıtejte
Pr(X̄n > 152) na základě empirického a teoretického rozděleńı X̄n. Pravděpodobnosti porovnejte.

Řešeńı př́ıkladu 7.7
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Obrázek 3: Histogramy pr̊uměr̊u 1000 náhodných výběr̊u o rozsahu (a) n = 5 (vlevo); (b) n = 50 (uprostřed); (c)
n = 100 (vpravo)

9n = 5 n = 50 n = 100

10teoreticka 0.6405 0.8723 0.9461

11exaktni 0.6520 0.8510 0.9380

⋆
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