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10 Vérohodnost — Normalni rozdéleni

Dataset 6: 03-paired-means-clavicle2.txt

e Datovy soubor obsahuje osteometrické idaje o délkdch kli¢nich kosti (clavicula). Data pochédzi z anglického
souboru dokumentovanych skeletu (Parsons, 1916). V souboru se nachédz{ délky kliénich kosti na pravé a levé
strané téla v parovém usporadani. Jednotlivé kosti bez druhostranné kosti nebyly do souboru zaiazeny.

e Piehled proménnych v datasetu:

Piiklad 10.1. Maximalné vérohodné odhady parametrt y a o

— id ...ID jedince;

— sex ...pohlavi jedince (m - muz, f - Zena);

Iy 2

length.L ...délka kliéni kosti z levé strany (v mm);

length.R ... délka kli¢n{ kosti z pravé strany (v mm).

2 v normdlnim modelu

Naététe datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht ndhodné proménnd X popisuje délku kliéni kosti z levé
strany u muzi. Za predpokladu, Ze ndhodn4 veli¢ina X pochéz{ z normalniho rozdéleni, tj. X ~ N(u,0?):

1. Odvodte

o

d.

e

a. tvar jadra vérohodnostni funkce L((y,o?)T|x) normalniho modelu;
b.

tvar jadra logaritmu vérohodnostni funkce £((11, 02)|2z) normalnfho modelu;
skore funkci pro parametr p;
skére funkci pro parametr o2;

tvar Fisherovy informaéni matice.

2. Dosazenim do vzorcii stanovte presnou hodnotu maximalné vérohodného odhadu parametrii 4 a o2, tj. fi a
~2
o°.

3. Pomocf maximalizace logaritmu vérohodnostn{ funkce £((u, 0?)” |o) normalntho modelu naleznéte maximalné
vérohodny odhad parametrt 1 a o2. Maximalizaci proved'te

a.
b.

C.

4. Vykreslete (a) vrstevnicovy diagram; (b) 3D-diagram logaritmu dvourozmeérné vérohodnostn{ funkce normélniho

pomoci funkce optim();
pomoci vlastnoruéné naprogramované dvourozmérné Newton-Raphsonovy metody NRnorm();

pomoci vlastnoruéné naprogramované Broydenovy metody BMnorm().

modelu spolu s maximalné vérohodnymi odhady parametrii x4 a 02 odhadnutymi pomoci vSech tif funkei. K
vykresleni pouzijte (a) funkce image() a contour(), (b) funkci persp().

Reseni piikladu 10.1

data <- read.delim(’03-paired-means-clavicle2.txt’)
cla.L <- datal[data$sex == ’m’, ’length.L’]

data <- na.omit(cla.L)

n <- length(cla.L)

mu <- 1 / n * sum(cla.L)

sigma2

tab <-

<- 1 / n * sum((cla.L - mu) -~ 2)

data.frame (mu, sigma2)

round (tab, 4)

mu sigma2
1 153.6

96.96
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# funkce optim()
lnormo <- function(theta, x){
n <- length(x)

like <- -n / 2 * log(2 * pi) - n / 2 * log(theta[2]) - 1 / (2 * thetal[2]) * sum((x -
return(like)
}
OPTtheta <- optim(c(145, 100), lnormo, x = cla.L, control = list ( fnscale = -1))
max.m <- OPTtheta$par[1]

max.s <- OPTtheta$par [2]

# Newton-Raphsonova dvourozmerna metoda

lnorm <- function(mu, sigma, x){
n <- length(x)
like <- - n / 2 * log(2 * pi) - n / 2 * log(sigma) - 1 / (2 * sigma) * sum((x - mu)
return (like)

}

snorm <- function(mu, sigma, x){
n <- length(x)
skore.mu <- 1 / sigma * sum(x - mu)
skore.sigma <- - n / (2 *x sigma) + 1 / (2 * sigma ~ 2) * sum((x - mu) ~ 2)
U <- c(skore.mu, skore.sigma)
return (U)

}

hnorm <- function(mu, sigma, x){
n <- length(x)
I11 <- n / sigma
I12 <- - 1 / sigma ~ 2 * sum(x - mu)
I22 <- - n / (2 * sigma2 ~ 2) + 1 / (sigma2 ~ 3) * sum((x - mu) ~ 2)
hessian <- matrix(c(I11l, I12, I12, I22), 2, 2, byrow = T)
return (hessian)

}

NMnorm <- function(x01, x02, t){
x <- c(x01, x02)

f1 <- 0
£f2 <- lnorm(x[1], x[2], t)
k <- 0

body <- c(0, 0)
while (abs(f1 - £2) > 0.00001 & k < 1000){
k <- k + 1
U <- snorm(x[1], x[2], t)
H <- hnorm(x[1], x[2], t)
x <- (x + solve(H) %x% U)
fl1 <- f2
f2 <- lnorm(x[1], x[2], t)
}
return(list(mu = x[1], sigma = x[2], like = f2, k = k))
}

NMres <- NMnorm(x0O1 = 150, x02 = 90, cla.L)
max.nm <- NMres$mu
max.ns <- NMres$sigma

# Broydenova metoda
BMnorm <- function(x10, x11, x20, x21, t){
x1 <- c(x10, x20)
x2 <- c(x11, x21)
(f1 <- lnorm(x1[1], x1[2], t))
(f2 <- lnorm(x2[1], x2[2], t))
k <- 0
B <- diag(2)
body <- c(0, 0)
while(abs(f1 - f2) > 0.00001 & k < 1000){
k <- k + 1
Ul <- snorm(x1[1], x1[2], t)
U2 <- snorm(x2[1], x2[2], t)

theta[1])
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B <- B + c(((U2 - U1) - B %*% (x2 - x1)) / sum((x2 - x1) =~ 2)) %*% t(c(x2 - x1))
x <- (x2 - solve(B) %x*Y% U2)

f1 <- f2
£f2 <- 1lnorm(x[1], x[2], t)
x1 <- x2
x2 <- X

body <- rbind(body, t(x))
}
return(list(mu = x[1], sigma = x[2], like = f2, k

k, body = body))
}

BMres <- BMnorm(x10 = 147, x11 = 157, x20 = 90, x21 = 100, cla.L)
max.bm <- BMres$mu
max.bs <- BMres$sigma

tab2 <- data.frame(mu = c(mu, max.m, max.nm, max.bm),
sigma2 = c(sigma2, max.s, max.ns, max.bs),
row.names = c("exaktn\\’i v\\’ypo\\v{c}tet", "funkce {\\sf optim()}",
"Newton-Raphsonova metoda", "Broydenova metoda"))

Tabulka 1: Odhady parametrii p a 02 normalniho rozdéleni
I 2 o’
exaktni vypocet 153.600000  96.960000
funkce optim() 153.601994  96.962806
Newton-Raphsonova metoda || 153.600000 96.960000
Broydenova metoda 153.603912 96.461318
N <- 50
mu <- seq(146, 157, length = N)
sigma2 <- seq(80, 120, length = N)
M <- matrix(NA, N, N)
for(i in 1:length(mu)){
for(j in 1:length(sigma2)){
M[i, j] <- 1lnorm(mul[i], sigma2[j], cla.L)
}
}
library(colorspace)
k <- 15
par (mar = c(4, 4, 2, 2), family = ’Times’)
image (mu, sigma2, M, col = terrain.colors(k), xlab = expression(mu), ylab = expression(sigma

breaks = seq(min(M), max(M), length = k + 1), asp = F, las = 1, ylim = c(75, 120))
contour (mu, sigma2, M, add = T, levels = seq(min(M), max(M), length = k + 1))

points(max.m, max.s, pch = 20, cex = 3)
points(max.nm, max.ns, pch = 20, cex = 2, col = ’red’)
points(max.bm, max.bs, pch = 20, cex = 1, col = ’blue’)
legend (’bottom’, pch = 20, col = c(’black’, ’red’, ’blue’),
legend = c(’optim()’, ’N-R’, ’Broyden’), horiz = T, bty = ’n’)
nrz <- nrow (M) # pocet radku matice Z
ncz <- ncol(M) # pocet sloupcu matice z

color <- terrain.colors (k)
stredy <- (M[-1, -1] + M[-1, -ncz] + M[-nrz, -1] + M[-nrz, -ncz]l) / 4
stredy.col <- cut(stredy, k)

par (mar = c(1, 1, 1, 1), family = ’Times’)

persp(mu, sigma2, M, ticktype = ’simple’, main = ’’,
xlab = ’delka dolni koncetiny (v mm)’, ylab = ’delka trupu (v mm)’,
zlab = ’f(x, y)’, col = color[stredy.coll, phi = 40, theta = 130)
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Obrézek 1: (a) Vrstevnicovy diagram (vlevo); (b) 3D-diagram (vpravo) logaritmu dvourozmérné vérohodnostni
funkce normalniho modelu spolu s maximélné vérohodnymi odhady parametrii i a o2





