V nasledujicim textu uzivame oznaceni: Z,, je mnozina vsech zbytkovych
ti{d modulo n, déle (Z*,-) je grupa jednotek okruhu (Z,, +, ). Nasim cilem
je dokézat nésledujici vétu:

Véta. Necht n € N je liché slozené ¢islo, N > 10. Rozlozme N —1 = 2t.q,
kde t,q € N, 24 q. Pak z mnoziny {a € Z;0 < a < N,(a,N) = 1} nejvyse
cturtina cisel splni podminku

a?=1 (mod N) nebo Fec{0,1,...,t —1}:a*9=—1 (mod N). (1)

Nejdiive zformulujme nékolik tvrzeni, ktera budou v dukaze véty uzitecna:

1. Pro libovolnd u,v € N, (u,v) = 1 piedpis [aly, — ([a]u, [a],) pro libo-
volné a € 7 zadava korektné izomorfismus okruhiu

(Zos, +, ) = (L, +, ) X (Lo, +, ),
a tedy i izomorfismus aditivnich grup
(Zuw, +) = (Zu, +) % (Zo, +)
a izomorfismus multiplikativnich grup jednotek

(Zey ) = (L, +) X (Zy] )

2. Jestlize (G, -) je komutativni grupa a ¢ € N, pak zobrazeni f : G — G,
dané predpisem f(a) = a? pro libovolné a € G, je homomorfismus
grup. Je-li navic G konecéna a jeji ¥ad |G| je nesoudélny s g, pak je f
izomorfismus.

3. Je-li f: G — H homomorfismus grup, pak pro libovolné a,b € G plati
f(a) = f(b), prave kdyz a-ker f = b-ker f. Proto index podgrupy ker f
v grupé G je |G/ ker f| = |f(G)|, kde f(G) = {f(a);a € G}. Je-li G
konecnd, tak kazda tiida rozkladu G/ ker f ma | ker f| prvku, a tedy na
kazdy prvek f(G) se zobrazi praveé |ker f| prvku.

4. Kazdd konecénd cyklickd grupa (G,-) fadu m je izomorfni s grupou
(Zy, +).

5. Libovolna konecna cyklicka grupa fadu 2¢, kde ¢ € N, mé 1 prvek tadu
1, 1 prvek fddu 2, 2 prvky fadu 4, 4 prvky iddu 8, ..., 27! prvki fddu
2¢,



6. Pro kazdé liché prvocislo p a libovolné n € N je grupa (Z,, -) cyklickd.

Ditkaz véty. Rozlozme N = [[._, pi*, kde pi,...,ps jsou ruznd lichd
prvocisla, e, ...,es € N. Pro kazdé i = 1,..., s rozlozme p; — 1 = 2% - ¢;, kde

ti, i € N, 24 ¢;. Mame nésledujici izomorfismy grup

vl

(ZXH ) = H(Z’;fm ) = H(Z(pifl)pfiflv +) =
=1 =1
= [[(@o4) % (Zgs, +) X (Zimr, ) = (Do) x (L, ),
=1

kde D =[[;_, Zyn, L =i, (Zqi X Zp?i’l)'
Ziskany izomorfismus pojmenujme v : Zx, — D X L. Necht

p:DXxL—=DxL

je umoctiovani na ¢-tou (vzhledem k tomu, ze operaci znacime aditivné, je
asi lepsi mluvit o nédsobeni ¢islem ¢). Déle ozna¢me np : D x L — D a
w1, D x L — L projekce ze soucinu.

Charakterizujme ta a € Z, (a, N) = 1, kterd splni podminku (1). Jestlize
a splni tuto podminku, pak fad [a?]x v grupé (Zy, -) je mocnina dvou a navic
je roven radu [aq]p? v grupé (Z;i, -) pro kazdé i = 1,...,s. Ekvivalentné to
tedy muzeme popsat tak, ze [al N E ker(m o ¢ 0 1)) a navic kazdé z s slozek
(mp o po)([a]ny) ma stejny Fad.

Ukazme, ze zuzeni homomorfismu 7p o ¢ 0 1) na podgrupu ker (7, o ¢ o))
grupy (Zy, -) je surjektivni. Protoze ¢ je liché, je ndsobeni ¢islem ¢ na grupé
(D, +) izomorfismus, a tedy pro kazdé d € D existuje ¢ € D takové, ze
qc = d, kde gc znamend soucet ¢ kopif prvku ¢ v grupé (D, +). Protoze ¢
je izomorfismus, existuje a € Z, (a,N) = 1, tak, ze ¥([a]y) = (¢,0), kde
0 znamend neutralni prvek grupy (L, +). Ztejme (¢ o ¢)([a]ly) = (d,0), coz
dokazuje slibené tvrzeni o surjektivité (7p 0 ¢ © V) |ker(rpopow)-

Odhadnéme nejprve, kolik z prvku grupy (D, +) splni, ze maji v kazdé své
slozce stejny fad. Je-li s = 1, tak to zfejmé splni vsech 2 prvku, v pifpadé
s > 1 to vSak vSechny prvky nesplni.

Oznaé¢me r = min{ty,...,ts}. V kazdé slozce tdd 1 ma jediny prvek,
v kazdé slozce tad 2 ma jediny prvek, v kazdé slozce fad 4 ma 2° prvka,
v kazdé slozce fad 8 md 2% prvki, v kazdé slozce fad 16 ma 23 prvka, ...,
v kazdé slozce fad 2" ma 2013 prvki. Celkovy pocet téchto prvkil zjistime
seCtenim geometrické rady

2% —1
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Ukazme, ze pokud je s = 2, pak lze pocet takovych prvku odhadnout shora
¢islem 27571, a pokud je s > 3, pak dokonce poloviénim ¢&fslem 27572, Skutecné,
pro s = 2 plati
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pricemz rovnost nastane jen v ptipadé r = 1. Je-li s > 3, pak pro r = 1 plati

27 — 1

1:2<25—2:2rs—2
25—1+ -

pricemz rovnost nastane jen v piipadé s = 3. Predpokladejme nyni s > 3 a
r > 2, pak nerovnost

2re —1
1 < 27‘872
25 —1 *
je ekvivalentni s nerovnosti
2% —1
2rs+25_2§ .9rs

(nasobili jsme 2° — 1 > 0), a tedy i s nerovnosti

2° =5

QS_QS ‘27’8

(odecetli jsme 2™ od obou stran). Ovsem

2 =5 gy, 25

$25.9% > (2°—5).2>3.2°>2° -2

Odtud plyne tvrzeni véty pro s > 3, protoze v tomto piripadé nejvyse
¢tvrtina prvki grupy (D, +) md ve viech slozkdch stejny Fad, nebot |D| > 27¢
(rovnost nastane jen v piipadé, kdy r = 1 a s = 3 asoucasné t; =ty = t3 =r,
aby |D| = 27%).

Ptipomenme, ze a € Z, (a, N) = 1, splni podminku (1), pravé kdyz
[a]n € ker(mp, o p o) a navic kazda z s slozek (mp o p o 9)([a]n) mé stejny
rad.

Plati, ze ker(ropot)) = ZY, prave kdyz rad kazdé cyklické grupy, jejichz
sou¢inem je L, je délitelem ¢isla ¢g. To se nemuze stat, pokud nékteré e; > 1,
protoze p;| N, q|N — 1, a tedy (pi,q) = 1.

Zamérme se na pripad s = 2. Vime, ze nejvyse polovina prvku grupy
D splni podminku o stejnych tadech.

Je-li e > 1 nebo ey > 1, pak nejvyse tfetina z prvka grupy Zy lezi
v ker(mpopot)) a z nich nejvyse polovina se zobrazi na prvky grupy D spliujici
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podminku o stejnych fddech, odkud plyne tvrzeni véty. Necht dale N = p;p,.
Jestlize q1 = qq, pak z p1 # py plyne t; # to, a tedy |D| = 22122 > 2. 275,
tedy nejvyse ¢tvrtina prvku grupy D spliuje podminku o stejnych fadech a
véta je dokdzana i v tomto piipadé. Predpokladejme, ze N = pips a q1 # o,
bez Gjmy na obecnosti napiiklad ¢; > g2. Pak ¢ >3, ¢4 | p1 — 1, ¢1 1 q2, &
z lichosti ¢; plyne ¢; 12" - g3 = p; — 1. Protoze

2t'q:N—1:P1P2—1EP2—1 (mOd(h);

plati ¢1 1 2° - ¢, a tedy ¢; 1 ¢. To znamend, zZe nejvyse tretina z prvku grupy
Zy lezi v ker(mp, o p 0 9b). Véta je dokdzéana i v tomto piipadeé.

Zbyva piipad s = 1. Pak N = p}', a protoze N je slozené, je e; > 2.
Protoze ¢ | N — 1 a p; | N, je (¢,p1) = 1 a nédsobeni ¢islem ¢ na grupé
(Zp.;l_l, +) je surjektivni. Proto

(mp 0w o) (ZY) = py " 25,
nebot v pifpadé p; = 3 z N > 10 plyne e; > 3. Odtud plyne

Z5 1%
(oo ) ZX)] ~ 5

|keI‘(7TLOQOO¢)|:

a dukaz véty je ukoncen.

Poznamka. Pro zajimavost analyzujme predchozi dukaz, abychom zjis-
tili, pro ktera licha slozend N > 10 plati, ze pravé ¢tvrtina ¢isel z mnoziny
{a €Z;0 <a < N, (a, N) =1} splni podminku (1).

V pripadé s = 1 se to nestane nikdy.

V piipadé s = 2 to nastane, pravé kdyz ¢ = qo, t1 + to = 2r + 1,
e1 = ey = 1. Jestlize predpokladame, ze p; < po, tak nutné t; =r, to =r+1.
Odtud

po=1+22¢p=1+2""g =1+2(py —1)=2p; — L.

Jde tedy praveé o éisla N = py - (2p; — 1), pricemz prvocislo p; spliuje, ze
také 2p; — 1 je prvocislo. Prikladem je N = 15 nebo N = 91.

V pripadé s > 3 musi nutné platit s = 3, t; = to = t3 = r = 1,
er = ey = e3 = 1, q1|q, ¢2|q, g3]q. Pak tedy kazdé prvocislo p; = 3 (mod 4),
odkud N = pipep3 =3 (mod 4) a p; — 1 =2¢; | 2¢ = N — 1. Znamena to, ze
¢islo N je Carmichaelovo ¢islo, které je sou¢inem tii ruznych prvocisel, kterd
davaji zbytek 3 po déleni ¢tyrmi. Piikladem je N =7-19 .67 = 8911.



