
V následuj́ıćım textu už́ıváme označeńı: Zn je množina všech zbytkových
tř́ıd modulo n, dále (Z×

n , ·) je grupa jednotek okruhu (Zn,+, ·). Naš́ım ćılem
je dokázat následuj́ıćı větu:

Věta. Necht’ n ∈ N je liché složené č́ıslo, N > 10. Rozložme N−1 = 2t ·q,
kde t, q ∈ N, 2 - q. Pak z množiny {a ∈ Z; 0 ≤ a < N, (a,N) = 1} nejvýše
čtvrtina č́ısel splńı podmı́nku

aq ≡ 1 (mod N) nebo ∃e ∈ {0, 1, . . . , t− 1} : a2
e·q ≡ −1 (mod N). (1)

Nejdř́ıve zformulujme několik tvrzeńı, která budou v d̊ukaze věty užitečná:

1. Pro libovolná u, v ∈ N, (u, v) = 1 předpis [a]uv 7→ ([a]u, [a]v) pro libo-
volné a ∈ Z zadává korektně izomorfismus okruh̊u

(Zuv,+, ·)→ (Zu,+, ·)× (Zv,+, ·),

a tedy i izomorfismus aditivńıch grup

(Zuv,+)→ (Zu,+)× (Zv,+)

a izomorfismus multiplikativńıch grup jednotek

(Z×
uv, ·)→ (Z×

u , ·)× (Z×
v , ·).

2. Jestliže (G, ·) je komutativńı grupa a q ∈ N, pak zobrazeńı f : G→ G,
dané předpisem f(a) = aq pro libovolné a ∈ G, je homomorfismus
grup. Je-li nav́ıc G konečná a jej́ı řád |G| je nesoudělný s q, pak je f
izomorfismus.

3. Je-li f : G→ H homomorfismus grup, pak pro libovolné a, b ∈ G plat́ı
f(a) = f(b), právě když a ·ker f = b ·ker f . Proto index podgrupy ker f
v grupě G je |G/ ker f | = |f(G)|, kde f(G) = {f(a); a ∈ G}. Je-li G
konečná, tak každá tř́ıda rozkladu G/ ker f má | ker f | prvk̊u, a tedy na
každý prvek f(G) se zobraźı právě | ker f | prvk̊u.

4. Každá konečná cyklická grupa (G, ·) řádu m je izomorfńı s grupou
(Zm,+).

5. Libovolná konečná cyklická grupa řádu 2c, kde c ∈ N, má 1 prvek řádu
1, 1 prvek řádu 2, 2 prvky řádu 4, 4 prvky řádu 8, . . . , 2c−1 prvk̊u řádu
2c.
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6. Pro každé liché prvoč́ıslo p a libovolné n ∈ N je grupa (Z×
pn , ·) cyklická.

Důkaz věty. Rozložme N =
∏s

i=1 p
ei
i , kde p1, . . . , ps jsou r̊uzná lichá

prvoč́ısla, e1, . . . , es ∈ N. Pro každé i = 1, . . . , s rozložme pi− 1 = 2ti · qi, kde
ti, qi ∈ N, 2 - qi. Máme následuj́ıćı izomorfismy grup

(Z×
N , ·) ∼=

s∏
i=1

(Z×
p
ei
i

, ·) ∼=
s∏
i=1

(Z
(pi−1)p

ei−1
i

,+) ∼=

∼=
s∏
i=1

(
(Z2ti ,+)× (Zqi ,+)× (Z

p
ei−1
i

,+)
) ∼= (D,+)× (L,+),

kde D =
∏s

i=1 Z2ti , L =
∏s

i=1

(
Zqi × Z

p
ei−1
i

)
.

Źıskaný izomorfismus pojmenujme ψ : Z×
N → D × L. Necht’

ϕ : D × L→ D × L

je umocňováńı na q-tou (vzhledem k tomu, že operaci znač́ıme aditivně, je
asi lepš́ı mluvit o násobeńı č́ıslem q). Dále označme πD : D × L → D a
πL : D × L→ L projekce ze součinu.

Charakterizujme ta a ∈ Z, (a,N) = 1, která splńı podmı́nku (1). Jestliže
a splńı tuto podmı́nku, pak řád [aq]N v grupě (Z×

N , ·) je mocnina dvou a nav́ıc
je roven řádu [aq]peii v grupě (Z×

p
ei
i

, ·) pro každé i = 1, . . . , s. Ekvivalentně to

tedy můžeme popsat tak, že [a]N ∈ ker(πL ◦ ϕ ◦ ψ) a nav́ıc každá z s složek
(πD ◦ ϕ ◦ ψ)([a]N) má stejný řád.

Ukažme, že zúžeńı homomorfismu πD ◦ϕ ◦ψ na podgrupu ker(πL ◦ϕ ◦ψ)
grupy (Z×

N , ·) je surjektivńı. Protože q je liché, je násobeńı č́ıslem q na grupě
(D,+) izomorfismus, a tedy pro každé d ∈ D existuje c ∈ D takové, že
qc = d, kde qc znamená součet q kopíı prvku c v grupě (D,+). Protože ψ
je izomorfismus, existuje a ∈ Z, (a,N) = 1, tak, že ψ([a]N) = (c, 0), kde
0 znamená neutrálńı prvek grupy (L,+). Zřejmě (ϕ ◦ ψ)([a]N) = (d, 0), což
dokazuje sĺıbené tvrzeńı o surjektivitě (πD ◦ ϕ ◦ ψ)|ker(πL◦ϕ◦ψ).

Odhadněme nejprve, kolik z prvk̊u grupy (D,+) splńı, že maj́ı v každé své
složce stejný řád. Je-li s = 1, tak to zřejmě splńı všech 2t1 prvk̊u, v př́ıpadě
s > 1 to však všechny prvky nesplńı.

Označme r = min{t1, . . . , ts}. V každé složce řád 1 má jediný prvek,
v každé složce řád 2 má jediný prvek, v každé složce řád 4 má 2s prvk̊u,
v každé složce řád 8 má 22s prvk̊u, v každé složce řád 16 má 23s prvk̊u, . . . ,
v každé složce řád 2r má 2(r−1)s prvk̊u. Celkový počet těchto prvk̊u zjist́ıme
sečteńım geometrické řady

1 + 1 + 2s + 22s + 23s + · · ·+ 2(r−1)s = 1 +
2rs − 1

2s − 1
.
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Ukažme, že pokud je s = 2, pak lze počet takových prvk̊u odhadnout shora
č́ıslem 2rs−1, a pokud je s ≥ 3, pak dokonce polovičńım č́ıslem 2rs−2. Skutečně,
pro s = 2 plat́ı

1 +
2rs − 1

2s − 1
= 1 +

22r − 1

3
=

22r

2
− 22r

6
+

2

3
=

22r

2
− 22r−1 − 2

3
≤ 2rs−1,

přičemž rovnost nastane jen v př́ıpadě r = 1. Je-li s ≥ 3, pak pro r = 1 plat́ı

2rs − 1

2s − 1
+ 1 = 2 ≤ 2s−2 = 2rs−2

přičemž rovnost nastane jen v př́ıpadě s = 3. Předpokládejme nyńı s ≥ 3 a
r ≥ 2, pak nerovnost

2rs − 1

2s − 1
+ 1 < 2rs−2

je ekvivalentńı s nerovnost́ı

2rs + 2s − 2 ≤ 2s − 1

4
· 2rs

(násobili jsme 2s − 1 > 0), a tedy i s nerovnost́ı

2s − 2 ≤ 2s − 5

4
· 2rs

(odečetli jsme 2rs od obou stran). Ovšem

2s − 5

4
· 2rs ≥ 2s − 5

4
· 2s · 2s > (2s − 5) · 2s ≥ 3 · 2s > 2s − 2.

Odtud plyne tvrzeńı věty pro s ≥ 3, protože v tomto př́ıpadě nejvýše
čtvrtina prvk̊u grupy (D,+) má ve všech složkách stejný řád, nebot’ |D| ≥ 2rs

(rovnost nastane jen v př́ıpadě, kdy r = 1 a s = 3 a současně t1 = t2 = t3 = r,
aby |D| = 2rs).

Připomeňme, že a ∈ Z, (a,N) = 1, splńı podmı́nku (1), právě když
[a]N ∈ ker(πL ◦ ϕ ◦ ψ) a nav́ıc každá z s složek (πD ◦ ϕ ◦ ψ)([a]N) má stejný
řád.

Plat́ı, že ker(πL◦ϕ◦ψ) = Z×
N , právě když řád každé cyklické grupy, jejichž

součinem je L, je dělitelem č́ısla q. To se nemůže stát, pokud některé ei > 1,
protože pi|N , q|N − 1, a tedy (pi, q) = 1.

Zaměřme se na př́ıpad s = 2. Vı́me, že nejvýše polovina prvk̊u grupy
D splńı podmı́nku o stejných řádech.

Je-li e1 > 1 nebo e2 > 1, pak nejvýše třetina z prvk̊u grupy Z×
N lež́ı

v ker(πL◦ϕ◦ψ) a z nich nejvýše polovina se zobraźı na prvky grupyD splňuj́ıćı
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podmı́nku o stejných řádech, odkud plyne tvrzeńı věty. Necht’ dále N = p1p2.
Jestliže q1 = q2, pak z p1 6= p2 plyne t1 6= t2, a tedy |D| = 2t1+t2 ≥ 2 · 2rs,
tedy nejvýše čtvrtina prvk̊u grupy D splňuje podmı́nku o stejných řádech a
věta je dokázána i v tomto př́ıpadě. Předpokládejme, že N = p1p2 a q1 6= q2,
bez újmy na obecnosti např́ıklad q1 > q2. Pak q1 ≥ 3, q1 | p1 − 1, q1 - q2, a
z lichosti q1 plyne q1 - 2t2 · q2 = p2 − 1. Protože

2t · q = N − 1 = p1p2 − 1 ≡ p2 − 1 (mod q1),

plat́ı q1 - 2t · q, a tedy q1 - q. To znamená, že nejvýše třetina z prvk̊u grupy
Z×
N lež́ı v ker(πL ◦ ϕ ◦ ψ). Věta je dokázána i v tomto př́ıpadě.

Zbývá př́ıpad s = 1. Pak N = pe11 , a protože N je složené, je e1 ≥ 2.
Protože q | N − 1 a p1 | N , je (q, p1) = 1 a násobeńı č́ıslem q na grupě
(Z

p
e1−1
1

,+) je surjektivńı. Proto

|(πL ◦ ϕ ◦ ψ)(Z×
N)| ≥ pe1−1

1 ≥ 5,

nebot’ v př́ıpadě p1 = 3 z N > 10 plyne e1 ≥ 3. Odtud plyne

| ker(πL ◦ ϕ ◦ ψ)| = |Z×
N |

|(πL ◦ ϕ ◦ ψ)(Z×
N)|
≤ |Z

×
N |
5

a d̊ukaz věty je ukončen.

Poznámka. Pro zaj́ımavost analyzujme předchoźı d̊ukaz, abychom zjis-
tili, pro která lichá složená N > 10 plat́ı, že právě čtvrtina č́ısel z množiny
{a ∈ Z; 0 ≤ a < N, (a,N) = 1} splńı podmı́nku (1).

V př́ıpadě s = 1 se to nestane nikdy.
V př́ıpadě s = 2 to nastane, právě když q1 = q2, t1 + t2 = 2r + 1,

e1 = e2 = 1. Jestliže předpokládáme, že p1 < p2, tak nutně t1 = r, t2 = r+ 1.
Odtud

p2 = 1 + 2t2q2 = 1 + 2t1+1q1 = 1 + 2(p1 − 1) = 2p1 − 1.

Jde tedy právě o č́ısla N = p1 · (2p1 − 1), přičemž prvoč́ıslo p1 splňuje, že
také 2p1 − 1 je prvoč́ıslo. Př́ıkladem je N = 15 nebo N = 91.

V př́ıpadě s ≥ 3 muśı nutně platit s = 3, t1 = t2 = t3 = r = 1,
e1 = e2 = e3 = 1, q1|q, q2|q, q3|q. Pak tedy každé prvoč́ıslo pi ≡ 3 (mod 4),
odkud N = p1p2p3 ≡ 3 (mod 4) a pi − 1 = 2qi | 2q = N − 1. Znamená to, že
č́ıslo N je Carmichaelovo č́ıslo, které je součinem tř́ı r̊uzných prvoč́ısel, která
dávaj́ı zbytek 3 po děleńı čtyřmi. Př́ıkladem je N = 7 · 19 · 67 = 8911.
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