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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xe+1 = AX;
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xt+1 = AXt
Resent:
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Xe+1 = AX;
Reseni:

Xo,
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xt+1 = AXt
Reseni:
Xo,
X1 = AXo,
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xt+1 = AXt
Reseni:
Xo,
X1 = AXo,
X = AX1
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xt+1 = AXt
Reseni:
Xo,
X1 = AXo,
X = AX1 = AAXo = A2X0,
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xe+1 = AX;
Reseni:
Xo,
X1 = AXo,
X = AX1 = AAXo = A2X0,
X3 = AXz = ASXo,
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xe+1 = AX;
Resent:
Xo,
X1 = AXo,
X = AX1 = AAXo = A2X0,
X3 = Axy = A3xo,
t
Xt = A'Xp.
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xt+1 = AXt
Reseni: x: = Alxo
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xtr1 = AX;
Reseni: x: = Alxo

Predpoklad: matice A ma vlastni hodnoty A1, Ay, ..., Ay
a prislusné vlastni vektory wy,wy, ..., wy.

Ma-Li vlastni hodnota algebraickou nasobnost m, piSeme ji m krat.

V8echny vlastni hodnoty jsou jednoduchého typu.
Vlastni vektory jsou linearné nezavislé.
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xt+1 = AXt
Reseni: x: = Alxo

Predpoklad: matice A ma vlastni hodnoty A1, Ay, ..., Ay

a prislusné vlastni vektory wy,wy, ..., wy.
Polozime
M 0 0
0 X 0
A= . , W=(wm w W)
0 O An
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Reseni: x: = Alxo

Xe+1 = AX;

Predpoklad: matice A ma vlastni hodnoty A1, Ay, ..., Ay

a prislusné vlastni vektory wy,wy, ..., wy.
Polozime
A O 0
0 X 0
A= : S, W=(mi owm Wh)
0 0 An
Pak
A=WAW™H

Z.Pospisil « MIN101 - 15. listopadu 2022

3/9



Homogenni rekurence s konstantni matici

Reseni: x: = Alxo

Xt+1 = AXt

Predpoklad: matice A ma vlastni hodnoty A1, Ay, ..., Ay

a prislusné vlastni vektory wy,wy, ..., wy.
Polozime
A O 0
0 X 0
A= . , W=(wi w2 - wy).
0 0 An
Pak

A=WAW™! tedy A" = WAW T WAW ... wAW ™!
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xe+1 = AX;
Reseni: x: = Alxo

Predpoklad: matice A ma vlastni hodnoty A1, Ay, ..., Ay

a prislusné vlastni vektory wy,wy, ..., wy.
Polozime
A O 0
0 X --- 0
A= X . . . , W:(W1 wy - Wn)-
0 0 - X
Pak

A=WAW™ tedy A' = WAWIWAW L. .. wAW ™! = WAw L,
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Homogenni rekurence s konstantni matici

Xe+1 = AX;
Reseni: x: = Alxo

Predpoklad: matice A ma vlastni hodnoty A1, Ay, ..., Ay

a prislusné vlastni vektory wy,wy, ..., wy.
Polozime
A O 0
0 X --- 0
A= X . . . , W:(W1 wy - Wn)-
0 0 - X
Pak

A=WAW™ tedy A' = WAWIWAW L. .. wAW ™! = WAw L,

X = WA'W ™ xo
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xer1 = AXe
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xe+1 = AXe

Theorem (Princip superpozice)

Xe}oo s Vet feSeni, o, B € R = {axe + Byi} o~ je feseni.
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xe+1 = AXe

Theorem (Princip superpozice)

Xe}oo s Vet feSeni, o, B € R = {axe + Byi} o~ je feseni.

D.: aXer1 + BYerr = aAxe + BAY: = A(axe + BYe) 0
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xt+1 = AXt

Theorem (Princip superpozice)

Xe}oo s Vet feSeni, o, B € R = {axe + Byi} o~ je feseni.

D.:  oXey1 + BYes1 = aAX: + SAY: = A (axt + Byr) O
Dusledek: Mnozina P viech feSeni tvofi vektorovy prostor nad R.
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xe+1 = AXe

Theorem (Princip superpozice)

Xe}oo s Vet feSeni, o, B € R = {axe + Byi} o~ je feseni.

D.:  oXey1 + BYes1 = aAX: + SAY: = A (axt + Byr) O
Dusledek: Mnozina P viech feSeni tvofi vektorovy prostor nad R.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2,...,n)A'z je feseni.
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Homogenni rekurence s konstantni matici
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Xe}oo s Vet feSeni, o, B € R = {axe + Byi} o~ je feseni.

D.:  oXey1 + BYes1 = aAX: + SAY: = A (axt + Byr) O
Dusledek: Mnozina P viech feSeni tvofi vektorovy prostor nad R.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2,...,n)A'z je feseni.
Redeni A'z; jsou nezavisla = dimP je aspofi n.
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xt+1 = AXt

Theorem (Princip superpozice)

Xe}oo s Vet feSeni, o, B € R = {axe + Byi} o~ je feseni.

D.:  oXey1 + BYes1 = aAX: + SAY: = A (axt + Byr) O
Dusledek: Mnozina P viech feSeni tvofi vektorovy prostor nad R.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2,...,n)A'z je feseni.
Redeni A'z; jsou nezavisla = dimP je aspofi n.

y: = Alyp Llibovolné feseni.
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xt+1 = AXt

Theorem (Princip superpozice)

Xe}oo s Vet feSeni, o, B € R = {axe + Byi} o~ je feseni.

D.: aXer1 + BYer1 = aAxe + BAY: = A (axe + Byr) O
Dusledek: Mnozina P viech feSeni tvofi vektorovy prostor nad R.
Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2,...,n)A'z je feseni.
Redeni A'z; jsou nezavisla = dimP je aspofi n.
y: = Alyp Llibovolné feseni.

n n

Ale yo = > iz, nebot (21,2,, . . .,2,) tvoli bazi R". Tedy y: = > a;A'z;.
i= i=1
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xe+1 = AXe

Theorem (Princip superpozice)

Xe}oo s Vet feSeni, o, B € R = {axe + Byi} o~ je feseni.

D.:  oXey1 + BYes1 = aAX: + SAY: = A (axt + Byr) O
Dusledek: Mnozina P viech feSeni tvofi vektorovy prostor nad R.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2,...,n)A'z je feseni.

Redeni A'z; jsou nezavisla = dimP je aspofi n.

y: = Alyp Llibovolné feseni.
n n

Ale yo = > iz, nebot (21,2,, . . .,2,) tvoli bazi R". Tedy y: = > a;A'z;.
i=1 =1

Dimenze nemuze byt vétsi, nez n.
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xt+1 = AXt

Theorem
Mnozina vSech reseni homogenni rekurence tvori vektorovy prostor dimenze n.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2, ...,n)A'z je feseni.
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Xe+1 = AXe
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Mnozina vSech reseni homogenni rekurence tvori vektorovy prostor dimenze n.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2, ...,n)A'z je feseni.

Y = A'Z ... fundamentdlni matice;
jeji sloupce tvofi bazi prostoru viech reseni rekurence.

Z.Pospisil « MIN101 « 15. listopadu 2022 4/9



Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xe+1 = AXe

Theorem
Mnozina vSech reseni homogenni rekurence tvori vektorovy prostor dimenze n.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2, ...,n)A'z je feseni.

Y = A'Z ... fundamentdlni matice;
jeji sloupce tvofi bazi prostoru viech reseni rekurence.

Plati: Yt+1 = AYt
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xe+1 = AXe

Theorem
Mnozina vSech reseni homogenni rekurence tvori vektorovy prostor dimenze n.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2, ...,n)A'z je feseni.

Y = A'Z ... fundamentdlni matice;
jeji sloupce tvofi bazi prostoru viech reseni rekurence.

Plati: Yt+1 = AYt

Xo =C1Z1 + 2z + -+ + CnZn = Z¢
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Homogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xe+1 = AXe

Theorem
Mnozina vSech reseni homogenni rekurence tvori vektorovy prostor dimenze n.

Regularni matice Z typu n x n takova, ze (Vi = 1,2, ...,n)A'z je feseni.

Y = A'Z ... fundamentdlni matice;
jeji sloupce tvofi bazi prostoru viech reseni rekurence.

Plati: Yt+1 = AYt

Xo =C1Z1 + 2z + -+ + CnZn = Z¢

x: = A'Zc
Pfitom ¢ = ¢(xo).
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xey1 = AXe + be
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xey1 = AXe + be
Xt, y: dvé FeSeni. Pak

Xer1 — Yer1 = (AXe + be) — (Aye + be) = A(Xe — yi),
tj. rozdil feSeni je prvkem prostoru feSeni homogenni rekurence.
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xey1 = AXe + be
Xt, y: dvé FeSeni. Pak
Xer1 — Yer1 = (AXe + be) — (Aye + be) = A(Xe — yi),

tj. rozdil feSeni je prvkem prostoru feSeni homogenni rekurence.

Mnozina vSech reseni nehomogenni rekurence tvofi afinni prostor.
Jeho zamérenim je vektorovy prostor reseni pridruzené homogenni rekurence

Xt+1 = AXt,

jeho pocdtkem je libovolné feseni dané rekurence.
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Struktura mnoziny reSeni

Xey1 = AXe + be
Xt, y: dvé FeSeni. Pak
Xer1 — Yer1 = (AXe + be) — (Aye + be) = A(Xe — yi),

tj. rozdil feSeni je prvkem prostoru feSeni homogenni rekurence.

Mnozina vSech reseni nehomogenni rekurence tvofi afinni prostor.
Jeho zamérenim je vektorovy prostor reseni pridruzené homogenni rekurence

Xt+1 = AXt,

jeho pocdtkem je libovolné feseni dané rekurence.

Xt = AtZC + )?t-,
kde vektor X; spliuje Xer1 = AX: + be.
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xey1 = AXe + by, Xo =0
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xey1 = AXe + by, Xo =0
Pfedpokladame, Ze A je regularni.
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xey1 = AXe + by, Xo =0

Pfedpokladame, Ze A je regularni.
Reseni hledame ve tvaru x; = A'Zc
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xi+1 = AXt + bt, Xo =0
Pfedpokladame, Ze A je regularni.
Redeni hledame ve tvaru x; = A'Zc;

t+1
Xty1 = A ZCt+1
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xi+1 = AXt + bt, Xo =0
Pfedpokladame, Ze A je regularni.
Redeni hledame ve tvaru x; = A'Zc;

Xt+1 = At+1ZCt+1
= AXt + bt =A (Atht) + bt = Az+1ZCt + bt
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xi+1 = AXt + bt, Xo =0
Pfedpokladame, Ze A je regularni.
Redeni hledame ve tvaru x; = A'Zc;

Xt+1 = At+1ZCt+1
= AXt + bt =A (Atht) + bt = Az+1ZCt + bt

Tedy
Atz (Ct+1 - Ct) = b
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xi+1 = AXt + bt, Xo =0
Pfedpokladame, Ze A je regularni.
Redeni hledame ve tvaru x; = A'Zc;

Xt+1 = At+1ZCt+1
= AXt + bt =A (Atht) + bt = Az+1ZCt + bt

Tedy

AH—lZ (Ct+1 — Ct) bt

-1 (A71> t+1 b,

Ciy1 — Gt
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xi+1 = AXt + bt, Xo =0
Pfedpokladame, Ze A je regularni.
Redeni hledame ve tvaru x; = A'Zc;

Xt+1 = At+1ZCt+1
= AXt + bt =A (Atht) + bt = Az+1ZCt + bt

Tedy
AH—lZ (Ct+1 — Ct) bt
t+1
Cy1 — G = 271 (A71> bt

Tyto rovnosti se¢teme pro hodnoty indexu od 0 po t — 1:
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xi+1 = AXt + bt, Xo =0
Pfedpokladame, Ze A je regularni.
Redeni hledame ve tvaru x; = A'Zc;

Xt+1 = At+1ZCt+1
= AXt + bt =A (Atht) + bt = Az+1ZCt + bt

Tedy
AH—lZ (Ct+1 — Ct) bt
t+1
Cy1 — G = 271 (A71> bt

Tyto rovnosti se¢teme pro hodnoty indexu od 0 po t — 1:

t—1 t t—1
zt Z ( )kH Z Chpt — Ck) = ch+1—z = ch—z C = C€—Co = Ct
k=1 k=0
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Nehomogenni rekurence s konstantni matici
Metoda variace konstant

Xi+1 = AXt + bt, Xo =0

Pfedpokladame, Ze A je regularni.
Redeni hledame ve tvaru x; = A'Zc;
Tedy

AHlZ (Ct+1 - Ct) = b
t+1
C+1 — G = Z_1 (A_l) bt

Tyto rovnosti se¢teme pro hodnoty indexu od 0 po t — 1:

t—1

12( )k+1 i Ck+1*Ck ZCk+1*ZCkszk chfct Co = Ct
k=0

Celkem
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Aplikace
Nahodné procesy

Stavy 81, 83,...,8n
pij = P(pfechod ze stavu S; do stavu S; za jednotku ¢asu)
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Aplikace
Nahodné procesy

Stavy 81, 83,...,8n
pij = P(pfechod ze stavu S; do stavu S; za jednotku ¢asu)
si ... mnozstvi jedincl, ktefi jsou v ¢ase t ve stavu S;.
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Nahodné procesy

Stavy 81, 83,...,8n
pij = P(pfechod ze stavu S; do stavu S; za jednotku ¢asu)
si ... mnozstvi jedincl, ktefi jsou v ¢ase t ve stavu S;.

n
Sier1 = _PiSit, b Sey1 = Pst
=1
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Aplikace
Nahodné procesy

Stavy 81, 83,...,8n
pij = P(pfechod ze stavu S; do stavu S; za jednotku ¢asu)
si ... mnozstvi jedincl, ktefi jsou v ¢ase t ve stavu S;.

n
Sier1 = _PiSit, b Sey1 = Pst

j=1
Sit
Xit =
> Si
j=1
Evolucni rovnice
Xer1 = Px;
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Aplikace
Nahodné procesy

Stavy 81, 83,...,8n
pij = P(pfechod ze stavu S; do stavu S; za jednotku ¢asu)
si ... mnozstvi jedincl, ktefi jsou v ¢ase t ve stavu S;.

n
Sier1 = _PiSit, b Sey1 = Pst

j=1
Sit
Xit =
> Si
j=1
Evolucni rovnice
Xer1 = Px;

Plati
0<p;<1 pro ij=1,2,...,n,
n
> pi=1
i=1

P ... stochasticka matice.
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Aplikace
Popula¢ni modely

Populace je roztfidéna na n tfid.

Nékteré tridy predstavuji ,novorozence®; nékteré tfidy jsou plodné,
.produkuji novorozence®.
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Aplikace
Popula¢ni modely

Populace je roztfidéna na n tfid.
Nékteré tridy predstavuji ,novorozence®; nékteré tfidy jsou plodné,
.produkuji novorozence®.

pi = P(jedinec z j-té tfidy prezije Casovou jednotku a prejde do i-té tfidy)
fi ... oekavany pocet ,novorozencl” tfidy i, které ,vyprodukuje” jedinec
tiidy j
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tridy j

Xit ... pocet jedincl tfidy i v Case t
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Aplikace
Popula¢ni modely

Populace je roztfidéna na n tfid.
Nékteré tridy predstavuji ,novorozence®; nékteré tfidy jsou plodné,
.produkuji novorozence®.

pi = P(jedinec z j-té tfidy prezije Casovou jednotku a prejde do i-té tfidy)
fi ... oekavany pocet ,novorozencl” tfidy i, které ,vyprodukuje” jedinec
tridy j

Xit ... pocet jedincl tfidy i v Case t

Xey1 = Fxe + Pxe = (F + P)x;
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Aplikace
Popula¢ni modely

Populace je roztfidéna na n tfid.
Nékteré tridy predstavuji ,novorozence®; nékteré tfidy jsou plodné,
.produkuji novorozence®.

pi = P(jedinec z j-té tfidy prezije Casovou jednotku a prejde do i-té tfidy)
fi ... oekavany pocet ,novorozencl” tfidy i, které ,vyprodukuje” jedinec
tiidy j
Xit ... pocet jedincl tfidy i v Case t
Xey1 = Fxe + Pxe = (F + P)x;
Plati
n
0<pj<lproij=1,2,...,n, > py<ilproi=1,2,...,n,
j=1

fi>0.
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Nezaporné matice

Atakova,zea; >0proi,j=1,2,...
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Nezaporné matice

Atakova,zea; >0proi,j=1,2,...,n

Definition

Nezaporna matice A se nazyva primitivni, pokud

(3k € N)(Vi,j =1,2,...,n) (A); > 0.
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Nezaporné matice

Atakova,zea; >0proi,j=1,2,...,n

Definition

Nezaporna matice A se nazyva primitivni, pokud

(3k € N)(Vi,j =1,2,...,n) (A); > 0.

Theorem (Perron)

Je-li nezdpornd matice A primitivni, pak existuje jeji vlastni hodnota )\, takovd, Ze pro
kaZdou vlastni hodnotu \; # A1 plati Ay > |\
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