2. termin zkousky — MIN101 — podzim 2022 — 24. 1. 2023

Veskeré odpovédi musi byt zdiuvodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentaiem. (Reéem’ sestavajici

pouze z odpovédi budou povazovina za opsana a hodnocena 0 body.)
1. (5 bodu) V prostoru R? je ddna rovina p a primka T,
pi[=2,-3,0] +r(1, 1, —4) + s(1,—1,0),  7:[0,1,2] +£(1,0,1).
Déle je dan bod B = [3,4, 5] a pocatek O = [0, 0, 0].
a) Najdéte néjaky vektor n, ktery je kolmy na rovinu p.

b) Urcete parametricky popis roviny o, kterd je rovnobéznd s rovinou p, pricemz vzdélenost
téchto dvou rovin je 6.

c) Rozhodnéte, zda bod B lezi v roviné p.
d) Urcete prusecik roviny p s osou z.

e) Urcete velikost thlu «, ktery svird rovina p a piimka 7.

2. (5 bodi) Mégjme kvadratickou formu f : R® — R danou predpisem
f(z1, 29, 03) = 23 — 63123 + 425 + w13 + 1023,

a) Urcete matici A této kvadratické formy ve standardni bézi.

b) Najdéte néjakou poldrni bazi  kvadratické formy f a napiste matici B této formy
v bazi [.

¢) Rozhodnéte, zda je kvadraticka forma f pozitivné ¢i negativné definitni ¢i semidefinitni
nebo indefinitni (nebo ani jedno z predchoziho).

3. (5 bodi) Méjme matice
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a) Najdéte Jordanuv kanonicky tvar J matice A spolu s transformacéni matici P, tj.
A=PJjpP™L

b) Uvazme linedrni zobrazen{ ¢ : R* — R3 dané predpisem ¢(v) = B - v, kde v €
R? chapeme jako sloupcovy vektor. Rozhodnéte, zda existuje baze R?, ve které ma
zobrazeni ¢ matici A.

4. (5 bodu) Firma se rozhodla tajné sledovat ¢as prichodu svych zaméstnanci. Sména zacéind
v 6:00 a firemni statistik vZdy rédno u kazdého zaméstnance eviduje, jestli pfisel bud
predcasné (tj. o vice nez 15 minut pred 6:00) nebo véas (o maximélné 15 minut pied 6:00)
nebo s mirnym zpozdénim (o maximalné 15 minut po 6:00) nebo s velkym zpozdénim
(o vice nez 15 minut po 6:00). Statistik dlouhodobym sledovénim zjistil nasledujici udaje.

— Prisel-li néktery zameéstnanec v dany den predcasné, pak nasledujici pracovni den
ptijde s pravdépodobnosti 1/4 opét predcasné, s pravdépodobnosti 1/2 véas a s prav-
dépodobnosti 1/4 s mirnym zpozdénim.



— Prisel-li néktery zaméstnanec v dany den vcas, pak nasledujici pracovni den prijde
s pravdépodobnosti 1/2 predcasné, s pravdépodobnosti 1/4 vcas a s pravdépodobnos-
ti 1/4 s velkym zpozdénim.

— Prisel-li néktery zaméstnanec v dany den s mirnym zpozdénim, pak nasledujici pra-
covni den prijde s pravdépodobnosti 1/2 predcasné, s pravdépodobnosti 1/4 vcas
a s pravdépodobnosti 1/4 s velkym zpozdénim.

— Prisel-li néktery zaméstnanec v dany den s velkym zpozdénim, pak nésledujici pra-
covni den prijde s pravdépodobnosti 1/4 predcasné, s pravdépodobnosti 1/2 vcas
a s pravdépodobnosti 1/4 s mirnym zpozdénim.

Jeden z tfadovych zaméstnancu se jmenuje Rudolf. Jednou vecer po mnoha meésicich sle-
dovani se majitel firmy nastval na nedochvilné zaméstnance a rozhodl se je potrestat: kdo
nasledujici pracovni den dorazi s velkym zpozdénim, ten bude za trest cely den umyvat
zachody, a kdo prijde s mirnym zpozdénim, bude cely den drhnout podlahu. S jakou
pravdépodobnosti stravi Rudolf nasledujici den ¢isténim zachodu a s jakou pravdépodob-
nosti bude drhnout podlahu? Ulohu feste jako Markovuv proces, pricemz dokazte primi-
tivnost pouzité matice.



ReSeni a bodovani:

1. [5 bodu]

a) [1b] Vektor n = (x,y,2) musi byt kolmy k vektoriim ze zaméfen{ roviny p, a proto musf spliiovat
rovnice  +y — 4z =0 a z — y = 0. ReSen{m této soustavy je (az na ndsobek) vektor n = (2,2,1).

b) [1b] Rovina o m4 stejné zaméfeni jako rovina p, zbyvé tedy najit néjaky bod D € o. ,Posunutim*
bodu [-2,—3,0] € p ve sméru normdlového vektoru dostaneme bod D = [-2,—3,0] + a(2,2,1);
pak vzdalenost rovin p a o (kterd md byt 6) bude rovna velikosti vektoru a(2,2,1), a € R. Jelikoz
[1(2,2,1)]] = 3, musime tedy zvolit a = 2 nebo a = —2. Uloha m4 dvé feseni: pro Dy = [-2,-3,0] +
2(2,2,1) =1[2,1,2] a Dy = [-2,-3,0] — 2(2,2,1) = [-6, —7, —2] dostdvame roviny

o1:12,1,2] +r(1,1,-4) + s(1,-1,0) a o92:[—6,-7,—2]+r(1,1,—4) + s(1,-1,0).

¢) [1b] Potfebujeme zjistit, zda existuji parametry r a s takové ze, jejich dosazenim do parametrického
popisu roviny p dostaneme bod B. Hleddame tedy r,s € R takové, ze —2+r+s=3, -3+r—s=4
a —4r = 5. Tato soustava nemad feSeni, tedy bod B v roviné p nelezi.

d) [1b] Body na ose z maji souradnice x a y nulové, tj. potfebujeme nalézt parametry r a s takové, ze
—2+4r+s=0a—-3+r—s=0. Tato soustava rovnic ma feSen{ r = 5 a s = —1. Hledany prusecik
je tedy [—2,-3,0] + 3(1,1,—4) — 3(1,—1,0) = [0,0, —10].

e) [1b] Nejprve uréime thel 3, ktery svird norméla n roviny p s piimkou 7. Dostaneme
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tj. B= 7. Uhel a je doplnék tohoto tihlu do 90°, tj. a = 5§ — T = 7.
2. [5 bod1]
a) Je to matice
1 0 -3
A=[0 4 2], [05b.
-3 2 10

b) Upravou na ¢tverec dostaneme

[z, @2, 23) = (21 — 3w3)® + 4(x2 + $23)%, [L.5b],

. _ _ 1 o . -~ . . s 12 . c s
tj. y1 = 21 — 33, Y2 = T2 + 573 a Y3 = x3 jsou souradnice v polarni bazi # s matici pfechodu
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Tato matice matice ma inverzi
. 1 0 3
(id)ep = ((id)ge) =0 1 —3], [1D]
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Béaze [ je tvotfena sloupci predchozi matice, tj.

B =((1,0,0),(0,1,0),(3,—3,1)), [0.5b]

100
B=|0 4 0], [0.5b].
000

¢) Z matice B vidime, ze kvadratickd forma f je pozitivné semidefinitni, [0.5b].



3. [5 bodi]

a) [4b] Spocteme det(A — AE) = (1 — \)?, tedy matice A m4 jediné vlastn{ &fslo 1, [0.5b]. Z matice
0 0 0
A-FE=1|1 0 1
0 0 0
vidime, ze prostor vlastnich vektoru pro vlastn{ ¢islo 1 je generovany vektory v; = (0,1,0) a vy =
(1,0,—1), [1b]. Nez z prostoru vlastnich vektori vybereme vhodou bézi, najdeme si vektor w spliiujici

(A= E)w = ajv; +agvs, [0.5b], pro néjaké parametry aq,as € R - vektor w spolu s vlastnim vektorem
a1v1 + asve pak budou odpovidat Jordanové bunce 2x2. Z matice

0 0 O as
(A — Elajvy + agvy) = 1 0 1 a1
0 0 0| —as

vidime, ze nutné as = 0 a ddle muzeme zvolit napt. a; =1 a w = (1,0,0), tj. vy + agvy = vy, [1b
za vektor w]. Tedy v bdzi o = (v1,w,v2) bude Jordanuv kanonicky tvar
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[0.5b]. Vztah A = PJP~! pouzivd matice piechodu P~ = (id)q,c a P = (id),q, kde € je standardn{
baze. Sloupce matice P jsou tedy bézové vektory baze a, tj.

[1b].

b) [1b] Matice B je v Jordanové kanonickém tvaru a tedy je to Jordanuv tvar zobrazeni ; ten je tvofen
jedinou bunkou a tedy je dan jednoznacné. Matice tohoto zobrazeni v libovolné bazi proto musi mit
Jordanuv tvar B. Jelikoz ma matice A mé jiny Jordanuv tvar, pozadovanid baze neexistuje.

4. [5 boda] Uvazujeme-li poradi stavu (predc¢asné, véas, mirné zpozdéni, velké zpozdéni), jednd se o Mar-
koviv proces se (stochastickou) matici
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/4 0 0 1/4]°
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B:

[1.5b]. Je tFeba najit vlastni vektor pifslusejici vlastnimu ¢&islu 1, [0.5b]. Hleddme tedy feseni homogenn{
soustavy rovnic s matici

-3/4 1/2 1/2 1/4 10 0 -3

Bop | V2 =34 14 12 01 0 -3
T 14 0 -1 1/4 00 —1 1|

0 1/4 1/4 -1 00 0 0

kde Ej je jednotkovéd matice 4 x 4. Jeji feseni je (aZz na nédsobek) vektor v = (3,3,1,1), [1.5b]. My ale
potrebujeme pravdépodobnostni vektor, coz je w = grziggv = §(3,3,1,1) = (3,2,4, %), [0.5b]. Rudolf
tedy bude ¢istit zdchod pravdépodobnosti %, a bude drhnout podlahu s pravdépodobnosti také %, [1b].



