2. vnitrosemestralni pisemka — MIN101 — podzim 2021 — 26. 11. 2021

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici

pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodt) Necht ¢ je linedrni zobrazeni prostoru R? do sebe, které je kolmou projekci na
rovinu —x + y + 2z = 0. Urcete matici zobrazeni ¢ ve standardni bazi.

2. (5 bodu) Je ddna matice
3a+1 —a+1 -1
A=|—-a+1 3a+1 1
0 0 2a

s parametrem a € R. Urcete tento parametr tak, aby
a) matice A méla nulovy determinant,
b) matice A méla vlastni ¢islo 1,
¢) existovalo jediné vlastni ¢islo,

d) vektor (1,0,0) byl vlastnim vektorem matice A a uréete piislusné vlastni ¢islo.

Napiste vzdy vSechna feseni, je-li jich vice. Jestlize nékterd z ¢asti a) — d) nemd feseni,
zduvodnéte, pro¢ tomu tak je.



1.

2.

ReSeni a bodovani:

[5 bodi] Oznaéme v; = (—1,1,2) normélovy vektor roviny a déle zvolime dva vektory kolmé k v;: napf.
ve = (1,1,0) a v3 = (2,0,1), [1b za vybér vhodné béze]. V bazi o = (v1,v2,v3) mé zobrazeni ¢ matici

0 0 0

(‘p)a,a = 0],
1

o o

1
0
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[1 bod]. Pouzijeme vztah (¢)ce = (id)e,a - (¢)a,a - (id)a,e, [0.5 bodu], kde pro matici (id). o méme

-1 1 2
(id)ea=|1 1 0],
2 01

[0.5 bodu]. Matice (id)q,. se ur¢i jako matice inverzni k matici (id)e q, [0.5 bodu za dvahul, tj.

1 1 1
) 5 6 3 L (112
(id)ae=((id)ea) =+ 2 —-3]==-(1 5 =2,
11 1 2 -2 2
3 3 3
[0.5 bodu]. Celkem dostaneme
1 1 1 5 1 1
-1 1 2 0 0O 5 6 3 6 6 3 1 (> 12
(@ee=11 1 0 01 0 i = fr 5 1 o
2 0 1 00 1 11 1 11 1 2 -2 2
3 3 3 3 3 3

[1 bod].
[5 bodt] Body jsou rozdéleny takto: 1 bod za a), 2.5 bodu za b)+c) a 1.5 bodu za d).
a) [1 bod] Determinant matice 4 je

3a+1 —a+1
—a+1 3a+1
= 16a*(a + 1),
[0.5 bodu]. Existuji tedy dvé feseni a = 0 a a = —1, [0.5 bodu].
b), ¢) [2.5 bodu] Charakteristicky polynom matice A je

det(A) = 2a - det ( ) =2a[(3a+1)* — (—a+ 1)} =2a-4a- (2a +2) =

3a+1—-A —a+1 -1
det(A—AE3) =det| —a+1 3a+1-2X 1 =
0 0 2a — A

— (20 — \) det (3“_2 : A o f_l A) — (20— N[Ba+1-N?—(a—1)? =

= (20— N)(da — \)(2a +2 — ),

[0.5 bodu], kde Ej3 je jednotkovd matice 3x3. Matice A tedy md vlastni ¢islo A = 1, jestlize (2a —
1)(4a —1)(2a+2 — 1) = 0, &ast b) ma proto tii feseni a € {3, 1, —3}, [1 bod]. Obecné m4 matice A
vlastni éisla A € {2a,4a,2a + 2}. Maji-li byt tato vlastn{ ¢isla stejnd, nutné 2a = 4a a 2a = 2a + 2.
JelikoZ 2a = 2a + 2 neni nikdy splnéno, ¢dst ¢) nemd fesent, [1 bod].
Pozn.: Cést b) lze té7 pocitat pifmo, tj. det(A — E3) = (2a — 1)(4a — 1)(2a + 2 — 1), [0.5 bodu], a
tedy a € {1, 1, —3}, [1 bod].
d) [1.5 bodu] Matice A mé zadany vlastni vektor, jestlize
Ja+1 —a+1 -1 1 1
—a+1 3a+1 1 0]l =X[0],
0 0 2a 0 0

[0.5 bodu]. Vyndsobenim matice a vektoru na levé strané a porovnanim s pravou stranou dostaneme

soustavu rovnic 3a+1 =X a —a+1 = 0, [0.5 bodu]. Ta m& jediné fesenf a = 1 a A\ = 4, coz je
hledané vlastni ¢islo, [0.5 bodu].



