
2. vnitrosemestrálńı ṕısemka – MIN101 – podzim 2021 – 26. 11. 2021

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (5 bod̊u) Necht’ ϕ je lineárńı zobrazeńı prostoru R3 do sebe, které je kolmou projekćı na
rovinu −x + y + 2z = 0. Určete matici zobrazeńı ϕ ve standardńı báźı.

2. (5 bod̊u) Je dána matice

A =

3a + 1 −a + 1 −1
−a + 1 3a + 1 1

0 0 2a


s parametrem a ∈ R. Určete tento parametr tak, aby

a) matice A měla nulový determinant,

b) matice A měla vlastńı č́ıslo 1,

c) existovalo jediné vlastńı č́ıslo,

d) vektor (1, 0, 0) byl vlastńım vektorem matice A a určete př́ıslušné vlastńı č́ıslo.

Napǐste vždy všechna řešeńı, je-li jich v́ıce. Jestliže některá z část́ı a) – d) nemá řešeńı,
zd̊uvodněte, proč tomu tak je.



Řešeńı a bodováńı:

1. [5 bod̊u] Označme v1 = (−1, 1, 2) normálový vektor roviny a dále zvoĺıme dva vektory kolmé k v1: např.
v2 = (1, 1, 0) a v3 = (2, 0, 1), [1b za výběr vhodné báze]. V bázi α = (v1, v2, v3) má zobrazeńı ϕ matici

(ϕ)α,α =

0 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

[1 bod]. Použijeme vztah (ϕ)ε,ε = (id)ε,α · (ϕ)α,α · (id)α,ε, [0.5 bodu], kde pro matici (id)ε,α máme

(id)ε,α =

−1 1 2
1 1 0
2 0 1

 ,

[0.5 bodu]. Matice (id)α,ε se urč́ı jako matice inverzńı k matici (id)ε,α, [0.5 bodu za úvahu], tj.

(id)α,ε =
(
(id)ε,α

)−1
=
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−1 1 2
1 5 −2
2 −2 2

 ,

[0.5 bodu]. Celkem dostaneme

(ϕ)ε,ε =

−1 1 2
1 1 0
2 0 1

 ·
0 0 0

0 1 0
0 0 1
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5 1 2
1 5 −2
2 −2 2


[1 bod].

2. [5 bod̊u] Body jsou rozděleny takto: 1 bod za a), 2.5 bodu za b)+c) a 1.5 bodu za d).

a) [1 bod] Determinant matice A je

det(A) = 2a · det

(
3a+ 1 −a+ 1
−a+ 1 3a+ 1

)
= 2a[(3a+ 1)2 − (−a+ 1)2] = 2a · 4a · (2a+ 2) =

= 16a2(a+ 1),

[0.5 bodu]. Existuj́ı tedy dvě řešeńı a = 0 a a = −1, [0.5 bodu].

b), c) [2.5 bodu] Charakteristický polynom matice A je

det(A− λE3) = det

3a+ 1− λ −a+ 1 −1
−a+ 1 3a+ 1− λ 1

0 0 2a− λ

 =

= (2a− λ) det

(
3a+ 1− λ −a+ 1
−a+ 1 3a+ 1− λ

)
= (2a− λ)[(3a+ 1− λ)2 − (a− 1)2] =

= (2a− λ)(4a− λ)(2a+ 2− λ),

[0.5 bodu], kde E3 je jednotková matice 3x3. Matice A tedy má vlastńı č́ıslo λ = 1, jestliže (2a −
1)(4a− 1)(2a+ 2− 1) = 0, část b) má proto tři řešeńı a ∈ { 12 ,

1
4 ,−

1
2}, [1 bod]. Obecně má matice A

vlastńı č́ısla λ ∈ {2a, 4a, 2a + 2}. Maj́ı-li být tato vlastńı č́ısla stejná, nutně 2a = 4a a 2a = 2a + 2.
Jelikož 2a = 2a+ 2 neńı nikdy splněno, část c) nemá řešeńı, [1 bod].

Pozn.: Část b) lze též poč́ıtat př́ımo, tj. det(A − E3) = (2a − 1)(4a − 1)(2a + 2 − 1), [0.5 bodu], a
tedy a ∈ { 12 ,

1
4 ,−

1
2}, [1 bod].

d) [1.5 bodu] Matice A má zadaný vlastńı vektor, jestliže3a+ 1 −a+ 1 −1
−a+ 1 3a+ 1 1

0 0 2a

1
0
0

 = λ

1
0
0

 ,

[0.5 bodu]. Vynásobeńım matice a vektoru na levé straně a porovnáńım s pravou stranou dostaneme
soustavu rovnic 3a + 1 = λ a −a + 1 = 0, [0.5 bodu]. Ta má jediné řešeńı a = 1 a λ = 4, což je
hledané vlastńı č́ıslo, [0.5 bodu].


