2. termin zkousky — MIN101 — podzim 2021 — 26. 1. 2022

Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovédi budou povazovéna za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) V prostoru R? uvazujeme krychli ABCDEFGH o jednotkové velikosti hrany, t].

A=10,0,0], B=[1,0,0],C =[1,1,0}, D =10,1,0], £ =[0,0,1], F = [1,0,1], G = [1,1,1]
a H = [0,1,1]. Na hrané¢ BF oznac¢ime v jedné tfetiné bod X = [1,0, 3] a na hrané CG
v poloviné bod Y = [1, 1, %] Oznacéme dale p rovinu prochézejici body A, X a Y.

a) Napiste obecnou rovnici roviny p.

b) Uréete soufednice bodu Z, ktery je prusecikem hrany DH a roviny p.

¢) Urcete vzdélenost vrcholu E od roviny p.

d) Porovnejte velikost ithlu £LAXY a velikost tthlu LAZY'.

e) Urcete objem pétistenu AXY ZFE.

2. (5 bodit) Reste linearni diferencn{ rovnici
z, = 6x,—-1 — 8z, +3n — 16

s pocatecnimi podminkami ;1 = —1 a x5 = 8.

3. (5 bodu) Méjme kvadratickou formu f : R* — R danou piedpisem
f(z1, 20, 23) = 25 — 67173 + 475 + dp73 + 1073,

a) Urcete matici A této kvadratické formy ve standardni béazi.

b) Najdéte néjakou poldrni bazi § kvadratické formy f a napiste matici B této formy
v bazi [.

¢) Rozhodnéte, zda je kvadratickd forma f pozitivné ¢i negativné definitni ¢i semidefinitni
nebo indefinitni (nebo ani jedno z predchoziho).

4. (5 bodu) Uvazme nasledujici piiklad jako Markovuv proces.

V obci Liptakov jsou tii spolecenské podniky: hospoda Na Mytince, hostinec U Sirotku
a vinarna U Pavouka. Mistni statistik Jara zjistil nasledujici idaje. Obyvatel Liptakova,
ktery travi vecer Na Mytince, s pravdépodobnosti 1/4 bude néasledujici vecer opét Na
Mytince, s pravdépodobnosti 1/4 piejde k Pavoukovi a s pravdépodobnosti 1/2 stravi
vecer doma. Kdo travi vecer U Sirotku, bude s pravdépodobnosti 1/2 nésledujici vecer Na
Mytince a s pravdépodobnosti 1/2 prejde k Pavoukovi. Navstévnik vindrny U Pavouka
bude s pravdépodobnosti 1/4 nasledujici ve¢er Na Mytince, s pravdépodobnosti 1/4 U
Sirotku, s pravdépodobnosti 1/4 opét U Pavouka a s pravdépodobnosti 1/4 zustane doma.
Kdo travi vecer doma, bude s pravdépodobnosti 1/4 travit nésledujici vecer Na Mytince,
s pravdépodobnosti 1/4 bude U Sirotku, s pravdépodobnosti 1/4 bude U Pavouka a konecné
s pravdépodobnosti 1/4 zustane doma.

a) Jednou vecer, po mnohaletém pobytu v Liptdkove, si chce Jéra zahrat sachy se
svym sousedem Padevédem. S jakou pravdépodobnosti ho najde U Sirotku a s ja-
kou pravdépodobnosti bude jeho soused doma?

b) Rozhodnéte, zda je matice tohoto Markovova procesu primitivni.



1.

ReSeni a bodovani:

[5 bodt] Bodovani: kazda ¢ast za 1 bod.

a)

b)

d)

Rovina obsahuje vektory ﬁ X-—A= a ﬁ Y -A4=(1,1, %) Uréime v, norméalovy
vektor roviny p, ktery je kolmy k témto dvema vektorum Vektor v se spocita z prislusné homogenni

soustavy linedrnich rovnic nebo se ,,uhodne* nésledujicim zpusobem: volime tieti soufadnici 3 a prvni
soufadnici —1, aby byl vektor v kolmy k AX, a ndsledné polozime druhou soufadnici v rovnu —%7 aby

byl vektor v kolmy k vektoru H/ . Dostdvame tedy vektor v = (—1, —%7 3) a déle budeme pracovat s
jeho minus dvojndsobkem (2,1, —6). Obecnd rovnice p je tedy 2z + y — 6z = 0, kde na pravé strané
volime konstantu 0, aby v roviné p lezel bod A.

Bod Z lezi na pifmce prochdzejici body D a H, a proto mé soufadnice [0, 1, a], kde tfeti souradnici
a zatim nezname. Zaroven musi splilovat rovnici roviny p. Tedy 2-0+1-1—6-a =0, a proto a = %
Vidime tedy, ze Z = [0, 1, é]

Jiné reseni: Uvaime dvé rovnobéiné roviny dané sténami BCGF a ADHE. Prunik téchto rovin a
roviny p tvori proto dvojici rovnobézek. Vektory XY a AZ jsou tedy navzdjem svimi ndsobky. Navic
oba tyto vektory spojuji rovnobéiné stény ABFE a DCGH, a maji tudiz stejnou velikost. Vidime

tedy, e AZ = XY =Y —X = [1,1,3]—[1,0,1] = (0,1, L). Proto 7 = A+AZ =[0,0,004(0,1, ) =
[0,1,5]. Z této tivahy také plyne, Ze ctyﬁihelnﬂc AXY Z je rovnobézinik.

Uréime projekci vektoru z = AB = (0,0,1) do podprostoru Z(p)* = ({(2,1,-6)}). Oznaéme tuto
projekci p, = a(2,1,—6). Vektor z — p, ma byt kolmy k vektoru (2, 1, —6). Spoc¢itdme skaldrni sou¢in
vektoru z —p, a (2,1, —6):

((2,1,-6),(0,0,1) — a(2,1 — 6)) = ((2,1,-6),(0,0,1)) — a((2,1,—6),(2,1,—6)) = —6 — 41a = 0.

Odtud a = — % a p. = 5(—2,—1,6). Velikost tohoto vektoru % - /22 +1+62 = G‘ﬁ je hledand
vzdalenost.

— —
Odchylka o vektorat XA = (=1,0,—3)a XY =Y -X =[1,1,3]-[1,0, 1] = (0,1, }) se uréf obvyklym
vzorcem:

((=1,0,—35),(0,1, 5)) —1s —1
COS o = 1 1 = o = = .
||(_170a_§)”'H(07176)|| o V370

3
Stejné vyjde podobny vypocet pro vektory ﬁl (0,1, %) ZY = (1,0, %) Zkoumané ihly maji
tedy stejnou velikost.
Jiné teSend: Z druhého teseni ¢dsti b) vime, Ze ctyrihelnitk AXY Z je rovnobéznik. Uhly u protéjsich
vrcholt maji tedy stejnou velikost.

Pétistén je tvoren dvéma stejné velkymi ctyfstény AX YE a AY ZE. Objem ¢tyisténu AXY E uréime

pomoci determinantu vytvoreného z vektoru /ﬁz ﬁ (1,1, % a ﬁ = (0,0,1). Objem
je proto
. 10 % .
Z01 1 % ==
6 6
0 0 1

Objem pétisténu je tedy %

2. [5 bodii] Charakteristicky polynom A\? = 6\ — 8 m4 kofeny 4 a 2, tedy obecné feseni zhomogenizované

rovnice je z, = A-4" + B - 2", A, B € R, [1b]. Partikuldrn{ fesen{ zadané nehomogenni rovnice hleddme
ve tvaru x, = an + b, a,b € R. Dosazenim dostaneme

an +b==6(a(n — 1) +b) — 8(a(n — 2) + b) + 3n — 16,

z ¢ehoz dopocitame a = 1 a b = —2. Tedy obecné feSeni zadané rovnice je

Tpn=A-4"+B-2"+n—2, [2b].

Pocateéni podminky z; = —1 a o = 8 znamenaji

1 =4A+2B—-1=-1 a x9=16A+4B =28.



Resenim této soustavy je A =1 a B = —2. Vysledek tedy je

r, =4" = 2" 4 -2 [2D].

3. [5 bodi]
a) Je to matice
1 0 -3
A=[0 4 2], [05b]
-3 2 10

b) Upravou na &tverec dostaneme
f(z1, @2, 23) = (v1 — 323)> + 4(z2 + Sx3)*, [1.5b],

. o o 1 o . - . . s 14 . I
tj. y1 = x1 — 33, Y2 = T2 + 573 a Y3 = 3 jsou soufadnice v polarni bazi # s matici pfechodu

1 0 -3
(id)ge= (0 1 5 |, [0.5D]
0 0 1
Tato matice matice ma inverzi
. 1 0 3
(id)ep = ((id)se) =0 1 —3], [1D]
0 0 1

Béaze [ je tvofena sloupci predchozi matice, tj.

B =((1,0,0),(0,1,0),(3,-3,1)), [0.5b]
1 00
B=|0 4 0], [0.5b].
0 0 O
¢) Z matice B vidime, ze kvadratickd forma f je pozitivné semidefinitn{, [0.5b].

4. [5 bodi]

a) [4.5 bodu] Uvazujeme-li poradi stavi: Na Mytince, U Sirotku, U Pavouka, doma; jednd se o Mar-
kovtiv proces se (stochastickou) matici

1/4 1/2 1/4 1/4
0 0 1/4 1/4
1/4 1/2 1/4 1/4]°
1/2 0 1/4 1/4

B =

[1.5b]. Je tfeba najit vlastni vektor piislusejici vlastnimu éislu 1, [0.5b za Gvahu]. Hleddme tedy feseni
homogenni soustavy rovnic s matici

—-3/4 1/2 1/4 1/4 1 2 -3 1

B_op | 0 -1 14 1/4 0 4 -1 -1
T 14 172 —3/4 1/4 00 1 —1}f°

/2 0 1/4 -3/4 00 0 0

kde E, je jednotkovd matice 4 x 4. Jeji feSeni je (az na ndsobek) vektor v = (2,1,2,2), [1b]. My
ale potfebujeme pravdépodobnostni vektor, coz je w = mv = %(27 1,2,2) = (%, %, %, %), [0.5D].
Padevéda tedy Jara najde s pravdépodobnosti % U Sirotkt, [0.5b], a s pravdépodobnosti % u ného
doma, [0,5b].

b) [0.5 bodu] Matice B? je pozitivni, tady matice B je primitivni.



