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Kapitola 1

Prekalkulus

1.1 Realna cisla

e Prirozena ¢isla: N = {1,2,3,...}  Dospéjeme k nim pii pocitani prvkd né&jaké mnoziny. Lze na nich
definovat zakladni pocetni operace, usporadéni.

e Cela cisla: Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}  Doplnéni mnoziny N tak, aby operace od¢itani méla vzdy
vysledek.

e Raciondlni ¢isla: Q = {% : m € Z,n € N}  Doplnéni mnoziny Z tak, aby operace déleni méla vidy
vysledek.

e Iracionalni ¢isla: I Cisla, kterd nenf mozno vyjadrit ve tvaru >, kde m € Z, n € N
Iraciondlni ¢isla potiebujeme. Napi. log,, 3 € L.

D.: Sporem. Pfipustme, Ze log;q 3 = 2. Pak

10" = 3
10m = 3»

Dostali jsme dva rizné rozklady jednoho é&isla na prvocinitele. To je spor. [

Nebov/2 € 1.

D.: Sporem. Pfipustme, zev/2 = = Pak
9 — m?
=

2n? = m

[

V rozkladu na prvocinitele ¢isla stojicitho na levé strané rovnosti je 2 v liché mocniné, v rozkladu na
prvocinitele &isla stojictho na pravé strané rovnosti (tedy téhoz ¢isla) je 2 v sudé mocninég. To je spor. O

1.1.1 Definice
Bud M mnozina, na niz je definovano usporadani < . (Usporadani je binarni relace, ktera je
(i) reflexivni: (Va € M) (a < a)
(i) antisymetricka: (Va,b € M) (a <b,b<a = a=D0)
(iii) transitivni: (Va,b,ce M) (a<b,b<c=a<c) )

Bud a € M, A C M. Rekneme, 7e a je horni (resp. dolni) zdvora mnoZiny A v mnoZiné M, jestlize x < a
(resp. a < x) pro kazdé x € A. Rekneme, Ze mnoZzina A je ohranicend shora (resp. zdola), jestlize existuje jeji
horni (resp. dolni) zavora. Rekneme, Ze mnozina A je ohranidend, je-li ohrani¢ena shora i zdola.



1.1.2 Priklady

1. Mnozina A = {1,1+ %, 1+14 %, ...} je ohranicena zdola (dolni zavora je napt. 1) a neni ohrani¢end shora:

1

Pfioznaéenian:1+%+§+...—|—%je
a; = 1
as= 1+3+i+3>1+3+3+1=1+2
ag= ast+++g+r+s>1+3+5=1+3

Indukef Ize dokazat, Ze agn > 1+ 4 a ¢islo 1 4 § muZe byt libovolné velké.

2. Mnozina B = {1,1 + %, 1+ % + %, ...} je ohrani¢ena shora, b < %2 pro kazdé b € B. (Bude dokazano
pozdéji.)

1.1.3 Definice

Bud A C M, kde M je mnoZina, na niz je definovano usporadani <. Rekneme, ze a € A je maximum nebo
nejuétsi proek (minimum nebo nejmensi proek) a piseme a = max A (a = min A), jestlize pro kazdé x € A plati
z<a (a<a).

1.1.4 Definice

Bud M mnozina, na niz je definovano usporadani < a bud A C M. f{ekneme, ze a € M je supremum mnoziny
A, jestlize je nejmensi horni zavorou mnoziny A, t.j. jestlize plati

(s1) (Vz e A)(z <a),
(s2) (Vx e A)(x<Db))=a<h.

Pigseme a = sup A.

1.1.5 Definice

Bud M mnozina, na niZz je definovano usporadani < a bud A C M. Rekneme, 7e a € M je infimum mnoziny
A, jestlize je nejvétsi dolni zdvorou mnoziny A, t.j. jestlize plati

(i1) (Vx € A) (a < z),
(i2) (Vxe A)(b<z)=0b<a.

Piseme a = inf A.

1.1.6 Poznamky
1. Podminku (s2) v 1.1.4 1ze nahradit podminkou
(s2) (peM,p<a)= (Frec A (p<u).
(p < a je definovano jako p < a a soucasné p # a; v dalsim budeme pouzivat i symboly >, >.)

D.: Necht a € M spliuje (s2) a necht p € M, p < a. Pak p neni horni zavora mnoziny A (jinak by podle
(s2) bylo a < p). Odtud plyne, Ze existuje z € A takové, Ze x > p, tedy plati (s2*).
Necht a € M spliuje (s2*) a bud b € M horni zavora mnoziny A. Kdyby b < «a, pak by existovalo
x € A takové, ze b < z a tedy b by nebyla horni zavora mnoziny A. Je tedy a < b. O

2. Analogicky lze dokazat, Ze podminku (i2) v 1.1.5 lze nahradit podminkou
(i2*) (peM,p>a)= Tz e A)(p>x).

3. Libovolnd A C M mé nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infimum.



D.: Necht a = sup A, b = sup A. b je podle (s1) horni zavora mnoziny A, tedy a < b podle (s2).
Analogicky a je horni zavora A, tedy b < a. Z antisymetrie relace < plyne a = b.
Analogicky se ukédze platnost tvrzeni pro infimum. [J

4. Jestlize existuje max A (min A), pak existuje také sup A (inf A) a plati sup A = max A (inf A = min A).

D.: Necht a = max A.
a spliwje (s1) pfimo podle definice maxima 1.1.3

Necht b je horni zavora mnoziny A. Pak b > x pro kazdé x € A, zejména tedy b > a € A. Coz
znamena, Ze plati (s2).

Tvrzeni pro infimum a minimum se dokaze analogicky.

1.1.7 Definice

MnoZina redlngch ¢isel je mnozina R, na niz jsou definovany dvé bindrnim operace + (s¢itani), - (nésobeni) a
jedna binarnf relace < (mensi nez), které spliuji podminky

(R1) pro v8echna a,b € R plati a + b = b+ a (komutativni zédkon pro s¢itani)
(R2) pro v8echna a,b,c € R plati (a +b) + ¢ = a + (b+ ¢) (asociativni zdkon pro s¢itani)

(R3) existuje prvek 0 € R takovy, Ze pro viechna a € R plati a + 0 = a (existence neutralniho prvku vzhledem
ke s¢itani)

ke kazdému a € R existuje prvek —a € R takovy, Ze a + (—a) = 0 (existence opa¢ného prvku)

=
ot

pro vSechna a,b € R plati @ - b = b - a (komutativni zakon pro nasobeni)

=
=)

pro viechna a,b,c € R plati (a-b)-c=a- (b-¢) (asociativni zakon pro nasobeni)

existuje prvek 1 € R, 1 # 0 takovy, Ze pro vechna a € R plati a - 1 = a (existence neutralniho prvku
vzhledem k nésobeni)

(R8) ke kazdému a € R, a # 0 existuje prvek a~! € R takovy, Ze a -a~! = 1 (existence inversniho prvku)
(R9) pro vsechna a,b,c € R plati a- (b+c¢) = (a-b) + (a - ¢) (distributivni zdkon)

(R10) kazdé dva prvky z mnoziny R jsou srovnatelné, podrobnéji: kazda dvojice prvka a,b € R spliuje pravé
jeden ze vztaht a < b, a = b, b < a (zékon trichotomie)

R11) jestlize pro a,b,c € R plati a < b a b < ¢, pak také a < ¢ (transitivita relace <)

)
R12) jestlize pro a,b € R plati a < b, pak pro kazdé ¢ € R je a + ¢ < b+ ¢ (monotonie vzhledem ke séitani)
R13) jestlize pro a,b,c € R plati a < b a 0 < ¢, pak a - ¢ < b- ¢ (monotonie vzhledem k nasobeni)

)

R14) je-li M neprazdna shora (zdola) ohrani¢ena podmnoZina mnoziny R, pak existuje sup M € R (inf M € R)

1.1.8 Poznamky
1. (R1) — (R4) a (R5) — (R8) jsou axiomy komutativni grupy
(R1) — (R9) jsou axiomy pole
(R1) — (R13) jsou axiomy uspoiadaného pole
(R1) — (R14) jsou axiomy spojité usporadaného pole
Existuje jediné (aZ na isomorfismus) usporadané pole. Axiom (R14) se nazyvé axiom spojitosti.
2. Primka, na niz je zvolen po¢atek (obraz realného ¢isla 0), jednotkova délka a orientace (obraz ¢isla 1) se

nazyva ciselnd osa. Existuje prosté a vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny redlnych ¢isel na ¢iselnou
osu.



3. Druh4 ¢ast axiomu (R14) (existence infima) je disledkem prvni ¢asti a ostatnich axiomd.

D.: Nejdrive ukazeme, Ze pro kazdé a € R je —(—a) = a. Vyjdeme z (R4):

(—a)+ (—(—a)) = 0 / pricteme a zleva
a+((=a) +(=(=a))) = a+0 / (R2), (R3)
(a+(=a) +(=(-a) = a / (R4)

0+ (—((—a); = a / (R1), (R3)

a < b / +(—a) zprava
a+(—a) < b+ (—a) / (R4)
0 < b+ (—a) / +(=b) zleva
(=b)4+0 < (=b)+(b+(—a)) / (R3), (R2)
b < ((=b)+b)+ (—a) / (R1), (R4)
b < 04 (-a) / (R1), (R3)
-b < -—a

Necht nyni je § # M C R zdola ohrani¢ena, b jeji dolni zavora. Polozme M’ = {—z : x € M}. Pak
pro kazdé x € M plati b < x a tedy podle druhého kroku dikazu je —x < —b pro kazdé —x € M’. To
znamené, ze M’ je shora ohranifena a podle prvni ¢asti (R14) existuje sup M’ = s € R. Podle (R4)
je —s € R. UkdZeme, 7ze —s = inf M:

Bud z € M libovolné. Pak podle (s1) je —z < s a podle pomocnych tvrzeni na zacatku dikazu je
—s < x. Ponévadz z bylo libovolné, je podminka (il) splnéna.

Bud ¢ € R takové, ze ¢ < x pro kazdé x € M. Pak —ax < —¢ pro kazdé —x € M’ a podle (s2) je
s < —¢, tedy —(—c) < —s. Podle prvniho kroku dikazu je ¢ < —s, coz znamena, Ze i podminka (i2)
je splnéna. [J

1.1.9 Priklad
Necht M = {2 : m,n € N, m < n}. Ukazte, ze sup M = 1, inf M = 0.

R.: Platnost podminky (s1): I <1 pro m < n.

Platnost podminky (s2*): Bud p € M, p < 1. Je-li p < 0, pak napf. pro % € M plati p < % Necht

tedy p > 0. Polozme n = 1 + [ﬁ] (Pfitom [z] oznacuje celou ¢ast z ¢isla z, t.j. celé ¢islo z takové, ze
< z<xz+1 Napt. [r] =3, [3] =1, [-3.5] = —4 a p.) Pak

B

n

> >
n—np > 1
n—1 > np
n—1 > p

n
a ziejmeé "T_l e M.
Platnost podminky (il): 2 > 0 pro viechna m, n € N.
Platnost podminky (i2*): Bud p € M, p > 0. Je-li p > 1, pak napf. pro % € M plati % < p. Necht tedy

p<1.PoloZmen:1+[%].Pakn>%atedyp>%€M.D

1.1.10 Definice

Mnozinu R* = RU {—00, 0o} nazyvame rozsifend mnozina redlnijch ¢isel, symboly —oo, oo nazyvame nevlastni
redlnd ¢isla (nevlastni body ciselné osy). Klademe —oo < a < 0o pro kazdé a € R.

Symboly —oo, oo nejsou ¢isla, nedefinujeme pro né pocetni operace.



1.1.11 Definice

Budte a, b € R, a < b. Uzavrenym intervalem o krajnich (koncovgch, hranic¢nich) bodech a, b rozumime mnoZinu
[a,b) ={zx € R: a <z <D},

oteviengm intervalem mnozinu
(a,b) ={z eR: a<x<b},

polouzaviengmi intervaly zprava (resp. zleva) mnoZiny
(a,b] ={x € R: a <z < b},
[a,b) ={z €eR: a<x<b}.

Nekonecné intervaly definujeme jako mnoZiny

[a,00) = {xeR:z>a}l,
(a,00) = {zeR:z>a},
(—00,b] = {xeR:ax<b},
(=00,b) = {reR:z<b},
(—o0,0) = R.

Je-li J interval jakéhokoliv typu a z¢ € J, xp neni krajni, fekneme, Ze zo je vnitini bod intervalu J.

1.1.12 Definice

Okolim (podrobné&ji (symetrickym) 6-okolim, 6 > 0) bodu xy € R rozumime interval (zg — d, zo + 9).
Okolim bodu oo rozumime interval (a, o0), kde a € R.
Okolim bodu —oo rozumime interval (—oo, a), kde a € R.

d-okoli bodu zy € R* budeme oznacovat symbolem Os(xz), stru¢né O(zo).

1.1.13 Véta

Okoli bodu z mnoziny R maji tyto vlastnosti:

(ol) Jsou-li O1(z0) a Oz(xg) dvé okoli téhoz bodu xy € R*, pak O1(x¢) N O2(z0) je okolim bodu .
(02) Jsou-li 1, g € R*, @1 # g, pak existuji O(z1) a O(z2) takova, ze O(z1) N O(x2) = 0.

D.:

1. ® Iy €< R, 01(170) = (IO — 51,560 + 51), OQ(CC()) = (IO — 52,560 + 52) Polozme § = min{51,52}. Pak
O(zg) = (2o — 6,20 + ) = O1(z9) N O2(x0) je okolim bodu xg.
o zy = 00, O1(x9) = (a1,00), O2(xg) = (az,00). Polozme a = max{ay, az}. Pak O(xp) = (a,00) =
O1(x0) N Oz(x0) je okolim bodu occ.
e 1y = —oo. Platnost tvrzeni ukdzeme analogicky jako v predchozim pripadé.

2. Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, ze r1 < x».

e —00 < 1 < @3 < 00. Polozme § = $(z2—x1). Pak O(1) = (21 -6, 21+6), O(z2) = (z2—6, x2+6)
jsou okoli bodi x1, 2 s pozadovanou vlastnosti. (Volba § = i(l‘g — 21) samozfejmé neni jedina
mozné. Statf volit 6 = r(z2 — 1), kde r < 3.)

e —00 < 11 < g = 00. Necht § > 0 je libovolné a polozme a = x1 + 24.

Pak O(z1) = (x1 — d, 21 + 9), O(z2) = (a,00) maji pozadovanou vlastnost.

e Analogicky ukdzeme platnost tvrzeni v ostatnich p¥ipadech.



1.1.14 Definice

Bud zy € R. Ryzim okolim bodu z rozumime mnozinu O(xo) \ {zo}.

Okoli nevlastniho bodu je vzdy ryzi.
Ryzi okoli bodu zy budeme oznacovat O’ (x).

1.1.15 Definice

Bud zp € R, 6 > 0. Pravgm (resp. levgm) §-okolim bodu x¢ rozumime interval [zo,xo +0) ((zo — 6, x0]). Ryzim
pravgm (resp. levgm) §-okolim bodu xy rozumime otevieny interval (2o, zg + 0) ((zg — 9, x0)).

Pravé (resp. levé) d-okoli bodu zy budeme oznacovat Ps(xg), struéné P(xg) (resp. Ls(xo), struéné L(xo)).
Ryzi pravé (resp. levé) d-okoli bodu x¢ budeme oznacovat Pj(xg), struéné P’ (xg) (resp. Ls(xo), struéné L'(zo)).
1.1.16 Poznamky
1. Také prava a leva okoli, ryzi okoli maji vlastnosti (ol), (02) z véty 1.1.13.
D.: Snadnou modifikaci ditkazu 1.1.13. [J
2. Bud J C R interval a bud’ x vnitini bod intervalu J. Pak existuje O(xq) takové, ze O(zg) C J.

D.: Necht a,b € R* jsou krajni body intervalu J.
e Jsou-li a,b € R, polozime § = $ min{zo — a,b— z¢)}. Pak 6 > 0 a (29 — 0,20 + §) je pozadované

okoli.

e Jsou-lia € R ab= oo, polozime § = 1 (29 — a). Pak § > 0 a (o — 6,9 + ) je opét pozadované
okoli.

e Analogicky ukazeme platnost tvrzeni v ostatnich pripadech.

O

1.1.17 Véta
1. Mezi dvéma libovolnymi realnymi ¢isly x1, x2, x1 < w2 lezi racionalni i iracionalni ¢islo.
2. V libovolném okoli libovolného ¢isla xy € R lezi racionalni i iracionélni ¢islo.

(Stru¢né: Mnozina Q i mnozina I je husta v mnoziné R.)

D.:
1. e Polozme n = [mixl] +1, m = [na1] + 1. Pak m € Z, n € N a tedy ¢ = = € Q. Déle plati
m > nr m < nxp+1 n>ﬁ
r < nre —nr; > 1

n
nre > nxi+1

Odtud zy < 2 < 22Ltl o 282 — gy cof znamend, Ze ¢ je racionalni &fslo mezi &isly 21 a o.

° Poloémes:[wﬂ | +1, r:%xl]—l—l.PakreZ,seNaw:‘/%G]I,nebot’vopaéném

2—%1

pifpadé byv/2 € Q, coz by byl spor s tvrzenim dokdzanym v tvodu tohoto odstavce. Dale plati
V2
roo> \/%:1:1 r < %xl—l-l s > 5o
z < 2T T2 > Fm+1

Odtud =z < ‘/% < = X2, COZ znameni, ze w je iracionalni ¢islo mezi

V2 %Il“l‘l) <\/§\/%I2
s s
Cisly x1 a xs.

2. je dusledkem 1., nebot mezi ¢isly zg — 0 a xg + 6 lezi racionélni i iracionalni &islo.

O



1.2 Funkce a jejich zakladni vlastnosti

1.2.1 Definice

Funkce f (podrobnéji redlnd funkce jedné redlné proménné) je zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R.
Mnozina Dom f = {z € R: (Jy € R)((z,y) € f)} se nazyva definicni obor funkce f. (Domain)
Mnozina Sf = {y € R: (3z € R)((z,y) € f)} se nazyva obor hodnot funkce f. (Image)

Je-li f funkce, pak zobrazeni f : Dom f — Sf je surjekee (zobrazeni na).

Je-li (z,y) € f, piSeme y = f(x), z — vy, x EN y.

Prvky z Dom f se nazyvaji hodnoty nezavisle proménné, argument.

Prvky z S f se nazyvaji hodnoty zavisle proménné, funkéni hodnota.

Pokud neni explicitné uvedeno jinak, defini¢nim oborem rozumime nejvétsi (vzhledem k mnozinové inklusi)
mnozinu, pro jejiz prvky lze funkéni hodnotu vypodcitat.

1.2.2 Definice

Grafem funkce f rozumime mnozinu G = {(x, f(z)) : « € Dom f}, kde (x,y) zna&i orthogonalni kartézskeé
souradnice bodu v roviné.

1.2.3 Priklad
1. f(z) = |z| = max{x,—x}, Dom f =R, Sf =10, 00).

2. f(x) zm, Dom f = (—1,1), nebot musi platit S f = R, nebot pro libovolné r € R je
1—-22 > 0 roo= L
V1—x?
1 > a° (1—2?)? = 2a?
1 > |z r? = (1+7?)2?
I

Znaménko u x musi byt stejné jako znaménko
r

V1412

3. f(z) = [z], kde [z] je cela st z ¢isla z, to jest celé &islo takove, Ze [x] <z < [z] + 1.

Dom f =R, Sf =Z.

ur, tedy x =

1, z€Q

4. Dirichletova funkce x(z) =
0, z€l

Domyx =R, Sx = {0,1}.

1.2.4 Definice

Budte f, g funkce, Dom f N Dom g # (). Pak definujeme
soudet funket f, g predpisem: (f + g)(x) = f(x) + g(x) pro € Dom f N Dom g,
rozdil funkci f, g predpisem: (f — g)(x) = f(z) — g(z) pro € Dom f N Dom g,

soucin funkct f, g predpisem: (fg)(z) Tf(:z:) (x) pro x € Dom f N Domg,
podil funkct f, g predpisem: (g) (z) = ch(—g pro x € Dom f N (Domg \ {z € Domg : g(z) = 0}),

absolutni hodnotu funkce f predpisem |f|(z) = |f(z)| = max{f(z),—f(z)} pro x € Dom f.



1.2.5 Definice

Funkee f se nazyva ohranicend (shora ohranidend, zdola ohranicend), je-li mnozina S f ohranicena (shora ohra-
nicené, zdola ohrani¢end) podmnozina mnoziny R.

Funkce f je ohrani¢ené pravé tehdy, kdyz existuji a,b € R takova, ze a < f(x) < b pro kazdé x € Dom f,
coZ nastane pravé tehdy, kdyZ existuje h € R takoveé, ze |f(x)| < h pro kazdé x € Dom f. Analogickd tvrzent
plati pro funkci ohrani¢enou shora nebo zdola.

1.2.6 Definice

Funkce f se nazyva sudd, jestlize € Dom f = —z € Dom f, f(—x) = f(z).
Funkce f se nazyva lichd, jestlize 2 € Dom f = —x € Dom f, f(—z) = —f(x).

Piiklady sudé funkce: 2", kde n € N, |z, cos .
Priklady liché funkce: 22" *!, kde n € N, sinz, tg .

Bud f suda funkece, G jeji graf, (x,y) € G. Pak (—z,y) € G. Body (z,y) a (—x,y) jsou symetrické podle osy
y, graf sudé funkce je symetricky podle osy .

Bud f licha funkce, G jeji graf, (x,y) € G. Pak (—z, —y) € G. Body (z,y) a (—z, —y) jsou symetrické podle
pocatku sourfadného systému, graf liché funkce je symetricky podle poc¢atku souradného systému.

1.2.7 Véta

Ma-li funkce f vlastnost: x € Dom f = —x € Dom f, pak ji lze vyjadfit jako soucet funkce sudé a liché.

D.: f(x):%(f(fo( ) + 5(f(@) = f(-2))
g(x):%(f() f(= x%) g(=e) = 1(f(~x) +

() =g
hzx) = 3(f(x) = f(==2)); h(=2) = 3(f (=) - =

f x); ,
f(@) =—3(f(z) = f(—z)) = —h(z); h(z) je licha. O

mh_NI)—‘ |

1.2.8 Definice

Bud pe R, p>0. Rekneme, Ze funkce f je periodickd s periodou p, jestlize
x € Dom f = 2+ p € Dom f, f(z+p) = f(z).

Priklady: sinx, cosxz — perioda 27,
tgx — perioda T,
sin 5~ — perioda 1,
konstatntni funkce f(x) = ¢ € R — periodou je jakékoliv p € (0, 00).

Bud f funkce periodicka s periodou p > 0, n € N. Pak f je periodické s periodou np.

D.: zeDomf=z+peDomf=z+p+p=ax+2p€Domf=---=2x+npecDomf.
flatnp)=fl@+(n—1)p+p)=flz+(n—1)p) = flz+(n—-2)p+p) = flz+(n-2)p) =--- = f(x). O

Mnozina period periodické funkce f je nekonecné, tedy neprazdna a zdola ohrani¢ena nulou. Podle 1.1.7
(R14) existuje pg = inf{p : p je perioda funkce f}. Pokud pg je periodou funkce f, nazyvame ji nejmens? nebo
zdkladni periodou funkce f. Periodicka funkce nemusi mit nejmensi periodu. Napf. periodou Dirichletovy funkce
je kazdé kladné racionalni ¢&islo.

1.2.9 Definice

Funkce f se nazyva rostouci v bodé xg € Dom f, jestlize existuje O(zg) takove, ze O(xzp) C Dom f a plati

r€O(xo), z <z = flx) < f(x0)
r€O(xo), z>x0 = flx)> f(20),
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strucné: jestlize pro x € O(xg) \ {zo} plati (z — z0)(f(z) — f(z0)) > 0.
Funkee f se nazyva neklesajici v bodé xg € Dom f, jestlize existuje O(zg) takové, ze O(zo) € Dom f a plati

x € O0(xg), x <xzg = [f(x) < f(xo)
x € O(xg), x>xg = [f(x)> f(xo),
struéné: jestlize pro z € O(x¢) plati (z — zo)(f(z) — f(z0)) > 0.
Analogicky definujeme funkci klesajici a nerostouci v bodé xy € Dom f.
Funkce, ktera je v bodé xy € Dom f nerostouci nebo neklesajici, se nazyva monotonni v bodé oy € Dom f.
Funkce, ktera je v bodé xy € Dom f rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni v bodé xy € Dom f.

Funkce rostouci v bodé zyp € Dom f nemusi byt rostouci v zddném jiném bodé z Dom f.

1.2.10 Definice

Rekneme, ze funkce je rostouci na intervalu J, jestlize J C Dom f a pro libovolna x1,z2 € J plati 1 < zo =

[(@1) < flx2).

Rekneme, ze funkce je neklesajici na intervalu J, jestlize J C Dom f a pro libovolna x1, x5 € J plati 1 < x5 =

f(x1) < fla2).

Analogicky definujeme funkci klesajici a nerostouci na intervalu J.

Funkce rostouci nebo klesajici na intervalu se nazyva ryze monotonni na intervalu, funkce nerostouci nebo
neklesajici na intervalu se nazyva monotonni na intervalu.

Monotonie v bodé — lokdlni viastnost
Monotonie na intervalu — globdlni viastnost

Slova ,interval J* v predchozi definici lze nahradit slovy ,,mnozina M C Dom f*.

1.2.11 Véta

Funkce f je rostouci na otevieném intervalu J C Dom f pravé tehdy, kdyz je rostouci v kazdém bodé tohoto
intervalu.

.t ,,=“ Necht f je rostouci na J a necht xy € J. J je otevieny = ¢ je vnitini bod =(podle 1.1.16.2) existuje
O(zg) C J. Tedy O(xg) € Dom f. Je-li z € O(xg), = < zp, je f(x) < f(xo); je-li @ € O(xg), © > g, je
f(x) > f(xo). Tedy f je rostouci v bodé xy.

»<=* Necht f je rostouci v kazdém bodé intervalu J. Pfipustme, Ze f neni rostouci na J. Existuji tedy 1,22 € J,
7e x1 < a f(x1) > f(x2). Oznadme M = {z € [x1,22] : f(x) > f(x1)}. Plati

a) M # (), nebot f rostouci vy = ex. O(x1), Ze pro kazdé x > z; je f(z) > f(z1).
b) M je shora ohranic¢end, nebot x5 je horni zavora M.

Podle 1.1.7 (R14) existuje z¢g = sup M < z5.

— Predpokladejme xg = 5. f je rostouci v bodé xo = existuje O(z2) = (v2 — §, 22 + §) C Dom f, Ze
pro x € O(z2), © < x2 plati f(z) < f(z2).

Podle 1.1.6(s2*) existuje x € M, x > a9 — 0. Ponévadz z € M, je x < x9. Jest & € O(z2). Pokud
x < g, pak f(x) < f(xz), pokud z = xq, pak f(z) = f(z2). Tedy f(z) < f(z2).
Soucasné x € M a tedy f(x) > f(z1) > f(x2). Odtud f(x) > f(x2) — spor.

— Musi tedy byt 29 < 2. Ponévadz f je rostouci v x, existuje O(zg), Ze pro kazdé z € O(xg)\{xo} plati
(x—20)(f(z)— f(x0)) > 0. Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat O(x¢) = (xo—9,20+0) C |21, z2].
Podle 1.1.6(s2*) existuje x € M, x > xo — 0 takové, ze x < xg. x € O(zo) a tedy f(x) < f(zo).
Soucasné f(x) > f(x1), nebot @ € M. Odtud plyne

f(x1) < f(z0).

Zvolme = € O(xg), © > xo. Pak f(z) > f(xo). Pfitom x ¢ M, nebot © > zo = sup M. Tedy
f(z) < f(z1). Odtud plyne
f(@1) > f(wo).

To je spor. [
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1.2.12 Poznamky
1. Analogicka véta plati pro neklesajici, klesajici a nerostouci funkci.

2. Pro uzavfeny interval véta neplati:
Napf. f(x) = sin(x), J = [-F,F]. f je rostouci na celém .J, ale neni rostouci v krajnich bodech.

3. Ve druhé ¢asti dikazu jsme nevyuzili predpoklad, Ze interval J je otevieny. Plati tedy: Je-li funkce f
rostouci v kazdém bodé libovolného intervalu J, pak je rostouci na celém intervalu J.
1.2.13 Definice
Budte f, ¢ funkce a necht plati S C Dom f. Pak
F = {(z,y) €R*: (Ju e R)((x,u) € ¢, (u,y) € f)}

se nazyva sloZend funkce.
Funkce ¢ se nazyva vnitini slozka funkce F, funkce f se nazyva vnéjsi slozka funkce F'.

z = p(a) = ur f(u) = flp(z))

Podminka S C Dom f je nutna a dostateéné pro existenci slozené funkce. Neni-li tato podminka splnéna,
Ize ji nékdy dosdhnout vhodnym zizenim Dom .

1.2.14 Priklady

1. ¢(x) =22, Jp =[0,0)

f(u) =sin(u), Dom f = (—o0, 00). Tedy S C Dom f, F(z) = f(p(x)) = sin z?
2. ¢o(z) =1 — 22, definujeme Dom f = [—1,1]. Pak S¢ = [0, 1].

F(u) =/, Dom f = [0,00). [0,1] € [0, 00), F(z) = f(p(x)) =T = 2.
3. p(z) = —22, Sp = (—00,0]

f(z) =logu, Dom f = (0,00). Slozena funkce neexistuje.

Proces skladani funkci lze opakovat a vytvaret funkce vicenédsobné slozené. Napf.:

y =log*Vsinz: y=u?

u = logv
v =y/w
w = sinx

1.2.15 Definice
Necht f je funkce, ktera je bijekci. Pak
fh=Aly,x) eR*: (z,y) € f}

se nazyva inversni funkce k funkci f.

Z definice plyne: Dom f = Sf~1 Sf =Dom f~!, z=f"Yy) < y=f(z).

Zobrazeni f : Dom f — Sf je surjekce. Aby toto zobrazeni bylo bijekei, musi byt injekei (prostym zobraze-
nim), t.j. 1,22 € Dom f, 21 # 29 = f(x1) # f(22).
1.2.16 Poznamky

1. Graf inversni funkce f~! je symetricky s grafem funkce f podle osy prvnfho a tietiho kvadrantu.

2. Je-li funkce f ryze monotonni, pak je prosta.

D.: Necht pro urcitost je f rostouci a budte x1, 22 € Dom f, 1 # xo. Pokud x1 < xo pak f(x1) < f(x2),
pokud x1 > mg pak f(z1) > f(z2) atedy f(z1) # f(xe). O
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1.2.17 Véta

Necht funkce f je rostouci (resp. klesajici) na mnoziné Dom f. Pak funkce f~! je rostouci (resp. klesajici) na
mnoziné S f.

D.: Necht f je rostouci na Dom f a budte y1,y2 € Sf, y1 < yo.

Oznacme z1 = f~'(y1), z2 = fH(12), tj- y1 = f(21), y2 = f(22).
Jest &1 # @9 podle 1.2.16.2. Kdyby z1 > x9, pak by y1 = f(z1) > f(x2) = y2, coz by byl spor. Plati tedy

w1 =f"ry) < fTlye =20 O

1.3 Posloupnosti

1.3.1 Definice
Posloupnost je funkee f, pro niz Dom f = N. (t.j. f: N —= R)

Oznacent: f, = f(n), ¢astéji an, bp,...
{an}22 4, struéné {a,} — posloupnost
an — clen posloupnosti

Posloupnosti mohou mit vlastnosti: ohrani¢enost, monotonie, periodicita (s periodou p € N) zavedené v 1.2.
Naopak pojmy inversni nebo slozené posloupnost nemaji smysl.

Platt:  {a,}22, je rostouci & (Vn € N)(a, < ant1)
{an}22, je neklesajici < (Vn € N)(an, < anyt1)
a podobné.

1.3.2 Definice

neme, ze posloupnost {a,} md limitu a iSeme lim a, = a, n ruénéji lima,, = a, a, a, jestliz
Rekneme, ze posl t limitu a a piSeme 1 , nebo stru¢néji 1 , — a, jestlize ke
n—oo

kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati |a,, — a| < e.
Posloupnost, ktera mé limitu, se nazyva konvergentnd.

1.3.3 Véta (o jednoznacnosti limity)
Libovolna posloupnost mé nejvyse jednu limitu.
D.: Pripustme, Ze pro {a,} plati lima,, = a, lima,, = b, a #b.
h—
Necht pro uréitost a < b. Polozme € = Ta' Pak ¢ > 0.

Tedy existujeny €N, zen>n; = |a, —al <e

a existuje no € N, Ze n > ng = la, — b| < ¢
Polozme ng = max{ni,na}. Pak pron > ng platia —e < a, <a+e¢, b—e < a, <b+e¢,
b— b
tedy b—e <a, <a+eaponévadzb—cec=0>— 2a: 42—a
b—a a+b
at+e=a =
+ + 5 5

b+a b+a .
5 coz je spor. [

plati

1.3.4 Véta

Konvergentni posloupnost je ohranic¢ené.

D.: Necht lima, = a a bud e > 0. Existuje ng € N takové, Zze pron > ng plati a — e < a,, < a + €.
Bud h=max{ai,a2,...,an,—1,a+¢}, d=min{ai,as,...,an,-1,a—¢}.
Pak pro kazdé n € N plati d < a,, < h.
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1.3.5 Poznamky

1. Budte {a,}, {b,} konvergentni posloupnosti, lima,, = a, limb,, = b. Jestlize existuje ng € N takové, ze
pro kazdé n > ng plati a,, < b, pak a <b.

—b
D.: Prfipustme a > b a polozme € = GT. Pak £ > 0 a existuji

neN, zepron>nj jea—e<a, <a+e,
ng €N, zepron>ngjeb—e <b, <b+e.

b b
Pro n > ng = max{ni,n2,no} nyni je a — e = % <an<bn<b+5:% — spor. J

Tvrzeni zustane v platnosti i za predpokladu a,, < b, pro n > ng.

2. f{ekneme, Ze posloupnost {a,, } je skorostaciondrni, jestlize existuje ng € N takové, Ze pro n > ng je a, = a.
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je staciondrni, jestlize pro kazdé n € N je a,, = a.
(Skoro)stacionarni posloupnost je konvergentni a plati lim a,, = a.

3. Bud {a,} konvergentni posloupnost, lima,, = 0 a {b,} bud ohrani¢ena posloupnost. Pak lim a,,b,, = 0.

D.: {b,} je ohranifend = existuje h € R, Ze |b,| < h pro kazdé n € N,

> . . € C . . £
Bud ¢ > 0 libovolné. K 7> 0 existuje ng takové, ze pro n > ng je |a,| = |a, — 0| < —.

h
Pro n > ng plati |apby| = |an||bn] < %h =g, tedy lima,b, = 0. O

1
4. Jestlize posloupnost {a,} je monotonni a neohrani¢ena, pak lim — = 0.
Gp

D.: Bud {a,} neklesajici a ¢ > 0 libovolné.

Ponévadz je {a,} neohranicena, existuje ng € N takove, ze an, > —
£

1
Ponévadz {a,} je neklesajici, pro kazdé n > ng plati a,, > a,, > — > 0.
€

1 1 1 1
Odtud plyne, ze pro n > ng plati ‘— -0 —| = — < ¢, tedy lim— = 0.

n (7% n Qp,
Pro nerostouci posloupnost se dikaz provede analogicky. O

1.3.6 Véta
Budte {a,}, {b,} konvergentni posloupnosti, lima,, = a, lim b,, = b. Pak

[

existuje lim |a,| a plati lim |a,| = |a,

2. existuje lim(a,, + b,) a plati lim(a,, +b,) = a + b,
3. existuje lim a,,b,, a plati lima,b,, = ab,

4. existuje lim(a,, — by,) a plati lim(a,, — b,) = a — b,

5. pokud b # 0, pak existuje lim Z—n a plati lim Z—n = %.

1. Bud € > 0 libovolné. Pak existuje ng € N, Ze pro n > ng je |a, —a| < e.
Pro n > ng tedy plati ||ay| — |a|| < |a, — a| < &, coz znamena lim |a,| = a.

2. Bud e > 0 libovolné. K % > 0 existuje n; € N takové, Ze pro n > ny je |a, — a| < %, a existuje
€

2 € €
Pron > ng = max{ny, na} plati [(a,+b,)—(a+b)| = |(an—a)+(b,—b)| < |an—a|+|b,—b| < 54—— =c
a tedy lim(a, + b,) =a+b.

ny € N takové, Ze pro n > ng je |b, — b| <
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3. Je-li a =0, plyne tvrzeni z 1.3.4 a z 1.3.5.3.
Necht a # 0 a bud ¢ > 0 libovolné. Podle 1.3.4 existuje h € R takové, ze |b,| < h pro kazdé n € N.

€

K o > 0 existuje ny1 € N takové, Ze pro n > nq je |a, — al < o
5 €

K 3al > 0 existuje ny € N takové, ze pro n > nsy je |b, — b| < Sal”
a a

Pro n > ngmax{ny,na} plati ob& nerovnosti soucasng, tedy
|anby, — ab|= |anb, — ab, + ab, — ab| < |ayb, — ab,| + |ab, — ab] = |ay, — al|by| + |al|b, — b| <
€

<ol F 4
— Ol=—==-+=-=c¢.
2h 2 — 2 2

4. Plyne z 2., 3. a 1.3.5.2.

b
5. Podle 1. je lim |b,| = |b| a podle predpokladu |b| > 0. Tedy k % > 0 existuje n1 € N takové, Ze pro

b b b 1 2
n > ny je ||bn| — |b|| < %, neboli |b,| > |b| — % = |—2| Odtud plyne, Ze pro n > n;j je PN < o
, . o b - . . b2e
Bud e > 0 libovolné. K > > 0 existuje na € N takové, Ze pro n > ng je |b, — b < -

Pro n > ax{ }je L |b_bn|<b2€1 2 _ ¢ a tedy lim — = 2
ron 2 ng = max{ni,n — == — = im— = —.
= S R R T I RTANT yimg=y
Podle 3. e lim 2 — lima, lim - — g = &
odle .Je 1mbn—1man HIlbn—ab—b.

O

Poznamenejme, Ze z 1.3.6.3 a z 1.3.5.2 plyne: Jsou-li ¢ € R, {a,} konvergentni posloupnost s lima,, = a,
pak existuje lim(ca,) = clima,, = ca.

1.3.7 Véta (o trech posloupnostech, o sevieni)

Budte {a}, {bn}, {cn} posloupnosti takové, Ze existuje n; € N, Ze pro n > nj je a, < b, < ¢,. Jestlize
lima, = limc, = a, pak také limb,, = a.

D.: Bud e > 0 libovolné. K nému existuje ny € N takové, Ze pro n > ng je |a, — a| < &, neboli a,, > a — .
Dale existuje n3 € N takové, ze pro n > ns je |¢, — a| < &, neboli ¢, < a +&.
Pron > ng = max{ny,na,n3} plati a —e < a, < b, < ¢, <a+e, neboli a —e < b, < a+ e, coz znamena
limb,, = a.OJ

1.3.8 Priklad

Proa € R,a>0je lim {/a=1.
n—oo
D.:

e Pro a =1 plyne tvrzeni z 1.3.5.2.
e Bud a > 1. Pak {/a > 1 pro kazdé n € N, neboli /a =1+ a,, kde «,, > 0.

3 = n = n 2 ... n
Dalea_(1+an) _1+nan+(2>an+ +(n_1

1 1 1 1 1

Odtud oy < £~ Celkem 0 < a, < 2~ Podle 1.3.5.4 je lim &~ = alim — — lim — = 0 a tedy
n n n n n

podle 1.3.7 a 1.3.5.2 je lim o, = 0. Podle 1.3.5.2 a 1.3.6.2 je lim ¢/a = 1 + lim a,, = 1.

)aﬁ_l +al > 14 nay,.

lim 1

lim {/a -

1
e Bud 0 < a < 1. Pakb= - >1a tedy lim /b = 1. Aviak podle 1.3.6.5 je 1 = lim ¥/b =
a
1
lim /a’

z ¢ehoz plyne lim {/a = 1.
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1.3.9 Véta (o monotonnich posloupnostech)

Je-1i posloupnost {ay}5 ; neklesajici a shora ohrani¢en4, pak je konvergentni a plati lim a,, = sup{a,, : n € N}.
Je-li posloupnost {a,}52; nerostouci a zdola ohranicen4, pak je konvergentni a plati lim a,, = inf{a,, : n € N}.
Je-1i monotonni posloupnost {a,}>2, ohrani¢ena, pak je konvergentni.

D.: Bud {a,} neklesajici a shora ohrani¢ena posloupnost. Podle 1.1.7(R14) existuje a = sup{a,, : n € N} € R.
Bud e > 0 libovolné. Pak a —e < a a podle 1.1.6(s2*) existuje an, € {an} takové, Ze a,, > a —e. Ponévadz
{an} je neklesajici, je a, > a — ¢ pro kazdé n > ng. Tedy pron > ng je a — e < a, < a < a+ ¢, neboli
lima, = a.
Druhé tvrzeni se dokdze analogicky, tfeti je disledkem prvniho a druhého. [

1.3.10 Priklad

1 n oo
Posloupnost { (1 + —) } je rostouci a konvergentni.
n

n=1
n

1
(Znacime lim (1 + —) =e, jest e = 2.71828182846 - - -.)
n

D.: S vyuzitim binomické véty a vztahu

l l l
< —,neboli 1 — —— > 1— — pro v8echna n,! € N dostaneme:
1 n +1 n

(1+ni1)n+1 = n+1(n—£1> CERG > i(n—ll_l) n_;il)k -
(n+nn-1)--(n—k+2) 1
k! (n+ 1)k

M- I

E
Il
=]

nn—1)---(n—k+2) 1
k! (n+1)k-1

1 n n-1 n—k—|—2
k! +1n+1 n+1

) () ()
-2 (-2)-2)

k

- 107

~
Il
o

I
(]
==

>
Il

M:

E
Il

0

B iin—ln—2 n—k+1
N k' n n n N
k=0
= m-)n-2)-(n—k+1) 1
o Z k! nk—1 =
k=0
 w=nn-1)(n-2)-- (n—k—l—l - 1\"
= > i =2 1+
k=0 k=0
To znamena, ze posloupnost { ( > } je rostouci.
1
Polozme a,, = (1 + —> . Pak a,, > 0 a s vyuzitim nerovnosti (1 + )™ > 1+ ma prox > 0, m € N
n

(viz. 1.3.8) dostaneme:

+2
an (1+i)n+1 _n ("TH>n n (n2+2n+1)n+2
- 2 nt2 = 2 =
Gn+1 (1+n_+1)" n+1 Z—_H n+1 n? +2n

n+2
__n 14 1 > n 14 n+2 __n n—i-l:l.
n+1 n(n + 2) n+1 n(n + 2) n+1l n
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Tedy a,, > an41, posloupnost {a,} je nerostouci, zdola ohrani¢ena nulou. Podle 1.3.9 je konvergentni.

1
Dale podle 1.3.6.2 a 1.3.5.4 plati lim (1 + —> =1 a tedy podle 1.3.6.5 existuje
n

1 n+1 1 n+1
" (1+—) lim<1+—) 1\
lm(14+ =) =lim n - n —lim(1+-) .O
n 1 . 1 n
1+ — lim |1+ —
n n

1.3.11 Definice

Rekneme, 7e posloupnost {a,} méa nevlastni limitu co a piSeme lim a, = oo (struéndji lima,, = oo, a, — c0)
n—oo
Jestlize ke kazdému h € R existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati a,, > h.
Rekneme, 7e posloupnost {a,} ma nevlastni limitu —oco a piSeme lim a, = —oo (struéngji lima, = —oo,
n—oo

a, — —o0) jestlize ke kazdému h € R existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a,, < h.
Ma-li posloupnost {a,} nevlastni limitu, fekneme, Ze je urcité divergentni.
Nemé-li posloupnost {a, } limitu ani nevlastni limitu, fekneme, Ze je oscilujici.

Nahradime-li v tvrzenich 1.3.3, 1.3.5.1, 1.3.7 slovo ,limita® slovem ,nevlastni limita‘“, zistanou tato tvrzeni
v platnosti.

1.3.12 Poznamky
1. Bud {a,} konvergentni posloupnost, lima,, = 0. Jestlize existuje n; € N takové, Ze pro kazdé n > n; je

1 1
an > 0 (resp. a, < 0, resp. a, # 0), pak lim — = oo (resp. lim — = —oo, resp. lim — = o).
Ay, (79 |a'n«

D.: Bud & > 0 libovolné. Ponévadz lim a,, = 0, existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n > ns je |a,| <

E-
1 1
Pro n > ng = max{ni,na} plati — = — > h, a tedy lim — = occ.
g, (7% Qnp
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky, tfeti je jejich disledkem.
2. Necht lim a,, = oo, (resp. lima,, = —o0) a necht posloupnost {b,} je zdola (resp. shora) ohrani¢ena. Pak

lim(a,, + b,) = oo (resp. lim(a,, + b,) = —0).

D.: Existuje k € R, Ze b, > k pro kazdé n € N. Bud h € R libovolné.
Ponévadz lim a,, = oo, existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng je a, > h — k. Tedy pro n > ng
je ap + b, > h —k+ k = h, coZ znamena lim(a,, + b,) = oc.
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky. U

3. Necht lim a,, = 0o a necht {b,} je posloupnost takova, ze existuji ny € N, § > 0 takova, ze pro n > n;j je
by, > ¢ (resp. b, < —¢). Pak lima,b,, = co (resp. lima,b,, = —o0).
Necht lima,, = —o00 a necht {b,} je posloupnost takova, Ze existuji n; € N, § > 0 takova, Ze pro n > ny
je by, > § (resp. b, < —0). Pak lim a,,b, = —oc (resp. lim a,,b, = c0).

D.: Bud h € R libovolné. Existuje ny € N takové, ze pro n > ng je a, > 3
Pro n > ng = max{ni,n2} plati a, b, > %(5 = h, coZ znamené lim a,,b, = oco.
Zbyvajici tvrzeni se dokézi analogicky. [
Predpoklad b, > § pro n > n; nelze zeslabit na b, > 0 pro n > ny. Napiiklad pro {a,} = {n},
{bn} = {%} je podle 1.3.5.4 lim a,,b, = lim 1 =0.

n

1 n
4. Necht lim |a,,| = oo a {b,} je ohrani¢ena posloupnost. Pak lim — =0 a lim — = 0.
an an

17



1

an

1

an

1

— <E.
|an|

0/

1
D.: Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje ng € N, Ze pro n > ng je |a,| > —, tedy
5
Druhé tvrzeni nyni plyne z 1.3.5.3. [J

5. Je-li posloupnost {a,} neklesajici (resp. nerostouci) a neni ohranic¢ena shora (resp. zdola), pak je urcité
divergentni a lim a,, = oo (resp. lima,, = —00).

D.: Bud h € R libovolné.
Ponévadz {a, } neni ohrani¢ené shora, existuje ng € N takové, Ze a,, > h.
Ponévadz {a,} je neklesajici, pro n > ng je an > an, > h, tedy lima,, = .
Druhé tvrzeni se dokaze analogicky. O

1.3.13 Definice

Necht {a,}72, je posloupnost a {n;}72, je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel. Posloupnost {an,}7>, se
nazyva vybrand z posloupnosti {a, }°2 ;.

Naptiklad {a2,} = {a2,a4,0a6,...}, {an2} = {a1,a4,09,...}, {an}2,, = {@m, @mt1, @mt2, ..} jsou po-

sloupnosti vybrané z {ay}.

Poznamka: Snadno ovéfime, Ze posloupnost {a,} je rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici, ohrani¢ena
shora, ohranicena zdola, ohrani¢en, stacionarni pravé tehdy, kdyz kazda posloupnost {a,, } vybrana z posloup-
nosti {a,} ma stejnou vlastnost.

1.3.14 Véta

lim a, = a € R* pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {a,, }?2; vybranou z posloupnosti {a,, }52 ; plati
n—oo

lim a,, = a.

k—o00

D.:

»,=" Necht a € R abud & > 0 libovolné. K € > 0 existuje ng € N takové, Ze |a,, —a| < € pro kazdé n > nyg.
Ponévadz {ny}72, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, existuje ky € N takové, ze ng, > ng a

ng > ny, pro kazdé k > ko. Tedy pro kazdé k > ko je |an, — a|] < &, coZ znamena klin;o ap, = a. Pro

a = 0o nebo a = —oo dokdzeme tvrzeni analogicky.

<= je trividlni. Je-li klim an, = a pro kazdou {ny}7°,, plati to zejména pro ny = k.
—00
1

1.3.15 Definice

Cislo a € R nazveme hromadngm bodem posloupnosti {ay}, jestlize ke kazdému ngy € N a kazdému e > 0 existuje
n > ng takové, ze |a, — a| < €.

a je hromadnym bodem posloupnosti {a,} pravé tehdy, kdyz existuje nekoneéné mnoho indexi m € N
takovych, Ze |a,, — a| < e pro kazdé ¢ > 0.

Napftiklad posloupnost {(—1)"} = {-1,1,—1,1,—1,...} mé dva hromadné body —1 a 1.

1.3.16 Véta

Cislo a € R je hromadnym bodem posloupnosti {an} pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost {a,,} vybrana
z posloupnosti {a, }, ktera konverguje k ¢islu a.
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D.: =

Necht a je hromadnym bodem posloupnosti {a,, }.
Ke; =1, ng =1 existuje n; € N, ny > 1 takové, Ze |a,, —al < 1.
Key =1 akni +1€eN existuje no € N, ny > nq takové, ze |an, —a| < %

1

Kes =3 akny+1 €N existuje ng € N, n3 > ny takoveé, ze |a,, —a| < 3.
Timto zptsobem postupujeme dale. Vysledkem konstrukce je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel {ny}
takovych, Ze |a,, —a| < 1.

Ponévadz klim + = 0, ke kazdému ¢ > 0 existuje kg € N takové, Ze |f — 0] = + < & pro kazdé k > k.
— 00

Tedy pro k > ko plati |a,, —a| < % < €, cOZ znamena klim Gn,, = Q.
—00

Jestlize existuje {an, } takova, ze klim ap, = a, pak ke kazdému ¢ > 0 existuje ko € N takové, ze pro kazdé
—00

k > ko — tedy pro nekone¢né mnoho indexi k — plati |a,, — a| < &, coz znamena, Ze a je hromadnym
bodem posloupnosti {a, }. O

Z 1.3.14 plyne: Je-li lima,, = a € R, pak a je jedingm hromadnym bodem posloupnosti {a,,}.

1.3.17 Lemma

Bud {a,} posloupnost a M mnoZzina hromadnych bodi této posloupnosti. Necht M # . Je-li M shora (resp.
zdola) ohraniend, pak existuje max M (resp. min M).

D.:

Podle 1.1.7(R14) existuje a = sup M. Bud & > 0 libovolné. Pak a — & < a a podle 1.1.6(s2*) existuje
hromadny bod m € M takovy, ze m > a —¢. Tedy ey =m —a+¢ > 0.

Dilem —eg=m—-—(m—a+¢e)=a—¢, m+es=m+(m—-—a+e) <a+a—a+e=a+e, nebot
a = sup M > m. Odtud plyne, ze (m —e;,m+¢e1) C (a —¢,a +¢).

Podle definice hromadného bodu lezi v (m — 1, m + £1) nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {a,}, tedy
iv (a—¢e,a+ ¢) lezi nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a,}, coz znamen4, Zze a je hromadny bod
posloupnosti {a,}, a € M a tedy podle 1.1.6.4 a = max M.

Druha ¢ast tvrzeni se dokaze analogicky. [J

1.3.18 Véta (Bolzano [1781 — 1848|, Weierstrass [1815 — 1897])

Kazda ohrani¢ena posloupnost ma alespon jeden hromadny bod.

D.:

Bud {a,} ohrani¢ena posloupnost, h < a,, < H pro kazdé n € N.

Polozme My, = {a, : n > k}. My # 0, My, je shora ohraniena (H je jeji horni zavora). Existuje tedy
by, = sup My. Ziejmé by, > h pro kazdé k € N a ponévadz My, O M1, plati by > bi41. Tedy posloupnost
{br}72, je nerostouci a zdola ohrani¢ena. Podle 1.3.9 je {b;}72, konvergentni, klggo by = b.

Ukazeme, Ze b je hromadny bod posloupnosti {a, }.

Bud e > 0 libovolné. Existuje ko € N, Ze pro kazdé k > kg jest |by, — b| < €, neboli by < b+ ¢e. Pro k > ko
je také by, = sup{a, : n >k} > aj. Celkem ax < by < b+e.

Piipustme, Ze b neni hromadny bod posloupnosti {a,}. Pak v intervalu (b — €,b + ¢) lezi pouze kone¢ny
pocet ¢lenti této posloupnosti. To vzhledem k posledni nerovnosti znamena, ze existuje ng > ko takové, ze
pro k >mng je ap < b—e. Tedy i by = sup{a, : n >k} <b—ec.

Podle 1.3.5.1 je b = klgrgo b < b—¢, coz je spor. [

1.3.19 Dasledky

1.

2.

7 kazdé ohranicené posloupnosti 1ze vybrat posloupnost konvergentni.
D.: plyne z 1.3.16. O

Je-li mnozina hromadnych bodi posloupnosti prazdna, je posloupnost neohranicené.
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1.3.20

Definice

Bud {a,}22, posloupnost a M mnozina jejich hromadnych bodi.

e Necht M # (). Je-li posloupnost {a,} ohrani¢ena shora, klademe lim sup a,, = limsup a,, = max M, je-li

n—r00
{a,} ohrani¢ena zdola, klademe lim inf a,, = lim inf a,, = min M. Neni-li {a,,} ohrani¢ena shora, klademe

n—oo
lim sup a,, = oo, neni-li {a,} ohrani¢ena zdola, klademe lim inf a,, = —oo.
e Necht M = . Je-li posloupnost {a, } ohranien4 shora, klademe limsup a,, = liminf a,, = —oo, je-li {a,}
ohrani¢ené zdola, klademe lim sup a,, = liminf a,, = co. Neni-li {a,} ohrani¢ena shora ani zdola, klademe
limsup a,, = oo, liminfa, = —oco.

Cislo lim sup a,, se nazyva limes superior posloupnosti {a,}5° 1, ¢islo liminf a,, se nazyva limes inferior posloup-
nosti {an 4.

Stru¢né: imsup a,, je nejvétsi hromadny bod posloupnosti {a,}, pokud je tato posloupnost ohranicena

shora,
liminf a,, je nejmensi hromadny bod posloupnosti {a,}, pokud je tato posloupnost ohranicena
zdola.

1.3.17 ukazuje, Ze definice je korektni.

Analogickou uvahou jako v dukazu véty 1.3.18 lze ukazat, Ze

limsup = lim (sup{a,: n > k}),
n—00 k—o0
hnrr_1)1£f = kli)rgo(lnf{an cn>k}).

Ziejmé plati: liminf a,, < limsup a,,. liminf a,, = lim sup a,, pravé tehdy, kdyz existuje vlastni nebo nevlastni
limita lim a,,.

1.3.21

Definice

Posloupnost {a,} se nazyva cauchyovskd, jestlize ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé
n > ng a kazdé m > ng plati |a,, — a,| < e.

Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium konvergence)

Posloupnost {a,}5°; je konvergentni praveé tehdy, kdyz je cauchyovska.

1.3.22
D.:
7,:>“
77¢‘

Necht {a,} je konvergentni, lima,, = a. Bud € > 0 libovolné.
€ €

K 3> 0 existuje ng € N takové, ze pro n > ng je |a, — a| < 5 aprom > ng je |am —al < 7
€
2
Necht {a,} je cauchyovski. K ¢islu 1 existuje n takové, Ze pro n > n plati |a, — an| < 1, tedy
an — 1 <ap <ap+1.

Polozme h = min{ay, as,...,as—1,a7 — 1}, H = max{a,as,...,ar-1,ar+ 1}. Pak pro kazdé n € N
je h < a, < H, tedy {a,} je ohrani¢ena a podle 1.3.19.1 existuje vybrana posloupnost {a,, }32,

takova, ze lim a,, =a € R.
k— o0

Bud ¢ > 0 libovolné. K % existuje ko € N takové, ze pro kazdé k > kg je |an, —a| <

€
Tedy pro n > ng a m > ng plati |am—an|:|am—a+a—an|§|am—a|+|an—a|<54— =ec.

€

5"
SV . ) €

Soucasné existuje ng € N takové, Ze pro m,n > ng je |am — an| < 3

Bud n > ng libovolné. Zvolme ki > ko takové, ze ny, > no. Pak
€
2

€
|an—a|:|an—ankl—|—ank1 —CL|§|an—ankl|—i-|ank1 —a|<§+ =g,

tedy lima,, = a.
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1.4 Diferenc¢ni a sumacni pocet

1.4.1 Definice

Bud {ay}5°, posloupnost. Posloupnost {Aa,}>2 ; jejiz ¢leny jsou dany vztahem Aa, = ap4+1 — ay, nazyvame
(pruni) diference (vpred) posloupnosti {a,}52 ;.

Ziejmé plati: Posloupnost {a,} je rostouci (klesajici) pravé tehdy, kdyZ vSechny ¢leny posloupnosti {Aay, }

jsou kladné (zaporné).

1.4.2 Definice

Rekneme, 7e k € N je uzel posloupnosti {an}, jestlize ar, = 0 nebo agar—1 < 0.

1.4.3 Véta

Bud {a,} posloupnost, k € N. Jestlize ar > ar—1 a ar > agi1, pak k je uzel posloupnosti {Aa,}; jestlize
ar < ag—1 a ap < agy1, pak k je uzel posloupnosti {Aa,, }.

D.: Necht ap > ag—1, ar > apt1. Pak Aax = apy1 —ax <0, Aak—1 = a — ag—1 > 0, tedy (Aag)(Aag—1) < 0.

Necht ay > ar_1, ar = axy1. Pak Aay = agy1 — ax = 0.
Analogicky lze ukazat platnost druhého tvrzeni. O

1.4.4 Véta
Budte {an}, {b,} posloupnosti, ¢ € R. Pak plati

1. Alcan) = cAan,
2. Alan + by) = Aay, + Ab,,
3. Aan — bn) = Aay, — Aby,
4. A(anbn) = (Aan)bpi1 + an(Aby) = (Aay)by + ani1(Aby),

5. Pokud b, b1 # 0, pak A (‘bl_”> _ (Aan)by — an(Abn)

n bnbn+1
D.:
1. A(ean) = cany1 — can = c(ant1 — an) = cAay,.
2. Alan +by) = (ant1 +bny1) — (an +bp) = (ant1 — an) + (bny1 — bn) = Aay, + Ab,,.
3. Plyne z 1. a 2.
4. Plati
A(anbn) - an-l—lbn-i-l - anbn — an-l—lbn-i-l - anbn-l—l + anbn-l—l - anbn —

= (an—i-l - an)bn-i—l + an(bn—i-l - bn) = (Aan)bn + an+1 (Abn) ;

takze prvni vztah plati. Druhy plyne z prvniho a z komutativity nasobeni.

A T N R -
bn bn+1 bn bnanrl bnanrl
. an Aay, 1 Aay, Ab,, (Aay)by, — an(Aby,)
Podle 4. fjeA|l— | = Al — ) = —ay, = .
ot HyRe bn) bn+1 e (bn> bn+1 “ bnanrl bnanrl
(]

21



1.4.5 Definice

Budte {a,} posloupnost, m,k € N, m < k. Sumu clent posloupnosti {a,} v mezich od m do k definujeme

vztahem
k

Dot = am+amir - Fay.

i=m

1.4.6 Veéta
Budte {a,}, {bn} posloupnosti, c € R, m,k € N, m < k. Pak
k k
RTINS P
k - k_ k

D.: Plyne ptfimo z distributivniho a asociativniho zakona. []

1.4.7 Véta

Budte {a,} posloupnost, m,k € N, m < k. Ozna¢me [a,]%_,, = a — a,,. Pak plati
Z Aa; = [ag); k“ .

D.: } Aay = (@m+1 = am) + (@mt2 — @my1) + -+ (ak — ak-1) + (A1 — ar) = aGy1 — A O
Véta ukazuje, ze diference a sumace jsou v jistém smyslu inversni operatory.

1.4.8 Véta (Sumace “per partes”)

Budte {ay}, {bn} posloupnosti, m, k € N, m < k. Pak plati
k k

Z alAbl = [anbn]iiin — Z (Aai)bi+1 .
D.: Podle 1.4.7 a 1.4.4.4 plati
k k k
[ k+1 Z A az z Z Aaz 1+1 + a; Ab; ) = Z(Aai)bi+1 + Z a; Ab; .

O

Piiklad: Najdéte soucet 1 +4 +9 + --- 4+ n?.

?U(

3

Z}f — zj;ﬂ ((i+1) :éﬂm: P Z; Y(i+1) =

= n+1°=1=) ((+1)? =) (i+1) = n®+3n°+3n—-> (2i+1)(i+1) =
i=1 =1

= nP+3n7+3n— > (2 +3i+1) = n®+3n7+3n—» 1-3) i-2) i* =
1=1 =1 =1

=1

= n+3n%+3n-n-3

nin+1) 9 2n3 4+ 6n? + 4n — 3n? — 3n 9
sl oy - ! L2y,



Odtud

n

ZZ_Q 2n3 4+ 3n? +n n(n+1)2n+1)

6 a 6

=1

O

1.4.9 Véta (Sztolz [1842 — 1903])

1. Necht {a,}32 je posloupnost takova, ze lim a, = 0 a {b,}22; je ryze monotonni posloupnost takova,
n—oo

an

ze lim b, = 0. Jestlize lim =c € R*, pak také lim dn _ c.
n—00 n—oo Ab,, n—oo by,

Qnp

2. Necht {a,} je posloupnost a {b,} je neohranifena rostouci posloupnost. Jestlize lim = c € R*, pak

n—r oo n

take lim - = .
n—oo n
D.: 1. Necht pro ur¢itost je {b,}52; klesajici.
e ¢ € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje ng € N takové, Ze pro kazdé k € N, k > ng plati

Ak+1 — A Gk — Q41
brt1 —br  br —bra

c—¢e< <c+eg,

a ponévadz byt < by, plati
(¢ —&)(bk — brt1) < ap — apy1 < (c+€)(bk — b))
Tato nerovnost plati pro kazdé k > ng, tedy pro kazdé m,n € N, m > n > ng plati:

(c—e)bp —bpt1) < an—any1 < (c+&)(bn — bny1)
(c— 5)(bn+l —bny2) < Gpy1—Gpy2 < (C +&)(bny1 — bpy2)

(c—)bmor —bm) < amot —am < (c+) (Bt — ).
Sestenim téchto nerovnosti dostaneme
(c—&)(bp —bm) < ap —am < (c+¢€)(bp — bin).
Podle 1.3.5.2 a 1.3.6 je "%i_r)noo(c —&)(bp —bm) = (c—&) (b, — mlgnoo bm) = (¢ — €)by,.
Podobné n}iinoo(c +&)(by — bp) = (c+ €)bp, n}iinoo(an — ) = ayp. Tedy podle 1.3.5.1 je
(c—e)by < ap < (c+e)by, .
Ponévadz {b,,}22 je klesajici a nh_}ngo b, =0, je b, > 0 pro kazdé n € N a tedy

Gp,

c—e< —<c+e.

b
P “ 1, . s o 1 Qn

Tato nerovnost plati pro kazdé n > ng, coz znamena, ze lim — =c.
n—oo n

e ¢ =o00. Bud K € R libovolné. Existuje ng € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ng plati

ag+1 — A Ak — Qf41 K
brt1 —br b — br4a

Odtud pro kazdé m,n € N, m > n > ng dostaneme:

m—1
ar — Qgy1 > K(bk - bk-i—l) /
k=n
ap — @y > K(by — b)) / 7?151100
an "
- > K
bn ’
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Je-li

. P . Gnp
coZ znamené, ze lim — = oo
n—oo n

¢ = —o0. Analogicky jako predchozi pripad.

{bn}22, rostouci, provedeme diikaz analogicky.

Nejdrive dokdzeme pomocné tvrzeni: Jsou-li aq, ao, ..., i realna Cisla a By, fo, . ..
¢isla, m, M € R takova, ze pro kazdé i € {1,2,...,k} plati m < % < M, pak
i

itost ok < M.

Bi+ P+ -+ Pr
Diukaz provedem tuplnou indukei vzhledem ke k.
m < % < M je splnéno trivialné.

1

7 indukéntho predpokladu m < S92 F A1 ol

Br4Ba+ -+ Br—1

, Br. kladna realna

m(Pr+Be+ -+ Pko1) <ar+as+ - Fap—1 < M(Br+ P2+ + Br—1)

a z predpokladu tvrzeni
mpPr < ar < MpBx

dostaneme sectenim dokazovanou nerovnost.

¢ € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje ny € N takové, Ze pro n > n; plati

e a —a €
c— =< i <c+ <.
2 bpg1— by 2
Ponévadz {b,,} je podle pfedpokladu neohranicené a rostouct, lze bez ijmy na obecnosti pfedpokladat
bn, > 0.
Polozme a1 = Gny+1 — Gnyy X1 = Gny42 — Grytls- oy Qg = Gy — A1,

Bl = bn1+1 - b’n17 Bl = bn1+2 - bn1+17 cee 7ﬁk = bn - bn—l .

Podle pomocného tvrzeni je ¢ — = < 9n = Gy <c+ E, neboli
2 by, — bn, 2
n ~m _ < c
by, — b, 2"
Dale plati
a_n _ . ap — anl anl _ . Ap — anl bn - bnl anl _
. Ap — anl _ bn - bnl bn - bn1 anl _ .
- <bn o, > b b b T
_ n =y by, — bp, n (b, — by )C + ap, — cby,
bn - bnl bn bn
_ an —Gn, . 1 bﬂ Gpy — Chy, <
by — by, by by
a a b a cb
< n ny _ 1 _ ﬂ mn1 ni
- bn - bn1 ‘ ‘ bn * bn

bn bn . .
Ponévadz podle 1.3.12.5 a 1.3.12.4 je lim b—l =0apron >mnje b—l > 0, tak existuje

n—oo n n

nge € N, ng > ny takové, ze pron > ng plati 0 < 1 — # < 1, neboli

n

1—-—| < 1.
bn

-5
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. L .. Gy, —cby
Ponévadz lim —= L

n—oo

= 0, existuje ng € N takové, ze pro n > ng plati
n

Gy — Cbp, - €
b, 2
Tedy pro n > ng = max{ni,na, n3} plati
an E €
——c<z+to5=¢
bn 2 2 ’
- . . an
coZ znamené, ze lim — = c.
n—oo n
e ¢ = oco. Budte h € R, £ > 0 libovolna &isla.
Anp+4+1 — Qn

Pondévadz lim

= 00, existuje ny € N takové, ze pro k > ny je
n—00 Op41 — bn

Q41 — Ak

>2(h+¢),
bry1 — b ( )

neboli vzhledem k tomu, Ze byy1 — b, > 0
aky1 —ag > 2(h + &) (bgy1 — br) -
Sec¢tenim téchto nerovnic pro k£ od n; do n — 1 dostaneme

an = any, > 2(h+¢€)(bp — bp,)

4n On,

bn,
b >2(h+8)( —E)'i‘ b, .

bn n . .
Ponévadz podle 1.3.12.5 a 1.3.12.4 je lim b—l —0a lim 2™ — 0, existuje no € N, Ze pro n > ng
n—oo n n—oo n
plati
bn 1 bp, _ 1
b_nl <§, neboli l_b_nl>§

a existuje ng € N, Ze pro n > ng plati

Tedy pro n > ng = max{ni,na,n3} plati

n

|8

. P . Gp,
coZ znamené, ze lim — = oo
n—oo n

e ¢ = —oo. Analogicky jako predchozi pripad.

O
Poznamky:
e Piedpoklad o ryzi monotonii posloupnosti {b,}52 ; v prvni ¢asti véty obecné nelze vynechat.
1 -1
Je-li naptiklad a,, = — a b, = (=1) , pak lim a, = lim b, =0,
n n n—00 n—oo
apt1 — @ 4 -1 n—n-—1 (=™
lim ——" = lim ntl n = lim (-1)""'———— = lim = 0 podle 1.3.12.4, aviak
n—oo by — b,  n—o (—1)"+1(n—+1 +5) oo n+n+1 nooco2n+1

1
Z—n = (7")n = (=1)" a posloupnost {(—-1)"}>2, ={-1,1,-1,1,—1,1,...} je oscilujici.

n
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a —a
e Jestlize neexistuje vlastni ani nevlastni lim ntl " a ostatni pFedpoklady Sztolzovy véty jsou splnény,
n—00 0p41 — Op
a
nelze nic tvrdit o existenci lim —.
n—oo by,
. 9 (=™ 1 . . . . .
Je-li napriklad a,, = — b, = —, pak lim a, =0, {b,} je klesajici a lim b, = 0. Pfitom
n n n—00 n—o00

(G G Vi na P2+ (n+1)?

(=1)

Aa,  (n+1)2 a2 n2(n+1)2 (_1)n2n2+2n+1
Ab, 11 a n—(n+1) B n2+4+n
n+1l n nin+1)
22n% +2n+1 5 13 _ 25 41 _ 61 85 £ i
a posloupnost {(—1) S Sl {-2,48 -2 2 8L 85 .} nema limitu. Ale
(1" .
lim — = lim n? = lim (=1) =0
n

(n})?
(2n)!

Priklad: Rozhodnéte, zda posloupnost { } je konvergentni a pokud ano, urcete jeji limitu.

- 12
R.: Oznaéme a, = (n_) Pak pro kazdé n € N plati a,, > 0 a

(2n)!"
a1 ((n+DH2En) (n+1)? 4l onkpty 1 1
an e+ D)N®N2 T 2n+2)2n+1)  22n+1)  4A(n+i) 4 8n+i) T
sl vt 1 15,
T4 8(1+4d) T4 120 12

neboli a,41 < a,. To znamena, ze {a,} je klesajici, zdola ohraniena posloupnost a tedy podle 1.3.9
existuje ¢ = lim a, € R.
n—oo

Posloupnost {(2n)!} je rostouci a neohrani¢ena, tedy

= 1.

o = fim O gy (DD DT (n)2((n + 1) — 1)
n—o0o (2”)' n— o0 (2n + 2)! — (2”)' n—o00 ((2n)')2((2n + 2)(2n + 1) _ 1)
(n!)? lim n*+2n 142 1
(

= Ii — " = g-
anggo4+%+# g

neboli a = %a. Odtud a = 0. 0O

1.5 Elementarni funkce

A. Polynomy

1.5.1 Definice

Budte n € NU{0}, ag,a1,...,a, € R, a, # 0. Polynom (raciondlni funkce celistvd) je funkce tvaru
P(z) = apnz"™ + ap_12" 1 + - + a12 + ao.

Cislo n se nazyva stupen polynomu, znac¢ime n = st P.

Cisla ag, ai, - - ., an se nazyvaji koeficienty polynomu.

Je-li st P = 1, polynom se nazyva linedrni.

Je-li st P = 2, polynom se nazyva kvadraticky.

Je-li st P = 3, polynom se nazyva kubicky.
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Je-li st P = 4, polynom se nazyva bikvadraticky.
Cislo 0 nazveme nulovgm polynomem. Nepfifazujeme mu stupen.

(—o00,00), st P je lichy
Dom P =R, SP = ( [a,00), st P je sudy, a, >0 .
(—o00,a], stPjesudy, a, <0

Komplexni &isla: C = {a+ib: a,b € R}, kde i? = —1
(CLl + Zbl) + (CLQ + Zb2) = (a1 + CLQ) + Z(bl + b2)
(a1 +ibq) - (ag + ibg) = (a1as — b1ba) + i(asby + a1b2)
Je-lia=a+1ibe C, g eC pak

a=a—1ib — ¢islo komplexné sdruzené (konjugované)

|a| =vaa =va? + 1> — absolutni hodnota (modul) komplexniho ¢isla
atB=a+h

af =ap

a”=a" pron € N

aceR&sSb=0a=a
MnoZina komplexnich &isel s operacemi +, - spliiuje (R1) — (R9) z 1.1.7. Tvoii tedy pole. Toto pole nelze

usporadat.

1.5.2 Definice

Cislo « € C se nazyva kofen (nulovy bod) polynomu P, jestlize plati P(a) = 0.
Je-li a kofenem polynomu P, pak linearni polynom x — a nazveme korenovym faktorem polynomu P.

1.5.3 Zakladni véta algebry
Kazdy polynom stupné n > 1 s komplexnimi koeficienty mé komplexni koten.

Tato véta je znama od 17. stoleti. Prvni (chybny) pokus o diitkaz publikoval d’Alembert roku 1746, vétu
dokazal Gauss roku 1799.

1.5.4 Véta
Bud P(x) polynom, st P =n > 1. Cislo a € C je koFenem polynomu P pravé tehdy, kdyz existuje polynom Q,
st Q = n — 1 takovy, ze P(z) = (x — a)Q(x).
D.:
»,=“ Necht P(x) = apz™ + a,_12" "1 + -+ + a1z + ag, a je kofenem P. Pak
P(z) = P(x)—0=P(z)— Pa)=
= apr"+an 12"+t ar+ag — (@™ +an_ 10"+t aja+ag) =
= ap(@" —a™) +an_1(z" P —a" )+ +ai(r—a) +ag(l—1).
Pro kazdé k € N plati (2% — o*) : (z —a) = 21 + 2¥ 20 + 2¥ 302 + .- + 2a¥72 + oF L. Tedy
P(z) = ap(r—a)(@" 1 +2"2a+ - +a" Hta,_1(r—a) (@ 242" Ba+ - +a" )+ +ar (z—a).
Oznaéime Q(z) = a,(z" '+ 2" 2a+ - +a" Ht+a, 12" 2+ 2" 3a+ - +a" )+ +n
a dostaneme tvrzeni.
<= je ziejmé.

O

P(z), st P=n > 1. Podle 1.5.3 ma P kofen «y, a tedy P(z) = (x — a1)Q1(x).

Je-li st Q1 > 1, pak Q1(x) = (z — a2)Q2(z), tedy P(z) = (x — an)(z — a2)Q2(x).

Analogicky pokra¢ujeme a po n krocich dostaneme P(x) = ap(z — a1)(x — ag) -+ (z — o).

Miize se stat, 7e o = ag = --- = ag, k < n. Pak (z — a1)(z — a2)---(z — ag) = (z — a;)F. Celkem
P(z) = an(x — 1) (x — a)2 - (z — ap )P, piicemz ki, ko, ... km €N, by + ko + -+ Ky = n.

27



1.5.5 Definice

Cislo o € C se nazyvéa k-ndsobnyj koren polynomu P(z), jestlize P(z) = (z — a)*Q(z), kde Q(x) je polynom
nemajici kofen a.
(1-nasobny kofen se nazyva jednoduchy.)

1.5.6 Véta (o rozkladu polynomu na kotenové faktory)
Necht P(x) = apa™ + ap_12" "1 + -+ a12 + ag je polynom, st P = n > 1. Necht aq, s, ..., q,, jsou viechny
jeho navzajem ruzné kofeny, pricemz o je ki-nasobny, as je ko-nasobny,. .., a., je k,,-nasobny. Pak

P(z) = ap(z — a1)" (& — ag)* - - (2 — a) ",

ki,koy....km €N, k1 +ko+ -+ kp=n.

Disledek: Polynom stupné n ma pravé n kofent, jestlize k-nasobny kofen pocitame k krat.

1.5.7 Priklad
Plx) = a+2'+23-22—a2-1 = 2@ +2+1) - (22 +2+1) = @®-1)(2®+2+1) =
2 2
= (z-D@*+z+)@%*+z+1) = (a:—l)(:z:—(—%—i—i@)) (x—(—%—i@ )

1.5.8 Véta

Necht polynom P(z) = an,a™ + an_12" 1 + -+ + a1x + ag ma reélné koeficienty a komplexni kofen a. Pak ma
také komplexné sdruzeny kofen & a nésobnosti kofent o a & jsou stejné.

D.: Prox€RjeZ=uxatedy P(x) =ap,Z" + Gp 12" 1 + -+ a9 = anz™ + ap_12" 1 + -+ +ag = P(x).
Podle 1.5.6 je P(z) = an(x — 1) (z — ag)*2 -+ (z — ayn)P a tedy
P(z) = an(x — ay)" (x — a)*2 - (z — @)*. Z rovnosti P(z) = P(z) plyne tvrzeni. O

Polynom s realnymi koeficienty se nazyva redlny polynom.

1.5.9 Véta (o rozkladu realného polynomu v readlném oboru na ireducibilni poly-

nomy)
Bud P(x) = apz™ +ap_12" ' 4+ a1z +ag realny polynom, st P = n > 1. Necht oy, aa, . . .,y jsou vechny
jeho reéalné koreny, pricemz «q je ki-nésobny, ..., ., je kn-nasobny. Necht aq 4+ 1iby, as +ibs, ..., a, £ ib, jsou
vSechny jeho imaginarni kofeny, pficemz a; + by je ly-nasobny, ..., a, = b, je [, nasobny. Pak je

P(z) = an(z — a)™ (z — a2)" - (& — o) (@ — a1)® + b3]" (& — a2)® + B3)"* - [(@ — ar)® + B3],
ki+ko+---+ky+200+20+---4+2l,.=n.
D.: Podle 1.5.6 a 1.5.8 v rozkladu polynomy P(z) vystupuje soudin faktora

(z = (a; +ib;))" (x = (aj — b)) = (2? — (a; +ibj)z — (a; — ibj)z + (a; + ibj)(a; — ib;))"i =
= (2 — 2052 4 a3 + b +i(a;b; — a;b))) = (22 — 2a;2 + a3 + 7)Y = [(x — a;)* + b3]5. O

Faktory (z—a;)*+b3 se nékdy nahrazuji kvadratickym polynomem 2 4p;z+g; se zipornym diskriminantem

p; — 4q;.

1.5.10 Priklad

Viz téz 1.5.7. ) )
x5+w4+x3—w2—x—1:(:c—1)(w—(—%—i—i?‘?’)) (x—(—%—zg’)) :(x—l)((:v+%)2+%)
nebo 2%+t + 23 —2? —x - 1= (v - 1)(2® + 2+ 1)2



B. Racionalni funkce

1.5.11 Definice

P(x)
Q(x)

Je-li st P < st @, funkce R se nazyva ryze lomend; je-li st P > st @, funkce R se nazyva neryze lomend.

Budte P(z), Q(x) nenulové polynomy. Funkce R(z) = se nazyva raciondlni lomend funkce.

Dom R =R\ {aq, aa,...,ar}, kde ag, as, ..., aj jsou viechny realné kotfeny polynomu Q(z).

Je-li R(z) neryze lomend, lze provést naznacené déleni. Vysledkem je polynom S(z) a zbytek — polynom

)az
T(x), ktery je bud nulovy nebo stT < st Q. Tedy R(z) = S(z) nebo R(z) = S(x) + TExi

Odtud plyne, ze
Q
T

plati

1.5.12 Poznamka

Neryze lomena funkce je bud polynomem nebo ji lze vyjadrit jako soucet polynomu a ryze lomené funkce.

1.5.13 Lemma
P(x)

Bud R(z) = 0 ( ) ryze lomend racionéalni funkce a necht « je realny k-nasobny kofen polynomu Q(z), tj.
Q(z) = (z — a)*Q1(7), Q1(a) # 0. Pak existuji redlna &isla ay, as, ..., a) takova, ze pro viechna x € Dom R
plati

P(x) aj, ap—1 as aq Py ()

(z) (x —a)*Q1(z) (v —a)k * (z — a)k-1 Tt (z —a)? * T — + Q1(z)’
kde P;(z) je bud nulovy polynom, nebo st P; < st Q.

P(x) _ LI P(z) — aQq(x)
ng —a)fQi(z)  (z-a)  (z—a)fQu(z)
Polozme a = aj, = @) . Pak P(a) — ar@Q1(a) =0

1(@)
Je-li P(x) — ar@Q1(x) nulovy polynom, tvrzeni plati.
Necht P(z) — arQ1(x) neni nulovy. Pak « je jeho kofen a podle 1.5.4 je P(x) — apQ1(x) = (z — o) P (2),

P(x) ay Py(x)

G- afim)  @—afF  @-a) ()

Stejny postup aplikujeme na racionalni funkci

D.: Prokazdé a € R je

Py ()
(z — a)*=1Q1(z)

a po k krocich dostaneme tvrzeni. [J

1.5.14 Lemma

Bud R(z) = gg;

Q(r), tj. Q(z) = [(x — a)® + b?*]"Q1(x), Q1(a + ib) # 0. Pak existuji realna &isla my,ny, ma,na, ..., My, Ny,
takova, ze pro vSechna z € Dom R plati

ryze lomena racionélni funkce a necht o = a + b je imaginérni r-nasobny koten polynomu

P(z)
R(z) = =
(@) [(z = a)? + 0?]"Q1(z)
myex + Ny My 1T + Ny Mo + No mix + ny Py (x)

a2+  [w—aZ+0 1 T [moar 0 @l Qi)

kde P;(z) je bud nulovy polynom, nebo st P; < st Q1.
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: ro kazda dvé m.,n je P(x) - mr+n P(z) — (mx +n)Q: ()
D.:  Pro kaadd dvé myn € R je o Sorm s = o ot T T 0 ()
P(a) P(a+1ib) q _ pb—qa

Necht Ol = Orla+ i) = p + iq. PoloZzme m = m,. = 3 n=n,= b Pak je
P(a) = (mra+n)@Qi(@) = Pla)— (fa+ilb+p- L) Qi(a) = Pla) - (p+ig)Qi(0) =
— Pl g = 0.

Je-li P(x) — (myx + n,)Q1(x) nulovy polynom, tvrzeni plati.
Necht P(z)— (m,z+n,)Q1(x) neni nulovy. Pak je ¢islo « jeho kofenem. Podle 1.5.8 je také & jeho kofenem
a P(z) — (myx +n,)Q1(2) = (z — a)(z — @) Pr(z) = [(x — a) + b*|P(2),

P(x) __ mpztony n P.(x
G=aP + BT ~ -+ B [=ap s BT

Stejny postup aplikujeme na racionalni funkeci T a po r krocich obdrzime tvrzent. []

(e — a2 + 577~

mx +n

(x — )k’ [(z—a)?2+ 02" —1

7 1.5.13 a 1.5.14 plyne

Zlomky tvaru nazyvame parcidlni zlomky.

1.5.15 Véta (o rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky)
Kazdou ryze lomenou racionalni funkci Ize rozloZit na soucet parcialnich zlomki. Kazdému realnému k-nasob-
nému kofenu a jmenovatele odpovida skupina zlomka
ag ak—1 a2 a
(x —a)f  (z—a)k1 (x—a)?2 z-—«

a kazdému imaginarnimu r-nasobnému kofenu a + b jmenovatele odpovida skupina zlomku

My + Ny My 1T + N1 mox + No mix + ny

[ I T P PR o S [P Ry ) P prampm Ry

1.5.16 Poznamka

Koeficienty v rozkladu racionalni funkce lze vypocitat postupem naznacenym v ditkazech pomocnych vét 1.5.13
a 1.5.14. V praxi se v8ak pouziva metoda neurcitych koeficienti:

NapiSeme forméalni tvar rozkladu se zatim neurc¢enymi konstantami. Celou rovnost vynasobime polynomem
Q(z). Tim obdrzime rovnost mezi polynomy platnou pro vSechna z s vyjimkou kofeni @Q(x). Porovnanim
ur¢itych koeficienti na levé strané a neurcitych koeficienti na pravé strané obdrzime rovnice pro neznamé

konstanty.
Do zminéné rovnosti mezi polynomy lze téz dosazovat konkrétni realna nebo komplexni ¢isla. Vyhodné je

napiiklad dosazovani realnych kofend jmenovatele Q(x).

322 — 5+ 8
3 —222 +2x—2°

R.: Rozklad jmenovatele: 3 — 222 + 2 -2 =2%(x — 2) + =z — 2 = (2% + 1)(z — 2)

Priklad: Rozlozte na parcialni zlomky funkci

2 _
Formélni tvar rozkladu: 3 5z +8 — i M
3 — 222+ —2 z—2 2 +1
322 —5x+8 = A(@?+1)+ (Bx+C)(z—2)
322 — 52 +8 = (A+B)2®>+ (C —2B)x+ (A —-2C)

Dosadime £ =2:12—10+8=A4-5 —>A A8:2
Koeficient u 2°: 8 = A—-20 — (C=—"—"=_3

2

Koeﬁcientu:z:2§3:A—|—B — B=3-A=1.
3z —5xr+ 8 2 r—3

Celkem: = .0
erem 3 —222 +x—2 x—2+x2—|—1
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C. Funkce exponenciilni a logaritmicka

Jde o zavedeni obecné mocniny a” pro a € R, a >0, z € R.

1 n
xr=neN:a"=ag-a- - a z=—cQ: an = {/a je &slo splimjici (a%) = a;
S— n
n krat m
r=0:a"=1; r=—¢cQ: ar = Yam = (/a)"
n
1
r=-n€z:a"=—
an
a® - a¥ = a" Y
T T Yy
Pro v8echna z,y € Q, a > 0 plati: 4 g a>lz<y=a <a
a¥y O<a<l,z<y=a®>d’

(@) = a™

Poznamenejme, Ze podle 1.1.17 ke kazdému x € R existuje posloupnost racionalnich ¢isel {z,} s limz,, = x.

1.5.17 Lemma

Bud a € R, a > 0, z € R. Je-li {x,,} libovolna posloupnost racionalnich ¢isel takova, ze lim a,, = z, pak existuje
lima*" = a € R. Pfi tom je a > 0 a « nezavisi na volbé posloupnosti {z,,}.

D: e Necht a > 1. Bud {z,} neklesajici posloupnost racionalnich ¢isel s limitou a.
Z 21 <y < x3--- plyne ™ < a" < a®3--- atedy {a®} je neklesajici.
Bud t € Q, t > x. Pak t > x,, pro kazdé n a tedy a’ > a® pro kazdé n, coz znamena, %e {a®"} je shora
ohranicena a tedy podle 1.3.4 existuje lima® = a € R, a > a®" > 0.
Bud {y,} libovolna posloupnost racionélnich ¢isel s limitou x.
Polozime z,, = y,, — x,,. Pak y,, = 2z, + z,, a podle 1.3.6 je lim z,, = limy,, — limz, =2 — 2 =0,
a¥n = a* T = g*n g UkdZeme, Ze lim a®» = 1:

1
Podle 1.3.8 je lim {/a = lima» = 1. Tedy lima™# = lim

an

ny € N, iepronznlje1—5<a% < 1+ ¢, a existuje ng € N, Zepronznzje1—5<a’% <l+e.
1 1

Tedy pro m = max{nj,na} platil —e <a m <1l <am < 1+e.

Ponévadz lim z,, = 0, existuje ng € N takové, ze pro n > ng je —% < 2Zp < % a tedy

= 1. Bud ¢ > 0 libovolné. Pak existuje

l—e<am<a*™ <am < 1 + €, coZ znamena, Ze lim a*» = 1.
e Necht a = 1. Tvrzeni je trividlni, nebot 1*» =1 pro kazdé z, € Q.
e Necht 0 <a < 1. Pakb= é > 1. Je-li {x,,} libovolna posloupnost racionalnich ¢isel s limitou x, pak podle
prvni ¢asti dikazu existuje 8 = lim b*~, pficemZ 5 > 0 a [ nezéavisi na volbé posloupnosti {x,, }. Podle
1

1.3.6.5 existuje lim a*» = lim — = —. [J

b B

1.5.18 Definice

Bud a € R, a > 0. Ezponencidlng funkce f(x) = a”* je definovana pro kazdé = € R predpisem a” = lim a”", kde
{zn} je libovolna posloupnost racionalnich &sel s limitou z.

1.5.19 Véta

Necht a € R, a > 0, a # 1. Exponencialni funkce f(z) = a® ma vlastnosti:

1. Dom f =R, f C (0,00).
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2. Pro kazda dvé z,y € R plati: a®a? = a*1Y,

(a®)¥ = a®Y.
3. Pro a > 1 je rostouci, pro 0 < a < 1 je klesajici.

D: 1. Plyne pfimo z definice a z 1.5.17.

2. Tvrzeni plati pro z,y € Q. Necht z,y € R a {z,,}, {y.} C Q takové, ze x,, = x, ¥y, — y.

a®a¥ = lim a*» lim ¥ = lim a*"a¥" = lim a® ¥ = ¢®*¥ nebot lim(z, + yn) = = + .
xT

& ey analogicky.

Yy
;: n € N: (aw)y = (aw)n =a®. g% -...qg% = gTtettT = gnz
—
n krat
1

y=-né€Z (a*)¥ =(a*) " =

y= @ E@Z (ai)% — n (am)m = Yqgrm
K soucasné (a”¥)" = (a”% ) = a*™ = /a*™ = a™
takze a®¥ = (a®)" = (a®).
y € I: zvolme {y,} C Q, y, — y. Pak (¢*)¥ = lim(a®)¥" = lim a®¥" = a™¥
podle 1.5.20 (tuto poznamku totiz muZzeme povazovat v této chvili jiz za dokazanou, nebot v jejim
diikazu je vyuzit pouze prvni vztah z ¢asti 2., ktery je jiz dokizéan), nebot lim zy,, = zlimy, = xy.

)

3. Necht a > 1, z,y € R, x <y. Zvolme u,v € Q, x <u < v <y. Plati a* < a".

Bud {z,} neklesajici posloupnost racionalnich ¢isel s limitou = a bud {y,} nerostouci posloupnost racio-
nalnich ¢&isel s limitou y. Pak

T, <z < u, coZz znamena, ze o’ < a* a tedy lima®™ = a” < u.

v <y < yn, cOZ znamena, ze a¥ > a a tedy lima¥» = a¥ > v.

Z nerovnosti a* < a” plyne a* < a¥.

Pripad 0 < a < 1 analogicky. [J

Pozdsji (1.7.17) bude dokazéano, ze Sf = (0, 00).

1.5.20 Poznamky

L Jeliz="¢ Q, definice 1.5.18 souhlasf s definicf a7 . (Stadi volit x,, = m pro kazdé n € N.)
p p

2. Je-li {z,,} libovolna posloupnost realnych ¢isel s lim z,, = x, pak lim o™ = a”.
D.: Pro kazdé n € N zvolime y,, € Q tak, aby x, — % < yn <z, (to lze podle 1.1.17).
Podle 1.3.7 je limy,, = x. Tedy lima¥~ = a” a dale

lim @™ = lim @¥»T#»~¥n = lim a¥" lim a* " = a” lim a®» ¥
a analogicky jako v dikazu 1.5.17 ukdzeme, zZe lim a*»~¥» = 1. [J

1 n
Z exponencialnich funkci ma nejvétsi vyznam funkce f(x) = e, kde e = lim (1 + —> . Nékdy se oznacuje
n

e” = exp . Tuto funkci nazyvame prirozend exponencidlni funkce.

1.5.21 Definice

Bud a € R, a > 0, a # 1. Inversni funkece k funkei f(x) = a” se nazyva logaritmickd funkce. Zna¢ime ji log, x.
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1.5.22 Véta
Bud a € R, a >0, a # 1. Funkee f(z) =log,  méa vlastnosti:
1. Dom f = (0,00), Sf = (—00, ).
2. Pro kazda dvé z,y € (0,00) plati: log,(zy) = log, = + log, v,

loga (E> = 1Oga T — 1Oga Y,
Y
pro z € (0,00) a y € R plati: log, z¥ = ylog, =.

3. Je rostouci pro a > 1 a klesajici pro 0 < a < 1.

D: 1., 3. Plyne z 1.5.19 a obecnych vlastnosti inversnich funkei.

2. Ozna¢me log, x = u, log,y =v. Pak ¢ =2, a" =y a

xy = a"a’ = a" Y, tedy log,(ry) = u+ v =log, = + log, v,
T a® B T
5 == a*~ v, tedy log, <§) =u—v=log,r —log, v,

¥ = (a*)¥ = a"¥, tedy log, z¥ = uy = ylog, x. O

1.5.23 Poznamka

1
Budte a,b € R, a >0, b >0, a#1#b. Pro kazdé z € (0,00) plati log, x = 12?2
_ log,, =
D.: y=log,x. Pak b¥ =z a tedy ylog, b = log, b¥ = log, z. Odtud y = Tog. b

a

Podobné jako u exponencialni funkce ma nejvétsi vyznam logaritmicka funkce log, x. Znadci se Inx a nazyva
prirozend nebo prirozeny logaritmus.

. . . . .. . Inx
Libovolny logaritmus lze prevést na pfirozeny: log, x = o
na

Také obecnou exponencialni funkci lze prevést na prirozenou, nebot pro a € R, a > 0, x € R plati

emlna _ (elna)w -

D. Mocninna funkce

1.5.24 Definice

Bud a € R. Funkce f(x) = 2% definovana vztahem z% = e*!"* se nazyva obecnd mocninnd funkce.

1.5.25 Véta

Bud a € R. Mocninna funkce f(x) = 2 ma vlastnosti:

1. Dom f = (0,00), Sf = (0,00).
z\* ¢
2. Pro kazda dvé z,y € (0,00) plati: (zy)® = z%y?, (—) =—.

3. Je rostouci pro a > 0 a klesajici pro a < 0.

D: 1. Plyne z 1.5.19.1 a z 1.5.22.1.
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2. (xy)a N Inzy _ ea(l]ﬂ z+lny) _ ealn;ﬂea Iny _ xaya.
Druhy vztah analogicky.

3. Buda>0,0<z< y Pak podle 1.5.22.3 je Inz < Iny a tedy alnz < alny. Podle 1.5.19.3 je také
alnz < ealny, tJ ¢ < y .
Pro a < 0 analogicky. [

1.5.26 Poznamka

Mocninna funkce f(z) = 2® mé v nékterych specialnich piipadech defini¢ni obor §irsi nez (0, 00). Zejména:
Je-li a € NU {0}, pak Dom f = (—o0, 00).
Je-lia € Z, a <0, pak Dom f = (—00,0) U (0, c0).
Jediag=2 € Q, meZ, neN, m,n nesoudélna a n liché, pak pro
n
a >0 je Dom f = (—00,0),
a <0 je Dom f = (—00,0) U (0, 00).

E. Funkce goniometrické a cyklometrické

Na jednotkovou kruznici se stfedem v po¢atku naneseme od bodu A = (1,0) oblouk délky |z| v kladném

smyslu pro x > 0 a v zdporném smyslu pro z < 0. Obdrzime bod B, jehoz prvni soufadnici oznac¢ime cosz a

druhou sinz. Dale klademe tgz = w, cotgx = s T

sinz |
Tento popis neni definici, nebot se pouZiva vagni pojem ,délka oblouku“, ktery nebyl pfesné zaveden. Go-
niometrické funkce sin, cos, tg, cotg tedy nejsou zatim pfesné definovany. Ponévadz jsou ale velice uzitecné,

budeme je pouzivat jiz pred jejich presnym definovanim.

Vlastnosti goniometrickych funkeci:

1. Domsin = Dom cos = R,
Ssin = S cos = [—1,1],
Domtg = R\ {Z + k7 : k € Z}, Domcotg = R\ {k7: k € Z},
Stg = Scotg = R.

2. sin, cos jsou periodické se zakladni periodou 2,

tg, cotg jsou periodické se zakladni periodou 7.

3. sin je rostouct na [—F + 2km, 5 + 2kx], klesajici na [ + 2km, 3T + 2kn], k € Z.
cos je rostouci na [(2k — 1), 2kw], klesajici na [2km, (2k + 1)7], k € Z.
tg je rostouci na (=% + km, § + k), k € Z.
cotg je klesajici na (kr, (k + 1)m), k € Z.

4. sin, cos, tg, cotg jsou liché, cos je sudé funkce

s 02 2. — : _ TN s o TN _ (T
5. sin“x +cos®x = 1, tgacotgx = 1, sina = cos(x — §) = cos(§ — ), cosz = sin(z + §) = sin(§ — )
pro vSechna pripustna x.

6. Souc¢tové vzorce: sin(z + y) = sinxcosy + siny cos x, sin(z — y) = sinx cosy — siny cos x,
cos(z +y) = cosx cosy — sinxsiny, cos(z —y) = cosx cosy + sinx siny,
tgr +tgy
tg(r +y) = —=——=—,
1—tgztgy
sin2x = 2sinz cos x, cos 2z = cos? x — sin®
1 —cosz . 1+cosz
|sin &| = — |cos 5| = —
sinz + siny = 2sin 1% cos LY sinx—siny:2cosw+”sin%,
y _ — 94 r+y —y
cosx—i—cosy—Qcos 5 2 , cosT — cosy = —2sin sin £ 5

sinzcosy = (sin(x +y) + sin(x — y)),
coszcosy = 5(cos(z +y) + cos(z — y)), sinzsiny = 3(cos(z — y) — cos(x + y)).
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B
7. Jsou-li A,B € R, A#0pak Asinz + Bcosx = Psin(z + q), kde P =V A2 + B2, tgq = T

D.:
B
tngsiﬂzﬁz\/m7
Cos q A A
VAT B?
— <L<1 —1<L<1
JA2 5B ’ s
A . B
=i 0 Tz

A B
Asinz + Bceosz = \/A2+B2( sinz + Cosx) =
‘/A2+B2 ‘/A2+B2
VA2 + B2 (cosgsinz + singcosz) = v/ A2 + B2 sin(z + q).

Funkce cyklometrické jsou funkce inversni k funkcim goniometrickym.
Ve vsech piipadech je nutno zuzit defini¢ni obor pfislusné goniometrické funkce tak, aby funkce byla ryze

monotonni (tedy prostd). Je pfirozené tento interval vzit ,,co nejblize poc¢atku®.

sin -3, 3]
oS . [0, 7]
Pro vezmeme interval oo
tg (=3:%)
cotg (0, )

Funkce cyklometrické se nazyvaji arcus a znac¢i se arcsin, arccos, arctg, arccotg.

Vlastnosti cyklometrickych funkci

Sarccos = [0, 7]

1. Dom arcsin = Dom arccos = [~1, 1], Sarcsin = [-5, 5],
Sarccotg = (0, 7).

Dom arctg = Dom arccotg = R, Jarctg = (=5, 5),

2. Pro kazdé x € [—1, 1] plati arcsinz 4 arccosz = 7.
D.: y=arcsinz, v =siny = cos(§ —y) = arccosx =5 —y;y € [-5, 5] = 5 —yc[0,7]. O

3. Pro kazdé x € R plati arctg x + arccotgzr = 3.

siny  cos(§ — .

D.: zeR, y=arctger =2 =tgy = = —= y):cotg(%—y):arccotg:vz§—y.D
cosy  sin(§ —y)

F. Dodatek

e Polarni souradnice r, ¢.
Transformace kartézskych soufadnic na polarni:

-

Y . €z . Y
 je TeSenim soustavy rovnic cos p = ————, singp = ———,
.’II2 + y2 /.’II2 + y2
arctg £ + 2k, x>0
tj. o = 5 +km, z=0

arctg £ 4+ 2k +1)m, =<0

Transformace polarnich soufadnic na kartézské: © = r cos ¢
Yy =rsing
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e Parametrické vyjadreni
Budte ¢, 9 funkce, J C Dom ¢ N Dom 1) interval.

z = p(t),
Yy = 1/)(15)7 teJ

je tzv. parametrické vyjadieni néjaké podmnoziny R2.

1.6 Limita funkce

1.6.1 Definice

Rekneme, Ze funkce f md v bodé o € R* limitu a € R* a piSeme ILm f(z) = a, jestlize ke kazdému okoli O(a)
xr o

¢isla a existuje ryzi okoli O(xg) \ {zo} ¢isla xo takoveé, ze pro kazdé x € O(xg) \ {zo} je f(z) € O(a).

Definice dostane konkrétni tvar podle toho, zda zy € R nebo xp = 00 a a € R nebo a = +o0:
1. Vlastni limita ve vlastnim bodé

e 50 R, acR: lim f(x)=a & (Ve>0)(30 >0)(Vz)(0 < |z —xzo| < = |f(x) —a| <e)

xr—rxo

2. Nevlastni limita ve vlastnim bodé

e 1R, a=0c0: lim f(z)=00 & (VheR)(I > 0)(Vx)(0 < |z —x0| <= f(x) > h)

Tr—rTo

e 50 R, a=-0c0: lim f(z)=-00 < (VheR)(Id>0)(Vz)(0 < |z —x0| <= f(x) <h)

T—rT0o

3. Vlastni limita v nevlastnim bodé
e rp=00,ac€R: lim f(z)=a & (Ve>0)(FheR)(Vz)(x >h=|f(z) —a| <e)
T—r 00
e rp=—00, a €R: lim f(z)=a & (Ve >0)(3h e R)(Vz)(x < h=|f(x) —a| <e)

T——00
4. Nevlastni limita v nevlastnim bodé
e rp=00, a=00: lim f(z)=00 & (VheR)(Fk eR)(Vx)(x >k = f(x)>h)
T—r 00
e 1) =—00, a=00: Egl fz) =00 & (VheR)(Ik e R)(Vz)(z < k= f(z)>h)

e 1) =00, a=—00: xhﬁngof(:zr) =-c0< (VheR)(Fk eR)(Va)(x > k= f(x) <h)
® Iy =—00, a=—00: lim f(zx)=-c0< (VheR)(Fk eR)(Va)(z <k= f(z) <h)

Tr—r—00

1.6.2 Poznamky

1. V definici 1.6.1 se nevyskytuje zadny pozadavek na f(zg). Existence a hodnota lim f(x) nezavisi na tom,
rT—xo

zda x¢ € Dom f, a pokud ano, tak nezavisi na hodnoté f(zo).

Existuje-li v8ak lim f(x), musi byt funkce f definovana v n&jakém ryzim okoli bodu xg.
Tr—rTo

2. Budte f, g funkce, g € R* a necht existuje lim f(x) = a € R*. Jestlize existuje ryzi okoli O(zg) \ {zo}
Tr—rT0o
bodu zy takové, ze pro kazdé z € O(zo) \ {xo} je f(x) = g(x), pak existuje také lim g(z) a plati
rT—rTo

lim g(z) = a.

xr—rxo

3. Logickou negaci definice 1.6.1 obdrzime vyrok ,neplati ILm f(z) = a*: Existuje okoli O(a) bodu a takové,
xr o
ze v kazdém okoli O(xg) bodu zg existuje ¢islo = takové, ze f(z) & O(a).
Jestlize neplati lim f(z) = a, pak bud lim f(x) =b # a nebo lim f(z) neexistuje.
T—T0o T—To

xrT—rxo

4. Existence a hodnota limity funkce f v bodé z( je lokélni vlastnosti této funkce.
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1.6.3 Priklady

1. lim 22 = 0.

x—0

D.:

2. lim g(z) =0 pro g = {
z—0

D.:

Bud ¢ > 0 libovolné. Polozme 6 =/z. Je-li 0 < |z — 0| = |z < § =/¢, pak 2% — 0| = |2?| = |z]? < e.
(]

22, x#0
1, =0

Stejné jako v 1. [J

3. lim x(«) neexistuje.
x—0

D.:

Pripustme, Ze lim x(z) = a € R.
z—0

Necht a # 0. Polozme ¢ = % > 0. Bud § > 0 libovolné a = € (—4,9) N 1. Pak

lal . lal

= 0 —_

x(x) 4 (a 5015
Je tedy a = 0. Polozme ¢ = £ > 0. Bud § > 0libovolné¢ a z € (—§,6)NQ. Pak x(z) =1 & (—

Nemiize tedy byt lim x(z) =a € R.
x—0

[N
~—

3

N|=

Pripustme, Ze 111% x(z) = oo. Avsak pro libovolné x € R je x(z) € {0,1}, tedy pro h > 1 nemize byt
T—

x(x) > h pro zadné x € R.
Z podobnych divodt nemize byt 1imo x(x) = —o0. O
T—

1.6.4 Véta (Heineova podminka [1821 — 1881])

Funkce f ma v bodé xyp € R* limitu a € R* pravé tehdy, kdyZz pro kazdou posloupnost {z,}52; C Dom f
takovou, ze lim x, = xg a x,, # 29 pron € N plati lim f(x,) = a.
n—oo n—oo

D.:

143
77:>

O

Necht lim f(z) = a € R* a necht {x,} je posloupnost splitujici predpoklady.
xr—rxo

Bud O(a) libovolné. Pak existuje ryzi O(zg) \ {xo} takové, ze pro x € O(xo) \ {zo} je f(z) € O(a).
Ponévadz x, — xo, 2, # Zo, existuje ng € N takové, ze pro n > ng jest z, € O(zp) a tedy
f(zn) € O(a), coz znamena, Ze ILm f(zyn) = a.

Necht plati tvrzeni véty.

Zvolme libovoluou {z,}, =, — xo, x, # xo. Pak existuje lim f(z,) = a € R*. UkdZeme, Ze
n—oo
lim f(z)=a
xrT—rxo
Piipustme, Ze existuje O(a) takové, Ze v kazdém ryzim okoli O(zg) \ {xo} bodu zg existuje = takove,
ze f(z) ¢ O(a).
o € R (wo) = (wo—— fEO)U(fL’Q,fL’Q"’%)
Je-li zg = o0 polozime (9 (x0) = (n,00)
zo = o0 O, (w0) = (~o0
Pro libovolné n € N existuje y, € O, (xo) takove ze f(yn) € O(a). Z konstrukce O, (z¢) plyne, Ze

Yn — X0, Yn # To a tedy lim f(y,) = a. To oviem neni mozné, nebot f(y,) € O(a).
n—oo

1.6.5 Poznamka
Necht lim f(x) = a € R* a necht pro kazdé n € N je a,, = f(n). Pak lim a, = a.
Tr—r00

n—oo

D.: Bud O(a) libovolné. Pak existuje k € R takové, ze pro x > k je f(z) € O(a).
Volme ng = [k] + 1. Pak pro n > ng je a, = f(n) € O(a) a tedy ILm f(z)=a.O
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Heineova podminka umoziuje pfevadét vlastnosti limity a nevlastni limity posloupnosti na vlastnosti limity
funkce:

1.6.6 Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium pro existenci vlastni limity)

Funkce f ma v bodé zy € R* limitu a € R pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje ryzi okoli
O(xo) \ {zo} bodu zg takové, ze pro kazdé dva body z1,z2 € O(zg) \ {xo} plati | f(z1) — f(z2)] < e.

D.:

1.3.22a1.6.40

1.6.7 Véta (vlastnosti limity)

1.

Kazda funkce ma v libovolném bodé zy € R* nejvyse jednu limitu.
(viz 1.3.3)

Ma-li funkce f v bodé xg € R* vlastni limitu, pak existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je funkce f

ohranicené.

(viz 1.3.4)

Jestlize 1Lm f(z) =a > 0 (resp. lim f(z) = a < 0), pak existuje ryzi okoli O'(zg) bodu zy takové, ze
T—rT0 T—To

pro kazdé x € O'(zo) je f(x) > 0 (resp. f(x) < 0).

D.: Necht lim f(z) =a >0abud ¢ = g > 0. Existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé x € (xg — d,20) U

xrT—rTo
(0,0 +9) je f(x) € (a —€,a+ ¢€), zejména tedy f(x) >a—¢e = g > 0. Platnost druhého tvrzeni

ukazeme analogicky. [J
Necht lim f(z) =0, xo € R* a necht existuje ryzi okoli bodu x¢, v némz je funkce g ohranicena. Pak je
Tr—rT0o
Jim f(z)g(z) =0.
(viz 1.3.5.3)

Necht zp € R* a lim f(z) =a € R, ILm g(xz) =b e R. Pak
r—x0

xr—rxo
e existuje lim |f(z)| a plati lim |f(z)| = |al,
T—x0 T—To
e cxistuje lim (f(x) + g(z)) a plati lim (f(z) + g(z)) =a + b,
Tr—rT0o xr—rxo

e existuje zhﬁnzlo(f(:zr) —g(z)) aplati lim (f(z) —g(x)) =a—Db,

e existuje li_)m f(z)g(x) a plati li_)m f(x)g(x) = ab,
f(x) f(x)

a plati li a
plati lim —= = —.
g9(z) e=wzo g(x) b

e pokud b # 0 existuje lim
xr—rxo

(viz 1.3.6)

Necht f, g, h jsou funkce, xy € R* a existuje ryzi okoli O(zg) \ {zo} bodu zy takové, ze pro kazdé
x € O(zo) \ {zo} plati f(x) < g(z) < h(x). Jestlize lim f(r) = lim h(z) =a € R*, pak lim g(x) = a.
r—T0 r—x0 T—To

(viz 1.3.7)

Necht zg € R*, lim f(x) = 0 a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je f(z) # 0 (resp. f(x) > 0,

Tr—rT0o
: 1 : :
resp. f(z) < 0). Pak IILIEO Tl oo (resp. zhﬁrrzlo 7o) 00, Tesp. zhﬁrrzlo ol —00).
(viz 1.3.12.1)
1
Necht zp € R* a lim |f(z)| = c0. Pak lim —— =0.
T—T0 T—T0 f(:z:)

(viz 1.3.12.4)
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8. Necht 29 € R*, lim f(x) = oo (resp. lim f(x) = —o0) a necht existuje ryzi okoli bodu xp, v némz je
T—To T—To
funkce g zdola (resp. shora) ohranic¢ené. Pak lim (f(z) + g(z)) = oo (resp. lim (f(z) + g(z)) = —o0).
T—To T—To
(viz 1.3.12.2)

9. Necht zp € R*, lim f(z) = oo a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je g(xr) > 6 > 0 (resp.

T—rT0o
g(x) <6 <0). Pak lim f(z)g(x) = oo (resp. lim f(x)g(z) = —0).
Tr—rT(o xrT—rTo
Necht lim f(z) = —o0 a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je g(x) > § > 0 (resp. g(x) < § < 0).

Pak li_frr??(x)g(w) = —00 (resp. lim f(z)g(z) = o).
(viz 1.3.12.3)

1, x>0
10. Funkce signum (znaménko) je pro kazdé x € R definovana predpisem sgnz = ¢ 0, 2 =0.
-1, <0
Necht zp € R*, lim f(z) =a # 0, lim g(x) = 0 a necht existuje ryzi okoli bodu z¢, v némz je g(x) # 0
T T—T0o
a sgn f(x) =sgng(x) (resp. sgn f(z) = —sgng(x)). Pak mli_)ralo % = 0o (resp. mli_)ralo % = —00).

(viz 1.3.12.1 a pFedchozi tvrzeni)

11. Necht zp € R*, lim f(x) =a, lim g(x) = b a necht existuje ryzi okoli bodu zg, v némz je f(z) < g(x).
T—rT0o T—rT0o
Pak a <b.
(viz 1.3.5.1)

1.6.8 Véta (o limité slozené funkce)
Necht zp € R*, ILm o(x) =a € R* a ligl f(y) = a € R*. Necht existuje ryzi okoli O1(zg) \ {x0} bodu g,
r—xQ Yy—o

v ném? platt ¢(z) # a. Pak lim f(p(z)) = a. (Ti- lim flp() = lim  fly)=a)

T—ax(

D.: Bud O(a) libovolné okoli bodu a. K nému existuje ryzi okoli O(«a) \ {a} takoveé, Ze pro y € O(a) \ {a} je
f(y) € O(a).
K O(a) existuje ryzi okoli Oa(x0) \ {zo} takové, ze pro x € Os(zo) \ {zo} je p(z) € O(a).
Polozme O(xg) = (O1(z0) \ {zo}) N (O2(x0) \ {x0}). Pak pro x € O(x0) je ¢(x) € O(a) a p(z) # a, tj.
p(z) € O(a) \ {a}. Tedy f(p(z)) € O(a), neboli zlLIBO flo(x)) =a. O

1.6.9 Priklady
1. Necht f(z) = ¢ € R pro kazdé x € R. Pak pro kazdé zp € R* jest lim f(z) =c.

xr—rxo
D.: Bud e > 0 libovolné, O(xo) \ {zo} libovolné ryzi okoli zg. Pro = € O(z) \ {z0} je
[f(x)—c|=|c—¢c=0<e.O
2. Necht f(x) =« pro kazdé x € R. Pak pro kazdé 2o € R jest lim 2 = 29 a dale lim x = oo,

T—x0 —00

lim x = —oc.
xr—r—00

D.: Bud ¢ > 0 libovolné a § = . Pak pro « € (xg — 6, x0) U (20,20 +0) je | f(x) —xo| = | — 20| < 0 = €.
Bud h € R libovolné a k = h. Pak prox >k je f(x) =x >k=haproz <kje f(z) =2 <k=h.
(]
3. Bud P(x) polynom. Pak pro libovolné z € R jest lim P(x) = P(xg).

Tr—rT0o

D.: S vyuzitim predchoziho vysledku a 1.6.7.4 jest

lim 2" = lim zz" ! = lim z lim 2" ! = 2 lim 2" ! = 2y lim z lim 2" 2 =
Tr—rT0o xrT—rxo Tr—rT0o Tr—rT0o rT—rxo Tr—rT0o xrT—rTo
= xozp lim 2”2 = ... = a:g_l lim z = zf .
T—T0 T—To
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Tvrzeni nyni plyne z 1.6.7.4. [J

4. Bud R(x) racionalni lomené funkce a zo € Dom R. Pak lim R(x) = R(x).

xrT—rxo

D.: plynez3.a1.6.74.0

-1
cat—1 (-1 42 +a+1) B +atta+l . .
Pro x # 1 plati Bl oD@ trtl) . 2tatl a tedy podle 1.6.2.4 a pfedchoziho
. Cooxt—1 0 B+l
visledkuje iy oy =M T b

6. Bud a > 0, f(x) = a®. Pak pro libovolné zo € R je lim a® = a*°.

Tr—rT0o

D.: plynez 1.5.20.2 a 1.6.4. I

7. Bud a > 0, f(z) =2%, x € Dom f. Pak lim 2% = .

Tr—rTo

D.: plyne z 1.5.24, predchoziho tvrzeni a 1.6.8. [

8. Pro libovolné zg € R je lim sinx = sinxzg, lim cosz = cosxg.
T—T0 T—To

Plyne z geometrického nazoru. (Funkce sin a cos nebyly pfesné definovany.)

. sinx
9. lim
x—0 @

=1

D.: Proz € (0,%) plati: 0 < sinz. Plocha kruhové vysece OAC je Py = %x, plocha trojihelnika OAC je

P = %sinx a plocha trojihelnika OAB je Py = %tg x. Jest P, < Py < P, neboli

sinz < T < tgx

T 1
1 < " <
sinz CcoS X
sinx
cosr < < 1
T

Vsechny funkce v posledni nerovnosti jsou sudé, to znamena, Ze tato nerovnost platiipro z € (—%,0).
Dale podle predchoziho lin% cosx = cos 0 = 1. Tvrzeni nyni plyne z 1.6.7.5. [J
>

1 —cosx . 1l—cosz1l+cosz . 1—cos?z sin® x 1

10. i =1 = —_—=lm——— =1
P50 g2 750 22 1+ cosz wg%:v?(l—i-cosx) 250 22 1+ cosw

1
2

[T

1.6.10 Poznamka

Piedpoklad o existenci ryziho okoli O (zg) \ {0} bodu xy nelze v 1.6.8 obecné vynechat.

. 0, y#0
Napt. pro p(z) =0, fly) =3," _,
flp(z)) =1 a tedy podle 1.6.9.1 pro libovolné zp € R* je lim f(p(z)) =1,

Tr—rT0o

plati

aviak lim ¢(x) =0, @1}3}) fy) =0.

T—rT0o

1.6.11 Definice
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé o € R limitu zprava (resp. zleva) rovnou a € R* a piSeme lim+ flx)=a
rT—rTo
(resp. Em f(z) = a), jestlize ke kazdému okoli O(a) bodu a existuje pravé (resp. levé) ryzi okoli (zg,xg + 0)
xr xro—

(resp. (g — 0, x0)) takové, ze pro kazdé x € (xg, o + 0) (resp. x € (g — 0, x0)) plati f(x) € O(a).
Limita zprava a limita zleva se souhrnné nazyvaji jednostranné limity.
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eagcR  lim f(z)=a< (Ve>0)(F>0)(V2)(0<z—m0<I=|f(x)—al <e)

ig;if(:r) =a < Ve>0)(F0>0)Vr)(0<ag—z<d=|f(x) —al <e)
e a= o0 wgan+f(x) =00 < (VheR)(0>0)(Ve)(0<z—20<d= f(x)>h)
zggnif(a:) =00 & (VheR)(FI>0)(Vx)(0 < xg—x < d= f(x) >h)
e g = —oc: mlganrf(x) =—-00 & (VheR)(3I>0)(V)(0 <z —x0 <= f(x) <h)
IEE“,f(I) =-00 & (VheR)(FI>0)(Va)(0 <zg—2x < 0= f(x) <h)
1.6.12 Véta

Funkce f ma v bodé g € R limitu a € R* pravé tehdy, kdyz ma v tomto bodé limitu zprava i zleva a plati
lim f(z)= lim f(z)=a.
Tr—xo—

Tr—xo+

D.: plyne pfimo z definic limity a jednostrannych limit a z faktu O(xg) \ {zo} = (xo — 0, 20) U (z0, 20 +0). T

1.6.13 Poznamka

I pro jednostranné limity plati analogie Heineovy podminky 1.6.4:

lim f(z) =a < pro kazdou {z,} takovou, ze lim x, = xo, x, > xo plati lim f(z,) = qa,
T—x0+ n—oo n—oo

lim f(z) =a < pro kazdou {z,} takovou, Zze lim z, = zg, x, < xo plati lim f(x,) = a.
T—xT0— n—o00 n—o0

V dtsledku toho i pro jednostranné limity plati 1.6.6, 1.6.7 a 1.6.8.

1.6.14 Priklad

Coet—1
lim =
x—0 x€x

1.

R.:

1 n
e Podle 1.3.10 posloupnost { <1 + —) } je rostouci a jeji limita je e, takze podle 1.3.9 pro kazdé n € N
n

(1+3)
14— <e.
n

T —1
e VySetiime lim ¢ :
x—0+ x
Bud'te x € (0, 3) L tedy L < <1
udte x s)hyn=|—|,tedy — <oz < —.
127 x|’ yn—l—l n

Podle 1.3.10 a prvniho kroku feSen{ je

1 n+1 1 n
1+ — <e< |1+
n+1 n—1

a tedy podle 1.5.19.3 je e” < en <14

1 1
,ef >entl > 14 ——

1 1 (e ptl
Ponévadz n < —, jest n—i—lg——i—lzﬂ,tedy x < .
T ) T ) xl ) 1+ n+1
Ponévadzn+1> —,jestn—1> — -2 = — x,tedy > .
T T 1—-2z n—1
Celkem
14— < o < 14+—2
1+ 1-2z
T o< el < 2
et —
1+ 1—2x
1 - e’ —1 - 1
1+ T 1—2x



T —1
a podle 1.6.7.5 je lim ¢
x—0+ x

Lo .ooet—1
e VySetiime lim
rz—0— xT

=1

1
Bud z € (—5, 0) Polozime y = —z. Pak y € (0,1) a s vyuzitim pfedchoziho kroku dostaneme

Y Y
1+ — < v < 1
1y ¢ Ty
142 —
+ 2y < e¥ < L’
1+y 1—2y
1-2
b < ev < Lty
1—y 142y
142z - " - 1—x
e
1+ 1—2x
i < e -1 < x
e_
1+ 1—2x
1 - e’ —1 - 1
1+ T 1—-2x
L |
a podle 1.6.7.5 je lim =1.
x—0— x€X

X

-1
=1 podle 1.6.12. O

Nyni lim
r—0

1.6.15 Véta
Necht funkce f je monotonni v n&jakém levém (resp. pravém) ryzim okoli bodu 2y € R*. Pak existuje lim f(x)
Tr—xo—

.l .
(resp. lim f(z))
Podrobnéji:

1. Necht funkce f je neklesajici v n&jakém levém ryzim okoli L(zg) bodu zy € R U {oo}. Je-li f shora
ohrani¢end v L(zg), je lim f(z) = sup{f(z) : = € L(zo)}, neni-li f shora ohraniena v L(xzg), je
r—rxo—
lim f(z) = oco.

rT—xo—

2. Necht funkce f je nerostouci v néjakém levém ryzim okoli £(z) bodu 2o € R U {oo}. Je-li f zdola

ohrani¢end v L(zg), je lim f(x) = inf{f(x) : = € L(xo)}, neni-li f zdola ohrani¢end v L(zg), je
Tr—xo—
lim f(x) = —o0.
r—xo—

3. Necht funkce f je neklesajici v néjakém pravém ryzim okoli P(xg) bodu zg € RU {—o0}. Je-li f zdola
ohrani¢end v P(xg), je lim+f(x) = inf{f(z) : © € P(xo)}, neni-li f zdola ohrani¢ena v P(xy), je
xrT—rxo
lim f(z) = —o0.

r—xo+

4. Necht funkce f je nerostouci v n&jakém pravém ryzim okoli P(zg) bodu 2o € RU {—o0}. Je-li f shora
ohrani¢end v P(xo), je lim+f(:v) = sup{f(z) : = € P(x0)}, neni-li f shora ohrani¢ena v P(zo), je
xrT—To

lim f(z) = occ.

TrT—To+
D.: Provedeme pouze pro tvrzeni 1. Diukazy ostatnich lze provést analogicky.

e Necht zp € R a f je shora ohrani¢ena v L(x¢) = (xo — a, zg).
Mnozina {f(z) : € L(z0)} je neprazdna a shora ohrani¢ena, tedy podle 1.1.7 (R14) existuje
sup{f(z): z € L(z0)} =a € R.
Bud & > 0 libovolné. Podle 1.1.6 (s2*) existuje 21 € L(zg) takové, ze f(x1) > a — . Polozime
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0 = xg — x1. Pak je (w1,70) = (2o — 0, 20) € L(x0)-
Ponévadz f je na L(xo) neklesajici, pro kazdé = € (zg — d, z0) plati f(z) > f(z1) > a —e.
Ponévadz a = sup{f(x) : © € L(x)}, pro x € (o — J, o) plati f(x) < a.

Celkem pro x € (xg — 0, 20) je a —e < f(z) < a, coz znamena lim f(z) = a.
Tr—xo—

e Necht 29 = 0o a f je shora ohrani¢ena v L(xg) = (a, 00). Zopakujeme uvahy z piedchoziho kroku
s tim rozdilem, Ze nedefinujeme §. Dojdeme k tomu, Ze pro z € (z1,00) je a —e < f(x) < a.
e Necht zp € R a f neni shora ohrani¢ena v L£(zo) = (zo — o, %o).
Bud h € R libovolné. Ponévadz f neni shora ohrani¢end, v (zo — «, g), existuje x; € (z9 — o, x0)
takové, ze f(x1) > h. Polozime § = x¢ — ;.
Ponévadz f je neklesajici na (xg — «, xg), pro kazdé = € (xg — d,x0) plati f(xz) > f(x1) > h, coz
znamena xggn f(x) = 0.
o

e Necht 2p = 0o a f neni shora ohranic¢ena v L(zg) = («, ). Zopakujeme tivahy z predchoziho kroku
s tim rozdilem, Ze nedefinujeme §. Pak pro = € (x1,00) je f(z) > h.

d

Poznamka: (Oboustranna) limita nemusi existovat.

1.6.16 Definice

Rekneme, 7e a € R je limitni bod funkce f pro xy € R*, jestlize existuje posloupnost{x,} takova, ze x, # xq
pro kazdé n € N, ILm Tp = To a ILm f(zn) = a.

Oznatme Q(f, o) mnozinu limitnich bodu funkce f pro zg € R*.

Je-li funkece f ohrani¢en4 shora v n&jakém okoli bodu xy € R* a Q(f,zo) # 0, klademe

limsup f(x) = sup Q(f, zo).

T—xQ
Je-li funkce f ohranifena shora v n&jakém okoli bodu zg € R* a Q(f,z) = 0, klademe limsup f(z) = —oo.
T—TQ
Neni-li funkee f ohrani¢ena shora v kazdém okoli bodu zy € R*, klademe lim sup f(z) = oo.

T—rT0o

Je-li funkce f ohrani¢ena zdola v ngjakém okoli bodu zg € R* a Q(f, zo) # 0, klademe liminf f(z) = inf Q(f, x0).
Tr—rTo

Je-li funkce f ohranifena zdola v néjakém okoli bodu z¢ € R* a Q(f, x¢) = 0, klademe lim inf f(z) = oo.
Tr—rT0o

Neni-li funkce f ohrani¢end zdola v kazdém okoli bodu xy € R*, klademe liminf f(z) = —oc.
xr—rxo

Snadno ovéFime, Ze limsup f(z) = lim (sup{f(§): 0 < |xo — &| < |xo — x|})
Tr—rTo

Tr—rT(o

liminf f(z) = lim (inf{ () : 0 < |ao — €] < |z —al}).

Jestlize lim f(z) = a € R*, pak a je limitnim bodem funkce f pro zo € R*.

T—rTo

Ziejmym zpisobem lze zavést pravé a levé limitni body a limsup f(z), limsup f(z), liminf f(x), liminf f(z).
T—xo+ T—x0— T—Tot T—To—

Ptimo z definice plyne

1.6.17 Véta

liminf f(x) < limsup f(x). Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz existuje vlastni nebo nevlastni lim f(z).
T—x0 z—20 T—T0o

1.7 Spojité funkce
1.7.1 Definice

Rekneme, 7ze funkce f je spojitd v bodé xo € R, jestlize lim f(z) = f(xo). Rekneme, 7e funkce f je spojitd
rT—rTo

<

bodé xo € R zprava (resp. zleva), jestlize lierf(x) = f(zo) (resp. lim f(x)= f(x0))-
T—rT0o xr—rxo—
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1.7.2 Poznamky

1. Z definice 1.7.1 bezprostiedné plyne:
Funkce f je spojita v bodé zy € R pravé tehdy, kdyz ke kazdému € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé
x € (xg — 0,0 + 0) plati | f(x) — f(zo)] < e.

2. Je-li funkce f spojitd v bodé zy € R, pak je v n&jakém okoli tohoto bodu ohranicena.
3. Spojitost je definovéana pouze v bodech z R. Nelze definovat spojitost v nevlastnim bodé.

4. Spojitost funkce je lokalni vlastnosti této funkce.

1.7.3 Terminologickid poznamka

Neni-li funkce f spojita v bodé z¢ € R a je pfi tom definovana na néjakém okoli (pfipadné ryzim okoli) bodu
o, mohou nastat moznosti:

A) lim f(z) neexistuje
xr—rxo

Al) lim f(x), lim f(z) existuji a jsou realné razné — bod nespojitosti 1. druhu
r—xo+ r—xro—
(Napt.: £(z) = [, 20 = 1)

A2) Alespoii jedna z jednostrannych limit neexistuje — bod nespojitosti 2. druhu
(Napi.: f(z) =sinl, 29 =0; x(z), o libovolné)

A3) lim f(z), lm f(x) existuji, jsou ruzné a alespon jedna z nich je nevlastni
r—xo+ r—xro—

(Napt.: f(z) = tg(z), x0 = %)

B) lim f(z) =a€R* a# f(x0)

xrT—To
Bl) lim f(x) je nevlastni
xr—rxo

(Napt.: f(z) = w%, xo =0)

B2) lim f(z) =a€Ra f(xg) # a nebo x¢ € Dom f — bod odstranitelné nespojitosti
x o
Nespojitost lze odstranit zménou f(z) nebo dodefinovanim f(zg):

. f(z), x € Dom f\ {zo}
=)= { lim f(z), x =z ’

T—rT0o

1, =0’
Nespojitost odstranime definovanim f(0) = 0, (1) = 1)

2 T —
(I\Ia’pf f(x)_{x ’ CE#O IOZOa g(x):—_la 170:1

1.7.4 Véta
Funkce f je spojitd v bodé xg € R pravé tehdy, kdyz je v tomto bodé spojita zprava i zleva.

D.: plyne z 1.6.12. O

1.7.5 Veéta
Funkce f je spojita v bodé xp € R pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,, }2°; takovou, ze lim z, = xg
n—oo
plati lim f(z,) = f(z0).
n—oo

Funkece f je spojitd v bodé zy € R zprava (resp. zleva) pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z,}5°
takovou, Ze ., > xq (resp. x, < o) a lim xz, = x¢ plati lim f(x,) = f(xo).
n—oo n—oo

D.: plynez 1.6.4a 1.6.13. O
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1.7.6 Véta
Jsou-li funkee f a g spojité v bodé zy € R, pak jsou také funkce |f|, f+ g, f — g, fg spojité v bodé xq. Je-li

navic g(xo) # 0, je i funkece = spojita v bodé zg.
g

D.: plynez 1.6.7.4 I

1.7.7 Véta
Necht funkee ¢ je spojitd v bodé z( a funkce f je spojita v bodé ¢(xg). Pak je také funkce x — f(p(z)) spojita

v bodé xg.

D.: Bud & > 0 libovolné. K nému existuje n > 0 takové, ze pro y € (¢(z9) — 0, ¢(x0) + 1) plati

[f(y) = fe(xo))| <e.
K 1 > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro x € (z¢ — 0, z¢ + 0) plati |p(z) — p(z0)| < 0.
Tedy pro x € (zo — &, 20 + 0) je |f(p(x)) — f(p(20))| < &, coz znamena lim f(p(z)) = f(p(zo)). O

Tr—rT0o

Tato véta neni duledkem 1.6.8, nebot ma jiné predpoklady.

1.7.8 Definice

Rekneme, Ze funkce f je spojitd na intervalu I C Dom f, jestlize plati
(i) f je spojita v kazdém vnitinim bodé intervalu I.

(ii) Patif-li levy (resp. pravy) krajni bod intervalu I do tohoto intervalu, pak je v ném funkce f spojita zprava

(resp. zleva).

Zejména: Funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz je spojita v kazdém bodé
tohoto intervalu.
Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] pravé tehdy, kdyZz je spojitda v kazdém bodé
intervalu (a,b), v bodé a je spojita zprava a v bodé b je spojita zleva.

Spojitost na intervalu je globalni vlastnost.

1.7.9 Véta

Necht funkce f je spojita a ryze monotonni na intervalu I; a zobrazuje tento interval na interval I5. Pak funkce
inversni f~! je spojita na intervalu I.

D.: Necht f je rostouci na Iy, yg € I>, yo neni levy koncovy bod I». UkdZeme, ze f~! je spojita zleva v bodé&

Yo = f(xo):
Bud € > 0 libovolné takové, ze xg — e € I;. Pak f(xg —¢) < f(x0). Oznaéme 6 = f(xg) — f(xo — ) > 0.

Bud y € (yo — 9, yo| libovolny. Ponévadz podle 1.2.17 je f~* rostouci, je f~1(yo — ) < f~(y).
f yo —6) = fH(f(xo) — f(xo) + flwo —€)) = w0 — ¢, tedy 20 —e = f~(yo) — e < f~'(y), neboli
F M wo) — fHy) <e.

Ostatni moznosti rozebereme analogicky. [

7 této véty, z 1.7.6, 1.7.7 a z 1.6.9 bezprostfedné plyne

1.7.10 Ddsledek

Elementarni funkce jsou spojité na svém definiénim oboru.
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1.7.11 Véta (1. Weierstrassova [1815 — 1897])

Funkce spojitd na uzavieném intervalu je na tomto intervalu ohranic¢ena.

D.:

Sporem. Pripustme, Ze funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a, b] neni ohrani¢ené shora.
Pak ke kazdému n € N existuje z,, € [a,b] takové, Ze f(x,) > n. Takto definovana posloupnost {x,}5°
je ohranicené (a < z, <b) a tedy podle 1.3.19.1 existuje posloupnost {x,, }3, z ni vybrana a takova, ze

lim x,, = zo.
k—o00

Ponévadz a < x,, < b, podle 1.3.5.1 je a < xy < b, neboli g € [a, b].
Ponévad? f je spojita (pfipadné jednostranné spojita), podle 1.7.5 je klim f(zn,) = flao) €R.
— 00
Soucasné ale f(xy,) > ng, lim ni = 0o, a tedy podle 1.3.5.1 a poznamky za 1.3.11 je lim f(x,,) = cc.
k— o0 k—o00
To je spor.
Analogicky vylou¢ime moznost, ze by funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a,b] nebyla ohranicena
zdola. [J

Poznamka: Oba predpoklady jsou podstatné.

1.7.12 Véta (2. Weierstrassova [1815 — 1897])

Funkce spojitad na uzavieném intervalu nabyva na tomto intervalu své nejvétsi i nejmensi hodnoty.

D.:

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Podle 1.7.11 je na tomto intervalu ohrani¢ena a tedy existuje
m =sup{f(x): = € [a,b]}. UkdZeme, Ze existuje =1 € [a,b], ze f(x1) = m.

1
Piipustme, 7e f(x) < m pro kazdé x € [a,b]. Pak m— f(x) > 0 a tedy podle 1.7.6 je funkce x — P Y
m— f(x

1
spojita. Podle 1.7.11 existuje K € R, Ze 7][() < K pro kazdé x € [a,b]. Bez Gjmy na obecnosti lze
m— f(x
1 1
predpokladat, ze K > 0. Tedy f(z) < m — 7a Podle 1.1.6 (s2*) existuje z¢ € [a,b], ze f(xg) > m — 173
1 1
boli m — <— K< ————— coZj .
neboli m f(:vo)_K, _m_f(xo),COZJeSpOF

Analogicky ukéZzeme, Ze existuje z2 € [a,b], Ze xo = Inf{f(z): = € [a,b]}. O

1.7.13 Véta (1. Bolzanova [1781 — 1848])

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a necht plati f(a)f(b) < 0. Pak existuje ¢ € (a,b), zZe

f(e) =0,

D.:

b—
Polozme d = Ta Pak d € (a,b). Pokud f(d) = 0, je ¢ = d.
Necht f(d) # 0. Jestlize f(a)f(d) <0, polozme a1 = a, by = d; jestlize f(a)f(d) > 0, polozme
a; = d, bl =b.

a

Jest by —a; = b%, fla)f(b1) <0, f(a1)f(b) <0, a1 > a, by <b.

Dale polozme d; = . Pak dy € (a1,b1) C (a,b). Pokud f(d1) =0, je ¢ = dj.
Necht f(d1) # 0. Jestlize f(a1)f(d1) < 0, polozme as = a1, by = dy; jestlize f(a1)f(dy) > 0, poloZzme

by — ay

as = dl, b2 = bl.
b—a
Jest by —az = 52 fla)f(b2) <0, f(az)f(b) <0, az = ay, by < by.
Analogicky postupujeme dale. Bud po koneéném poé¢tu kroki nalezneme dj. takové, ze f(dy) = 0, nebo

b—
dostaneme dvé posloupnosti {a, }, {b,} takové, ze b, — a, = 2—na, fla)f(bn) <0, f(an)f(b) <O.

V prvnim pfipadé je ¢ = di. Necht nastane druhy piripad.
{a,} je neklesajici, ohrani¢ena shora ¢islem b a tedy podle 1.3.9 existuje ¢; = lim a, < b. {b,} je
n— o0

nerostouci, ohranic¢ené zdola ¢islem a a tedy existuje co = lim b, > a.
n—oo

—b
Plati ¢; — ¢o = lim a, — lim b, = lim (a, — b,) = lim a2 0, tedy ¢1 = c2 = ¢ € [a,]].
n—o00 n—o00 n—o0 n—oo 2N

46



Kdyby (a)f(c) <0 a £(e)f(5) < 0, pak by [(a)f(e)f(e)f(5) > 0, neboli f(a)f(5) > 0, co% by byl spor.
Pokud f(a)f(c) > 0, pak}xxﬂeli%SlJe()< fla)lim f(bn) = lim f(a)f(bn) < 0, tedy f(a)f(c) = 0, coz
je moZné jen tak, Ze f( ) =

Pokud f(c)f(b) > 0, pak 0 S (lim f(a,))f(b) = lim f(a,)f(b) <0, tedy f(c)f(b) =0, coz je mozné jen
tak, ze f(c)=0.0

1.7.14 Dusledek (Specialni pripad Brouwerovy [1881 — 1966] véty o pevném bodé)
Bud f spojita funkce zobrazujici uzavieny interval [a, b] do sebe. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, ze f(c) = c.
D.: Plati f(a) > a, f(b) <b. Pokud f(a) = a, poloZime ¢ = a, pokud f(b) = b, polozime ¢ = b.

Necht f(a) > a, f(b) <b. Definujme funkci g predpisem g(z) = = — f(x).
Funkce ¢ je spojita na [a,b], g(a) <0, g(b) > 0, takZe podle 1.7.13 existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

glc)=c—f(c)=0.0

1.7.15 Véta (2. Bolzanova [1781 — 1848])

Necht funkee f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b]. Pak na tomto intervalu nabyvéa vSech hodnot mezi svou
nejveétsi a nejmensi hodnotou.

D.: Budte M =max{f(z): z € [a,b]}, m = min{f(z): = € [a,b]}, p € R takové, Ze m < p < M.
Podle 1.7.12 existuji 21 € [a,b], x2 € [a,b] takové, ze f(x1) = M, f(x2) =n.
f(x1)—p>0, f(z2)—p <0, tedy (f(x1) —p)(f(x2) —p) < 0. Podle 1.7.13 existuje v uzavieném intervalu
s krajnimi body z1 a x2 ¢islo ¢ takove, ze 0 = (f — p)(c) = f(c) — p, tedy f(c) =p. O

1.7.16 Disledek

Spojitym obrazem uzavieného intervalu je bud jednoprvkova mnozina nebo uzavieny interval.

1.7.17 Poznamka

Nyni muZzeme dokazat tvrzeni uvedené za 1.5.19: Je-lia € R, a >0, a # 1, f(x) = a”, pak Sf = (0, 00).

D.: Necht a > 1. Vzhledem k 1.5.19.1 stadéi ukazat, ze (0,00) C Sf. Bud tedy yo € (0,00) libovolné.

Ponévadz lim a” = oo, lim a™" =0, existuji n1,n2 € N, ze a7 < yp < a™.
n—oo n—oo
Funkece f(x) = a® je podle 1.7.10 spojita na (—oo, ), je tedy spojitd na uzavieném intervalu [—nq,ns.

Podle 1.5.19.3 je
f(=n1) =a™™ <yp < a™ = f(n2)
a tedy podle 1.7.15 existuje z¢ € [—n1, no] takové, ze f(xg) = yo. To znamend, Ze yo € Sf.

Platnost tvrzeni dokdzeme analogicky i v piipadé 0 < a < 1. [J

1.7.18 Definice

Rekneme, 7e funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu I C Dom f, jestlize ke kazdému e > 0 existuje § > 0
takoveé, ze pro kazda dvé xq1, xo € I takova, Ze |11 — xa| < ¢ plati |f(z1) — f(z2)] <e.

1.7.19 Poznamky

1. Stejnomérné spojita funkce na intervalu je na tomto intervalu spojita.
Spojita funkce na intervalu nemusi byt na tomto intervalu spojita stejnomérné.

2. Stejnomeérna spojitost je globalni vlastnost.
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3. Necht funkce f je stejnomérné spojita na otevieném intervalu (a,b).

Podle 1.6.6 existuji £m+f(x) € R, HIE f(z) € R. Funkee f zadana piedpisem
z—a T—b—

lim f(x), z=a

B r—a+
f(@) = q f(2), z € (a,b)
li)ril_ flx), z=0

je spojitd na uzavieném intervalu [a, b].
(Funkei stejnomérné spojitou na otevieném intervalu lze spojité prodlouzit na krajni body tohoto inter-
valu.)

4. Funkce stejnomérné spojita na libovolném intervalu je na tomto intervalu ohranicena.

D.: Plyne z pfedchoziho tvrzeni a 1.7.12. [J

1.7.20 Véta (Heine [1821 — 1881] - Cantor [1845 — 1918])

Necht funkce f je spojita na uzavieném intervalu [a,b]. Pak je na tomto intervalu spojita stejnomérné.

D.:

Sporem: Pfipustme, Ze f je spojitd na [a,b] nikoliv stejnomérné. Existuje tedy g9 > 0 takové, Ze ke
kazdému 6 > 0 existuje dvojice bodt z,y € [a,b], Ze |z — y| < § a zaroven |f(x) — f(y)| > €o.

1
Zejména tedy pro 0 = — existuji x,, yn € [a,b], Ze |2, — yn| < — a |f(zn) — f(yn)| > 0.
n n

Posloupnost {z,} je ohranicena a tedy podle 1.3.19.2 existuje posloupnost {z,, } vybrana z {z,} takova,
Ze klim T, = Tg € [a,b].
— 00

1
Dale podle 1.3.5.1 lim |2y, —Yn,| < lim — =0, tedy lim |z,, — Yn,| = 0, coz znamend lim y,, = xo.
k—o0 k—o0 N k—o00 k—o0

Ponévadz f je spojita v g, je klim fzn,) = flxo) = klim f(Wn,,)- To je spor s | f(zn,) — f(Yn,)| > 0. O
—00 —00

1.8 Cviceni

Urcete defini¢ni obor funkci

22 —5x+6

1) f(z) =\| 5¥—— 2) f(x) =logsin 2x.

2 —5x+4’

Rozhodnéte, zda funkce je suda nebo licha

3) f(x) = -z,  4) f(z) =V/7.

Najdéte nejmensi periodu funkei

5) f(x) =sin iz, 6) f(x) =tgax.

Najdéte intervaly, na nichz jsou ryze monotonni funkce

@) =tz 8) f(z) =215
Najdéte inversni funkci k funkci
9) f(z) =2%"1 " 10) f(z) =z + [z].
Rozhodnéte, zda je posloupnost {a,,} ohranicena
11) a, =1 —cos" 7, 12) an:%.
Rozhodnéte, zda je posloupnost {an} monotonni
2
1
13) an:%, 14) a,, =logn — n.
Vypoditejte limitu posloupnosti {a,, }
2”2 —n+3 3n+l + (_5)71—1
15 n—45 5 = 16 n = )
)a 3n?2+n—>5 )a 23n_|_2(_5n ,
1 3 2n — 1
17) ap =vVn2+3n+2—vVn?2 —n+1, 18)an=—3+—3+---+%,
n n n
1 1 1 1 1 1
19a,=—+——+---+ , 20) a, = — + e —
) n?  (n+1)? (2n)? ) vnooVn+1 V2n



21) Zjistéte, zda posloupnost {+; + 9; + -+ + = } je konvergentni.
2n
1
22) Najdéte limes superior a inferior posloupnosti {(—1)" ({75 + (1 + 2—) ) + {75}
n

Polynomy rozlozte v redlném oboru

23) 2t — 2% + 222 — 2 + 1, 24) 25 + 1.
Racionalni funkce rozlozte na parcialni zlomky
zt +622 4+ -2 x—1
25 26) —————.
) xt — 223 ’ )$4+3$2+2

1 xT
27) jaky je vztah mezi grafy funkei f(z) =a” a g(x) = (—) ,a>07
a

Urcete defini¢ni obor funkce f, zjednoduste jeji vyjadfeni a znazornéte ji graficky
28) f(x) = log, a, 29) f(z) = arcsin(sin x).

Vypocitejte
2?2 -1 ™ —1
30) igﬁ x3 -1’ );1—>1 -1
Vo —1 V1 —Vv1-
39) lim V21 33) lim Yo7 ’
z—=1y/r —1 z=0 /1 4+ 2 —/1—2x
1— 3
34) Tiay S0 35) lim — >
=0 sin bz’ z—0 xsin2x

36) ll)m (\/162+:C+1—\/:C2—4:C+1), 37) hm (\/902—1—590 —l—x)

z—1+ \x+ 3 T—T+
40) Vysvétlete vyznam podminky (Je > 0)(Vo > 0)(Vz)(0 < |z — xo| < d = |f(x) — a] <e).
Najdéte body nespojitosti nasledujicich funkci a urcete jejich typ

1 cotgmx .
38) lim (“ ) , 39) lim (sin?x)®""?

41) f(x) = i 42) f(x) =sinZ
- T2 — 1’ - T
Vysledky: 1) (—oo,1) U [2,3]U (4,00) 2) {z € R: kr < 2 < (2k +1)F,k € Z} 3) suda 4) ani suda,
ani lichd 5) 6m 6) = 7) na [0,00) rostouci 8) na (—o0,0) a na (0,00) klesajici 9) f~'(y) = (1 + logy y) 10)
fYy) =y—kproy € [2k,2k+ 1), k € Z 11) ano, 0 < a,, < 2 12) ohranidena zdola a, > 0 13) rostouci
14) Klesajici 15) 2 16) —1 17) 2 18) 3 19) 0 20) oo 21) ano; je rostouci a shora ohranifend 22) 2 + e, —e 23)
(@ +1) ((z-3)"+3) 20) (0> = VBa+ 1)@ +VBa+ D(z* +1) 25) 1+ 5 — L+ 55 26) 24 — 221 o)
soumérné kolem osy y 28) Dom f = (0,1) U (1,00), f(z) — {22 29) Dom f = R, f je 2—71' periodické rozsifeni
’ €l-5,3 .
funkee g(z) = { * {ﬂ 2 2‘)) 30) 2 31) 2 32) 2 33) 2 34) ¢ 35) 2 36) 3 37) —oco 38) 0 39) oo 40) f je
™=, 5
ohrani¢end v R\ {zo} 41) x =1 odstranitelna, z = —1 typu A3 42) z = 0 druhého druhu
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Kapitola 2

Diferencialni pocet funkci jedné proménné

2.1 Derivace

2.1.1 Definice

Necht f je funkce a xg € R. Existuje-li vlastni limita lim M

T—rT0 Tr — X

, nazyvame ji deriace funkce f v bodé

zo a oznacujeme ji f’(xq).
Je-li tato limita nevlastni, fekneme, Ze funkce f méa v bodé xg nevlastni derivaci.
Neexistuje-li tato limita, fekneme, Ze funkce f nemd derivaci v bodé xq.

2.1.2 Poznamky

1. Ma-li funkce f derivaci v bodé zg, pak je v tomto bodé a néjakém jeho okoli definovana. (Existuje okoli
O(zg) bodu z( takové, ze O(zo) € Dom f.) (Viz 1.6.2.1)

2. Funkce f méa v libovolném bodé xy € Dom f nejvyse jednu derivaci. (Viz 1.6.7.1)
3. Derivace je definovana pouze v xg € R. Nelze definovat derivaci v oo nebo —oo.

4. Existence a hodnota derivace f’(x¢) je lokalni vlastnosti funkce f v bodé zo.

misto lim M.
T—rTo r — X

f(xo +h) — f(x0)
h

5. Oznacime-li x = xg + h, lze v definici 2.1.1 psat }llin%)
—

6. Lze definovat i jednostranné derivace funkce f v bodé z:

f(:v) —f(ffo) — lim f(iCo) —f(iﬁo —h)

) / o
Derivace zleva f' (zo) = wlgpno_ pra— i, h
. - flx) = (=) _ flzo+h) — fzo)
/ = =
Derivace zprava f' (xo) = 12%4_ PP hli)r&r h .

Funkce f ma v bodé zy derivaci pravé tehdy, kdyz v ném ma derivaci zprava a derivaci zleva a plati
Ji(xo) = f(20). (Viz 1.6.12)

7. Necht {(z,y) € R*: y = f(z)} vyjadfuje k¥ivku v roviné (s kartézskymi souradnicemi). Rovnice tecny
k této kiivece v bodé (xo, f(x0)) = (z0,y0) je

y—yo = f'(zo)(x — x0),

rovnice normdly v témze bodé je




2.1.3 Véta

Ma-li funkce f v bodé z¢ € Dom f derivaci, je v tomto bodé spojité.

D.: Necht f/(z0) existuje. Pak

f(iﬂi : ism) (z — x0) + f(:m)) =

= (@) lim (@ —20) + f(x0) = f(x0)-0+ flao) = f(xa),

lm f(z) = lim (f(x) — f(zo) + f(x0)) = lim (

xr—rxo xrT—rTo Tr—rTo

a tvrzeni plyne pfimo z definice 1.7.1. O

2.1.4 Poznamky

1. Opacné tvrzeni neplati. Funkce spojita v bodé xy nemusi mit v tomto bodé derivaci.

oy _ . / R T |‘T| — |O| 1 E _
Napiiklad pro f(z) = |z| je fl(z0) = Il_l}r(rJlJr —~—0 = wli)rng o= 1,
P ] el (U T
oo = lig T = =

2. Analogicky plati: Ma-li funkce f v bodé xg € Dom f derivaci zprava (resp. zleva), pak je v tomto bodé
spojita zprava (resp. zleva).

2.1.5 Véta

Necht funkee f, g majf derivaci v bodé zo € Dom f N Dom g. Pak plati:
1. Pro kazdé ¢ € R je (cf) (x0) = cf'(z0)-
2. (f+9) (o) = f'(wo) + ¢'(w0), (f = 9)'(w0) = f'(w0) = ¢’ (o).
3. (f9)"(xo) = ['(x0)g(x0) + f(20)g' (x0)-

4. Je-li g(z0) # 0, pak (g) (z0) = f/(xo)g(x(;)%—xof)(a:o)g’(a:o).

Analogicka tvrzeni plati i o jednostrannych derivacich.

D.:
1 S o BT o)
2. i LR = Ulon) gla) _ y, SG0) = o) 000 9000 _ i 4 1y,
g lim 1®9@) — flzo)g(zo) _ . - f@)g(z) — f(@o)g(x) + f(zo)g(x) — flzo)g(xo) _
r—xQ T — o T—>T0 T — Xo
— i | L2 g0 4 ) KD ZIN] — pg(ao) + S ) (oo

(Posledni rovnost plati, ponévadz podle 2.1.3 je lim g(x) = g(xo).)
Tr—rT0o

/ 11 _ /
n (1) (20) = lim £ 960 _ glxo) —glx) 1 g'(xo)

T—xo T — X z=zo  x—x9  g(x)g(zo) 93(z0)
Dokazovany vztah nyni plyne z predchoziho.

O

Tvrzeni véty lze struéné zapsat:
u !
(cu) =cu', (utv) =u £, (w) =u'v+ur, (—) =
v
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Matematickou indukeci 1ze tvrzeni zobecnit:

(cifi+cafo+ - Fcafn)(xo) = cifi(xo) +cafo(zo) + -+ cnfy(20),
(fifafa - fac1fn) (mo) = fi(zo)fa(wo)f3(0) -+ frn1(x0)fnlz0) +
+fi(xo) f5(x0) f3(20) -+ fr—1(20) fulzo) + -+ +
+f1(z0) f2(x0) f3(wo) - - - fn—l(fo)ffl(iﬂo .

2.1.6 Véta (o derivaci slozené funkce)

Necht funkece f ma derivaci v bodé ug € R a necht funkce ¢ ma derivaci v bodé xg € R takovém, Ze ¢(z¢) = uo.
Pak slozené funkce F' : x — f(¢(x)) ma derivaci v bodé g a plati F'(xo) = f'(uo)¢’(z0) = f(¢(x0))¢’ (z0).

D.:

F(z) = F(zo) _ f(p(@)) = fp(w0)) p(w) = plwo)

T — o p(x) — (o) T = Zo
Jestlize existuje ryzi O(x¢) takové, Ze ¢(x) # p(xo) pro kazdé x € O(xg), pak podle 1.6.8 je

FI((Eo) — lim M = lim f(u) — f(U'O) lim (p(i[]) — (p(xO) _ fl(uo)ﬁpl(fvo)-

T—rTo Tr — X U—>UQ U — ug T—To T — X9

Necht v kazdém ryzim O(zg) \ {xo} existuji body = takové, pro néz ¢(r) = ¢(zo). UkdZeme, Ze pak
¢ (x9) = 0 a také F'(xg) = 0, tedy Ze plati dokazovany vztah.
Bud {z,} takova, ze ¢(x,) = p(x0), Tn # T, Tn — o. Pak podle 1.6.4
¢'(z0) = lim p(z) — p(z0) — lim p(zn) — ¢(20) —0.
T—x0 T — Xo n—00 Tn — 0
Bud nyni {x,} libovolna takova, Ze x,, # o, x, — xo. Oznacme

A={neN: p(x,) =p(x0)}, B={neN: p(x,) # p(x0)}.
Flan) — F(zo) _ f(e(zn)) — f(e(0))

Tp — X Ip — X

= 0.

Pron € A jest
F(xn) — F(xo)

Ty — X

Je-li B koneéna, existuje ng € N, Ze pro n > ng je n € A, tedy pro n > ng je

F(x,) — F(x
znamend, ze lim M
n—00 Tn — To
Je-li B nekonecna, existuje vybrana posloupnost {z,, }?°, C B. Déle

lim F(xn,) — F(xo) flo(@n,)) = flo(zo)) ©(2n, ) — @(x0)

= lim =
k—o0 T, — To k— 00 O(Zn,, ) — ©(x0) T, — To

o @(@n,) — @(x0)
F(e(z0)) lim p— ;
nebot klim o(xn,, ) = ©(x0), jelikoz ¢ je spojitd v zg. Z 1.6.4 plyne F’'(x) =0. O
—00

=0, coz

= 0.

2.1.7 Véta (o derivaci inversni funkce)

Necht funkce f je ryze monotonni a spojita na intervalu J. Necht gy je vnitini bod intervalu J a necht funkce
f ma v tomto bodé derivaci f'(yo) # 0. Pak funkce f~! inversni k funkci f ma derivaci v bodé zo = f(yo) a

D.:

plati (f~1)' (o) = %-
Ponévadz f je ryze monotonni, pro x # xo plati y = f~(z) # f~(z0) = yo. Tedy podle 1.6.8 plati:
lim f 7 (@) = F7 (o) = lim ! = lim ! =
s ) o= L= Zo w=zo f(f (@) = F(f~ (o))
f7H@) = f~ (o) F1(x) — f~Y(zo)
= lim L = L
Cwowo f(y) = flyo)  f(yo)

Y—%o
(Pfedposledni rovnost plyne ze spojitosti funkce f.) O
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2.1.8 Definice

Bud M C Dom f mnozina bodd, v nichz méa funkce f derivaci. Pak zobrazeni xg — f'(x¢) je funkeci s defini¢nim
oborem M. Tato funkce se nazyva derivace funkce [ a oznacuje se f'.

2.1.9 Prehled vzorcua pro derivaci

(1) prokazdé ceRjecd =0 (11)  (arcsinz)’ :\/1i—x2
(2) (%) =ax* ! (12) (arccosz) = _\/li—xQ
X x 1
3) (e") =e (13)  (arctg)’ = ;=3
(4) (a®) =a®lna (14) (arccotgz) = _Tlﬁ
(5) (nz) == (15)  (cu) = e’
x
1
! __ ! __ !/ !/
(6)  (log,x) = e (16) (uxv) =u %
(7) (sinz) = cosx (17)  (uwv) =u'v 4+ uv’
(8) (cosz) = —sinz (18) (E)/ = o —uf
v v2
!
9) (tgz) = CO; - 19) (u’) =u® (u Inwu + v%)
1
(1) (eotga) =~ 20) (Jp(@)) = Ip@)e' @)
D.:
(1) lim —< =o.
r—T0 T — X
(3) li S = e lj "~ a vzorec plyne z 1.6.14
lim z =™ lim vzorec plyne z 1.6.14.
1 1 1
2.1.7 ] 2 _1
(5) Podle 2.1.7 je (Inx) i rel

(2) S vyuzitim 2.1.6 dostaneme (2?)" = (e?%) = e % (gInx)" = g
x

(4) (a®) = () =e*(zlna) = a®(x)' Ina = a* Ina.
!/

Inz 1 1
6) (1 '=(— ) = —(lnz) = .
(6) (log, z) <lna) lna(nx) zlna
(7) S vyuzitim 1.6.9.9 dostaneme
sin(x +h) —sinz . sinzcosh +cosxzsinh —sinz
h—0 h = a0 h N
. . cosh—1 . sinh . . cosh—1
=sinx lim ———— + cosz lim —— = sinz lim ————— + cosx.
h—0 h h—0 h h—0
Dale I cosh —1 . cos?h —1 . —sin?h . sinh _, sin h 1.0=0
dle m —— = lim ——— = lim —— = — lim im =1-0=0.
h—0 h h—0 h(cosh +1)  h—=0h(cosh+1) h—0 h h—0cosh+1
(8) (cosz)" = (sin(z + F))" = cos(z + ) -1 = —sinz.
. / 2 2
sinz cos“x +sin“ 1
9) (tgz) = = = .
(9) (t2) <cos:v> cos? x cos? x:
cosxz\’ —sin’z —cos?x 1
10) (cotgz) = ( - ) = = — .
(10) (cotgz) sinx sin? z sin? x
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1 1 1 1
11) Podle 2.1.7 je (arcsinz) = — = = — .
() ie { ) (siny)  cosy /1-— sin2y V1—a?

1 1 1

12) Podle 2.1.7 je (arccosz)’ = = _

(12) Je ( ) (cosy)’ s1ny \/1 — cos2 V1—22
1 1 1 1
13) Podle 2.1.7 je (arctgzx)’ = = = = .
1 1 1 1

14) Podle 2.1.7 j tgx) = - S — .

( ) odle Je (arcco gw) (cotg y)/ _sinlzy —smjogé2—5052y 22+ 1

(15)-(18) 2.1.5
(19) (u) = (evlnu)’ — ovlnu <v’ lnu—i—v%) — <v’ lnu—l—v%),
(20) 2.1.6

O

2.1.10 Piiklady

2
1
1. y:arccosw%, a,beR, 0<a<hb.

;o 1 [bz? +1 2az(bx® + 1) — 2bz(az® +1)
v / 12\ a2 +1 (bz? +1)2
bx2—|—1
(bx? + 1)(abx® + ax — abx® — bx) (a —Db)x

C Vba? — az?vaz? + 1 (bz2 +1)2 - |zv/b — avaxz? + 1 (ba? + 1)
Vb—a
= sgnux .
Var? +1(bx? +1)

1 ER! oz
"= {”/E<—Plnx+5-5> = 3 (1—Inx)

3. Napiste rovnici te¢ny a normaly k hyperbole zy = 1 v bodé A = (3, 2).
1 1

_ r_ r1y
y=— v =—= 9y =4
teéna: y—2 = —4Az-1) normala: y—2 = 1@x-3)
2y—4 = —8x+4 8y—16 = 2zx-1
Az ty—4 = 0 2 —8y+15 — 0
4. y= Iz, 20=0
1 1
y = % o pro x # 0, ln%% = = 0 derivace v bodé 0 je nevlastni.
x x x
5. y= Va2, 20=0
1 1
/o 2~ / — 2 —
Yy = 55 e 0) = g 5on = Feo
1
— i 2 _
L) = iy iy =

Funkce tedy nemé v bodé 0 derivaci ani nevlastni derivaci.

6. y=sgnx, rg=0
(sgnx)! — lim 80T T o807 senl _ lim 222 — o
z=0 z—0 rz—0 z—0

Pro nevlastni derivaci neplati tvrzeni véty 2.1.3. (Proto také nevlastni derivaci nepovazujeme za derivaci.)
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2.2 Derivace vyssich radi, diferencial

2.2.1 Definice

Bud f funkce, ktera mé derivaci na mnoZiné M; C Dom f a bud zg € M7. Ma-li funkce f’ derivaci v bodé xg,
nazyvame tuto derivaci druhou derivaci funkce f v bodé xo a znacime ji f”(xq).

Obecné: Bud [ funkce, kterd ma na mnozing M, _; C Dom f (n — 1)-tou derivaci f= a bud g € M,_;.
Ma-li funkce f(*~1) derivaci v bodé z, nazyvame tuto derivaci n-tou derivaci funkce f v bodé xo a znacime ji

f(n) (z0).

2.2.2 Vzorce pro n-tou derivaci

1) @)™ =al@a=1)---(a=n+ 1)z 2) ()™ =e
3) (@)™ =a*In"a (0 (o) = (-1t ;,”!
(5) (sinz)™ =sin (z + n%) (6) (cosz)™ = cos (z + n%)

(7) (U’U)(") = ( g ) w™y + ( 711 ) w=Dy! £ 4 ( nﬁ ) ) w1 4 ( Z ) ™ =

=S ( 7: )u(n—i)v(i) (Leibnizova formule)
i=0

D.: Ve vSech piipadech matematickou indukeci. Prvni krok indukce vzdy bezprostiedné plyne z 2.1.9. Ukazeme
indukéni krok.

/

(4) (1nx)(n) = ((lnx)(nfl)) = ((—1)712 (T;;_?)') = (_1)n72(n -2)! (_T;: 1) = (—1)”71 (n;nl)'
(5) (sinz)™ = ((sinx)(”*l))l = (sin (z+ (n — 1)%))/ =cos(z+(n—1)%) =sin (z +nj)

(6) Analogicky jako (5)

(7) ()™ = ((uw)-DY’ = <"§( n-1 )uwl%(i))/ _

i=0 v
n—1 n — 1 » ) L )
— Z . (u(’ﬂ Z)U(Z) + u(n 1 7,),U(7,+1)) _

n—1 n—1 . . n n—1 . .
— (n—1),,(7) (n—1),,(i) —
;::0 < . > U DY < i > U v

t i=1

n—1 n—1 n—1 n—1 N n—1
- (n) (n—1),,(?) (n) —
(75" e B (5 )+ (500 )0 (01 ) w

n—1 n . . n n . .
= u(n)v -+ Z ( i ) u(n_z)v(z) -+ uv(n) = Z ( p ) u(n_l)v(l) O
i=1

=0

2.2.3 Definice

Bud f funkce definovana v né&jakém okoli bodu zy € R. Rekneme, Ze tato funkce je diferencovatelnd v bodé x,
jestlize existuje 6 € R, § > 0 takové, ze (xg — §,z9 + §) C Dom f, a existuje funkce 7 : (xg — 6,29 + ) = R
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takova, ze %in% 7(h) = 0 a existuje a € R takové, Ze pro h € R, |h| <6 je f(xo+ h) — f(x0) = ah + h7(h).
—

V tomto ptipadé se linearni funkce h — ah nazyva diferencidl funkce f v bodé xg a znad¢i se df(xo).

2.2.4 Poznamky
1. Vyjadieni f(zo + h) — f(zo) = ah + h7(h) je mozné pii libovolném a € R. Sta¢i polozit

(h) = f(zo +h) —hf(xo) —ah'

Podstatné je vak volit a tak, aby }llimo 7(h) = 0.
—

2. Rozdil f(xg+h)— f(xo) se nazyva piiristek funkce f v bodé xo pri priristku h nezdvisle proménné a znadci
se Af(xzo)(h), struéné A f(xo).
Pro diferencovatelnou funkei plati Af(xg)(h) = df(xo)(h) + h7(h).

2.2.5 Véta

Funkce f je diferencovatelna v bodé xy € R pravé tehdy, kdyz mé v tomto bodé derivaci. V tomto piipadé
a= f'(xo).
D.:

=: f'(x0) = lim f(wot 1) = f(wo) =lim(a+7(h)) =a+ %iLI%)T(h) =a.

h—0 h h—0
f(zo+h) — f(zo) = f'(z0)h

o . Pak

«: Necht f ma derivaci v bodé zg. Polozme a = f'(x¢), 7(h) =

<f(xo +) = Sa) f/(m)) — f'(@0) — f'(z0) = 0.

lim 7(h) = lim
h—0 h—0

d

Plati tedy df(xo)(h) = f'(z0) - h, df(@o)(h) = f'(x0); strucné dfglwo) = f'(x0)

Z tohoto vyjadreni plyne geometricka interpretace diferencialu: Diferenciél je pfirustek funkce naméreny na
teéné, tedy Af(xo) = df(zg). Toho lze vyuzit k pribliznému vypoctu funkénich hodnot.

Napiiklad: Vypocet v/4.02. f(x) =/, ©0 =4, h = 0.02, f(z¢) =v4 =2
1
()= ==, f'4) = —==1, df(4) = f'(4)-h =22 =0.
f'(x) 2\/5,f() VA f(4) =1"(4) T = 0.005
Flzo+h) = f(z0) + Af(xo) = flzo)+df (o) = 2+0.005 = 2.005
(Pfesna hodnota je 2.00499)
Je-li f(z) =z, pak f'(zo) = 1 pro kazdé xg € R, df(zo)(h) = h, struéné dz = h. Lze tedy psét

df(zo) = f'(zo)dx, neboli f'(xg) = df(i(x()), struéné f' = jf Je-li y = f(x), 1ze psat vy = d_y
x

T da dx

Za pouziti této symboliky dostanou nazorny tvar vzorce pro

e derivaci slozené funkce: % = ﬂd_ga
der dedx
df ! 1 d d 1
e derivaci inversni funkce: ﬁ—y = g = ﬁ, neboli £ = @
dx dx

2.2.6 Poznamka — zavedeni diferenciali vyssich radua

Necht funkee f ma v bodé zo n-tou derivaci () (x0), n > 1. n-ty diferencidl (diferencidl n-tého rddu) definujeme
jako zobrazeni d” f(xo) : h — f(")(x0) - h™, symbolicky d” f(zq) = f) (zq)dz".

dn dn
Za pouiti této symboliky lze n-tou derivaci zapsat f()(z) = df(flf) = d—y
" xn
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2.3 Obecné véty o derivaci

2.3.1 Véta (Rolle [1652 — 1719])
Necht funkce f spliiuje predpoklady:
(i) je spojita na [a,b],
(ii) v kazdém bodé intervalu (a,b) ma vlastni nebo nevlastni derivaci,

(iii) f(a) = f(b).
Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze plati f'(c) = 0.

D.: Je-li f konstantni, Ize podle 2.1.9.1 za ¢ vzit libovolny bod z (a, b).
Necht f nenf konstantni. Podle 1.7.12 existuje ¢ € (a, b) takové, ze f(c) = max{f(x): = € [a,b]}.
Necht nejprve f(c) > f(a) = f(b).
A o 1) = 10
odle (ii) existuje f'(c) € R*. Pfipustme f’(c) > 0, tedy lim —————=

Tr—c Tr — C

(z) = f(o)

Existuje ryzi okoli O(c) \ {c} takove, Ze pro z € O(c) \ {c} je !
x—c

> 0.
> 0.

Zvolme x1 € [a,b] N (O(c) \ {c}), 1 > c. Pak z1 — ¢ >0, f(z1) — f(c) <0, tedy f@) = flo) <0, coz je
x—c

Spor.

Analogicky vylou¢ime moznost f'(c¢) < 0. Je tedy f'(c) = 0.

Pokud f(a) = f(b) = max{f(z) : = € [a,b]}, poloZzime ¢ = min{f(z) : = € [a,b]} a provedeme analogické

avahy. [

Z dtukazu plyne, ze za c lze volit bod, v némz nabyva funkce f své extrémni hodnoty. Neplyne z ného, ze
jiné body s vlastnosti f’(c¢) = 0 neexistuji.

Vsechny tii predpoklady véty jsou podstatné.

2.3.2 Dusledek

Bud f funkce spojita na intervalu J, kterd mé na tomto intervalu n-tou derivaci. M&-li f na J n kofent (t.j.
existujf o, x1,...,o, € J, 7e f(xg) = f(x1) = --- = f(xn) = 0), pak existuje ¢ € J takové, ze (™) (c) = 0.

D.: Volme oznaceni tak, ze xog < 11 < - < xp,.
Na intervalech [x;, z;41] € J, i = 0,1,2,...,n — 1 spliwje f pfedpoklady Rolleovy véty. Existuji tedy
ch € (zy,wip1) CJ,i=0,1,2,...,n — 1 takova, ze f'(c}) = 0.
Na intervalech [c}, ¢}, ] € J, i = 0,1,2,...,n — 2 spliluje f’ predpoklady Rolleovy véty. Existuji tedy
€ (ch,ciy) CJ,i=0,1,2,...,n — 2 takova, ze f"(c?) = 0.
Analogicky postupujeme déle.
V n — l-nim kroku ukazeme, Ze existuji ¢ ', ¢}~ ! € J takova, ze fV(cf™) = fD(cp) =0,
Na intervalu [0871, c?il] spliwuje tedy f(™~1) predpoklady Rolleovy véty a tedy existuje
c€ (gt eyt C J takove, ze f(M () = 0.0

2.3.3 Véta (Lagrange [1736 — 1813], 1. véta o stifedni hodnoté&, véta o prirastku
funkce)

Necht funkce f spliuje predpoklady:
(i) je spojita na [a,b],
(ii) v kazdém bodé intervalu (a,b) méa vlastni nebo nevlastni derivaci.

fb) = fla)

Pak existuje ¢ € (a,b) takové, ze plati f'(c) = 5
—a
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D.: Polozme F(x) = (b—a)f(x) — (f(b) — f(a))z. Funkce F splituje piedpoklady 2.3.1:
(i): plyne z 1.7.6
(ii): plyne z 2.1.9(2) a 2.1.5.

(iii): F(a) = (b—a)f(a) = (f(b) = f(a))a = f(a)(b—a+a) = f(b)a=bf(a) - af(b)
F(b) = (b—a)f(b) = (f(b) = f(a))b = f(b)(b — a—b) + f(a)b = bf(a) — af(b)

Existuje tedy ¢ € (a,b), ze F'(c) = 0.

Fi(a) = (b=a)f'(x) = (f(b) = f(a)), 0 = F'(¢) = (b—a)f'(c) = (f(b) - f(a)), z Eehoz f'(c) =
O

£(b) - fla)
b—a

2.3.4 Dasledky
1. Spliwje-li funkce f na intervalu [a, b] predpoklady 2.3.3, pak pro libovolna x1, 22 € [a,b], 21 # 22 existuje
To) — €T .

Lﬁfl), neboli f(z2) — f(x1) = f'(€)(z2 — x1).

T —
f(x2) = f(z1) — prirastek funkce f mezi body z1, x2. Odtud je odvozen jeden z nazva véty.

¢ mezi 21 a x9 tak, ze plati f/(€) =

2. Necht funkce f je spojita na [a,b] a necht pro kazdé x € (a,b) je f/'(x) = 0. Pak je f konstatntni na [a, b].
D.: Budte z1,z2 € [a,b] libovolné. Pak podle predchoziho f(x2) = f/(&)(x2 — x1) + f(z1) = f(a1). O

3. Necht funkce f, g jsou spojité na [a,b]. Maji-li f, g vlastni nebo nevlastni derivaci na [a,b] a plati-li
f'(x) = ¢'(x) pro kazdé = € (a,b), pak existuje ¢ € R takova konstanta, ze f(z) = g(z) + ¢ identicky na
[a, b].

D.: Polozme h(z) = f(x) — g(x). Pak b/ (x) = f'(z) — ¢’(x) = 0 a podle predchoziho h(z) = c. O
2.3.5 Véta (Cauchy [1789 — 1857], 2. véta o stfedni hodnoté, véta o podilu pf¥i-
rustka funkce)
Necht funkce f, g spliuji predpoklady:
(i) jsou spojité na [a, b,
(ii) v kazdém bodé intervalu (a,b) existuje vlastni nebo nevlastni derivace f/(x) a vlastni derivace ¢'(x) # 0.

f(b) = fla) _ f'(e)

Pak existuje ¢ € (a,b) takové, ze plati = .
() g0) —g(@) _ g1c)

g9(b) — g(a)

D.: g spliuje predpoklady 2.3.3, existuje tedy d € (a,b) takové, Ze 0 Ta g'(d) # 0, z ¢ehoz plyne
g(b) — g(a) # 0, takZe zlomek na levé strané tvrzeni véty ma smysl.
Polozme F(x) = (g(b) —g(a)) f(x) — (f(b) — f(a))g(x). Pfimo ovéfime, Ze tato funkce splije predpoklady
2.3.1. Existuje tedy ¢ € (a, b) takové, ze F'(c) = 0.
Tedy 0 = (g(b) — g(a))f'(c) — (f(b) — f(a))g'(c), z ¢ehoZ plyne tvrzeni. [

z=g(t) t € la,b] — parametrické vyjadr¥eni n&jaké k¥ivky.

y=[(t)
% — smérnice sefny, vedené body A = (g(a), f(a)), B = (g(b), f(b)).

S 0 fE
=m0 Y 9o

Z dukazu Lagrangeovy véty je vidét, ze Lagrangeova véta je disledkem Rolleovy véty. Z dikazu Cauchyovy
véty je vidét, ze Cauchyova véta je dusledkem soucasné Rolleovy a Lagrangeovy véty. Bezprostiedné je ale vidét,
ze Lagrangeova véta je diisledkem Cauchyovy véty a Rolleova véta je disledkem Lagrangeovy véty. VSechny tii
véty jsou tedy ekvivalentni.

je smérnice tecny v bodé C = (g(c), f(c)).
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2.3.6 Véta (Johann Bernoulli [1667 — 1748], de I’Hospitalovo pravidlo [1696])
Necht f, g jsou funkce, zp € R* a necht lim f(z) = lim g(x) = 0 nebo 1Lm lg(x)] = 0.

! !
Existujeli lim %) ¢ R, existuje i lim 2 a plati lim 2% — Jim £&).
R NAC) a—a0 g(7) aomo g(a)  amo g'(x)

Stejné tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

/

Je-li lim f(x) = lim g(xz) =0 a funkce f—/ je spojita v bodé xg € R, diikaz je snadny:

) ) lim f(@) = f(wo)
lim @) = (o B R - lim M: lim M: lim @

0 g(@)  glwn) | 9@ = glwe) | am g(@) —gle) | eore gle) —0 w0t gla)

T—TQ r — X
Dukazy de I’'Hospitalova pravidla v ostatnich pfipadech lze nalézt v literatufe.

/

Poznamka: Jestlize lim f(z) = lim g(z) =0 nebo lim |g(z)] = o0 a lim neexistuje, nelze z toho
r— Tr—rT0o

xo T—T0 T—rTo g/(.I)
: o o f@)
usuzovat nic o existenci a hodnoté lim ——.
a0 g(z)
9 . x—sinz . 1= 1-— . (z—sinz) . 1—cosx L
Napriklad lim —— = lim e = =1,ale lim -——= = lim ———— neexistuje.
T—00 L —COSxT  wooo 1 — =22 10 z—00 (X — cosx) z—oo 1 +sinx

2.3.7 Zobecnéni:
Necht n € N a necht pro k € {1,2,...,n — 1} plati lim f®)(z) = lim ¢g*)(2) = 0 nebo lim [¢¥ (z)| = cc.
Tr—rT0o xrT—rxo xrT—rxo
f (x) f(x)

Existuje-1i i existuje i li
st i ey extstue im0

a obé limity jsou shodné.

Jinymi slovy: de I’'Hospitalovo pravidlo lze pouzivat opakované

2.3.8 Poznamka o neurcitych vyrazech

Necht f, g jsou funkce, xg € R* takové, ze lim f(x) =a € R*, hﬁm g(x) =b e R
x T—T0o

—X0

L 0. : &— i
l.a=b=0,typ 5: 111{20 g(z) mli)rgo g'(z)

!
2. a =400, b= oo, typ =: lim 1) lim ! (I)

f@) _ o 9(@)

3. a=0,b==o00,typ0-00: lim f(x)g(xr) = lim — im ===, coz je néktery z predchozich typi.
Tr—rT0o T—rT0o —Xo —
g(x) e
1 1
4. a=b=+o0, typ co —oo:  lim (f(x) —g(z)) = lim M, coZ je typ §.

. lim g(z)ln f(x
5.a=b=0,typ 0% f(z)9®) =eI@WF@)  lim f(z)9®) = e ale)in F()

T—rT0o

, coz je typ 0 - co.

lim g(z)In f
6. a =00, b=0, typ oc®:  lim f(z)9®) = v %0 ole)in (w), coZ je typ 0 - oc.
xr—rxo

lim g(z)In f(x
7.a=1, b=oo, typ 1 lim f(z)9®) = e”””og( J )

T—rT0o

, coz je typ oo - 0.
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2.4 Taylortv vzorec

2.4.1 Oznaceni

Budte f, g funkce, zo € R*.

Symbol f(z) = O(g(x)),z — xo, strutnéji f = O(g),x — xo znadi: existuje okoli O(zp) € Dom f N Dom g
bodu z( a konstanta k € R tak, Ze pro vSechna x € O(zo) plati |f(x)| < k|g(x)|. Nekdy se v takovém piipadé
tika, ze funkce f je mald Tddu g. (

x

)

~
~—

Symbol f(x) = o(g(x)),x — =g, struéngji f = o(g),z — xo znadi lim
xr—rx0o g

= 0. Nékdy se v takovém

—

pripadeé tika, ze funkce f je mnekonecné mald rdadu g.

2.4.2 Definice
Budte f, g spojité funkce, o € Dom f N Domg, n € NU {0}. Rekneme, ze funkee f, ¢ maji v bodé zq styk
7adu alespoti n, jestlize lim M =0.

z—zo (X — x0)"

Funkee f, g maji v bodé x styk fadu alespon n, pokud f(z) — g(x) = o ((x — x0)™),x — xo.

Poznamka: Je-li rovinnéd kfivka grafem funkce f, kterda mé& v xop € Dom f derivaci a funkce ¢ je déna
predpisem g(z) = f(xo) + f'(z0)(z — x0), pak funkce f a g maji v bodé xg styk fadu alespon 1. (Te¢na ke grafu
funkce m4 s grafem funkce styk fadu alespon 1.)

— — — / — —
D.: lim f(@) — (=) — lim f(x) = flwo) = fi(wo)(x = x0) — lim f(z) = f(zo)

T—To T — X9 T—To Tr — X T—To T — X9

— o) =00

2.4.3 Véta

Necht n € N a funkce f, g maji v bodé g € Dom f N Dom g spojitou n-tou derivaci. Funkce f a g maji v bodé
xo styk fadu alespon n pravé tehdy, kdyz plati

f(xo) = glwo), f'(w0) =g (x0), (o) =g"(x0), -+, f"(w0) = g™ (o).

D.: V obou &astech ditkazu budeme pouzivat oznaceni F(x) = f(z) — g(x), Gi(x) = (z —x0)* pro k € NU{0}.
Ponévadz existuje F(™) (), existuji na jistém okoli bodu x¢ i F*®) pro k € {0,1,2,--- ,n — 1} a jsou to
podle 2.1.3 funkce spojité v bodé xg.

Podle 2.2.2.1 je G,(j)(x) =k(k—1)---(k—1+1)(z — 20)*. Vechny funkce G;ﬂl) jsou v bodé x( spojité a

0, l#k
lati G\ (zo) = { .
plati G} (zo) Kool=k
«: Necht F(z¢) = F'(z0) = F"(x0) = --- = F™(z0) = 0. Pak s vyuzitim 2.3.7 plati
F(n) ) ) F F
0= gl“o) = (zo) = lim ) = lim (z) = lim _F@) .
n! GSI") (330) T —z0 GSI") (IE) 0 Gn(x) x—x0 (CL‘ - Io)n
F
ot Necht lm —&_ _
z—xo (T — )"
Kdyby existovalo k € {1,2,...,n} takové, ze F(xg) = F'(zg) = F"(zg) = --- = F*D(z5) =0 a
F®)(z9) # 0, pak by s vyuzitim 2.3.7 platilo
k) k) k) F F
0 # ExO) = (k)(xo) = lim 7@)(%) —im 2@ gy @ _ -
k! Gk («TO) T—T0o Gk (x) T—T0o Gk(x) T—To (x — Io)
= lim F(z) (x—z0)" F =0,

w0 (T — T)"

coz by byl spor.
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2.4.4 Definice

Bud f funkce, a € Dom f. Necht funkce f mé v bodé a derivace az do n-té véetné. Polynom

®(a)
x (x — a)k

"a "(a ") (a n
T @) = Tulw) = @) + 2w —a) 4 L0 ooy g L0 e 57T
) ' ' k=0

se nazyva Tayloriv polynom stupné n funkce f v bodé a (se stiedem a).
Je-li a = 0, nazyva se tento polynom Maclauriniv.

2.4.5 Véta
Pro Tayloruv polynom plati
L) = f(@). Tha)= @), T@)=f"a), . T =),
"(a "(a (n) a
D Tu@=f@+ L)+ T ap 4 L= )
"(a "(a (n) a
1) = L Tl gy e a1 1) = )
"a "ia (n) a
1) = L0024 305 0y Dy a2 1) = (@)
70 w) = £ 1) 2 T (0) = 7 (a) O

7 vét 2.4.3 a 2.4.5 bezprostifedné plyne

2.4.6 Dausledek

Necht funkce f méa v bodé a € Dom f n-tou derivaci a necht 15, f , je Tayloriv polynom stupné n funkce f
v bodé a. Pak funkce f a T}, ;o maji v bodé zy styk fadu alespoii n.

2.4.7 Priklad (Maclaurinovy polynomy nékterych elementarnich funkci

1. f(x)=¢"
@) = £1(0) = £7(2) =+ = [9@) =, tedy 1(0) = £(0) = J(0) = = )0) =1
Tn($)=1+ﬂ+§+"'+mzkgo—!

2. f(z) =sinx

f(0)=0, f(0)=cos0=1, f"(0)=—sin0=0, f”(0)=—cos0=-1, f"(0) =sin0=0,...,

FERD(0) = (1)L, f2(0) = 0
B B $3 I5 ol I2n71 B n b1 IQkfl
Tona(w) = Tonlw) =@ =5+ 50 =+ (C)" =gy = 2 (CU

3. f(z) =cosz
f(0)=1, f(0)=—sin0=0, f’(0) =—cos0=—1, f”(0) =sin0 =0, f"(0)=cos0=1,...,
FEm(0) = (1), f241(0) =

1'2 £L'4 2n

T2n($) = T2n+1($) =1- g + I — 4 (_1)71_

4. f(z) =In(1+ x)
f(O) =0, |
Podle 2.2.2.4 je f*)(z) = (—1)’€—1(k;;)' a tedy ) (0) = (1)1 (k —1)..

2 3 4

T T T "
T’ﬂ fr— _—— RS — n—1 — -
e R n & k



5. f(z)=(1+2)* aeR

f(0) =1,
Podle 2.2.2.1 je [(1 + 2)?]®) = a(a — 1)(a = 2) -+ (a — k+ 1)(1 + 2)* %, a tedy
F®0) = ala—1)(a~2)- (04 k+1).
Definujme . ) = ala—1)@=2)-(a _k+1).Pak
k k!

- «@ @ 9 «@ 3,
Tn(x)—1+<1)x+<2>x+<3)w+ +( ) ( )
Pro a € N, a <n je Maclauriniv polynom rozepsanim vyrazu ( podle binomické véty.

2.4.8 Véta (Brook Taylor [1685 — 1731])

Bud f funkce, a € Dom f, n € N. Necht existuje okoli O(a) bodu a takové, Ze funkce f mé (n+ 1)-tou derivaci
v kazdém bodé z O(a). Bud x € O(a). Pak v otevieném intervalu s krajnimi body a a z existuje ¢islo ¢ takové,
ze plati

+ fﬁ(a)(x—a)2+~-~+ R0

2! n!

F D (e)

(n+1)! e

(x —a)" + (x—a

D.: Bud zg > a, ¢ € O(a) libovolné.

%?_—M, neboli f(wg) = T (o) + K (2o —a)™ .
Dale polozime F(z) = f(x) — Ty (z) — K(x — a)"*! pro x € [a, o).

Funkce F' ma podle 2.1.3 a 2.1.5 na [a, xo] spojité derivace az do n-té, nebot f ma na tomto intervalu
(n + 1)-tou derivaci a T,,(x), (x — a)"*! maji derivace viech Fadi.

Polozime K =

Podle 2.4.5 plati F(a) = F'(a) = F"(a) = --- F™(a) = 0.
Dale F(xzp) = 0. Tedy F spliwje na [a,x] pfedpoklady 2.3.1. odtud plyne, Ze existuje ¢; € (a,xo) Ze
F'(c1) =0.

To déale znamené, ze funkce F’ spliiuje na [a, ¢1] pfedpoklady 2.3.1, z ¢ehoZ plyne, Ze existuje c2 € (a,¢1)
7e F"(cy) = 0.

Tak pokracujeme dale. Nakonec ukazeme, ze existuje c,, a < ¢, < xg takové, ze F (")(c) =0.

Celkem tedy dostaneme, Ze funkce F(™) spliiuje na [a, c,,] predpoklady 2.3.1, z ¢ehoz plyne, Ze existuje
c € (a,c,) C (a,z0) ze FtD(c) = 0.

("+1)(c)

(n+1)!°
Dokazali jsme tedy platnost vzorce pro x = xg > a, xo € O(a). Ponévadz zy > a byl libovolny, plati
vzorec na pravém okoli bodu a.
Jeho platnost na levém okoli bodu a dokdzeme analogicky. [

Piitom F(" D (¢c) = f*+D(c) =0 — K(n + 1)!, z éehoz plyne K =

Poznamky

e Vzorec uvedeny ve vété lze zapsat: f(z) = T, (z) + Rn(x). Tento vzorec se nazyva Tayloriv (pro a = 0
Maclauriniv); vyraz R, (x) se nazyva zbytek v Taylorové vzorci nebo Tayloriv zbytek.

Ft(e)

(n+1)!

Existuji i jiné tvary zbytku, vzdy v8ak plati R,(z) = o((z —a)"),z — a.

Vyraz R, (z) = (x — a)"™! se nazyva Lagrangetiv tvar (Taylorova) zbytku.
e Cislo ¢ lze napsat ve tvaru ¢ = a + O(z — a), kde © € (0, 1).
e Je vidét, ze Lagrangeova véta 2.3.3 je specidlnim piipadem véty Taylorovy (pro n = 1).

Naopak, Taylorova véta byla dokazéna jako disledek véty Rolleovy 2.3.1

2.4.9 Priklad (Zbytky Maclaurinovych polynomi nékterych elementarnich funkci)
Sr. 2.2.2

1. f(z)=¢€%, Rp(z)= zntl
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n

2. f(z) =sinz, Rap_1(z) = sin(Oz + nr) ,

(2n)!
cos(Ox + 2Ly
3. f(x) —= COoS T, RQn(x) —_ (2n + 1)2' 2n+1
xn-l—l

4 f@) =In@+1), B.@) = (V" ooy e

Cf@) = (142)%, Ra(z) = ( nj_l )(1+@x)a"1xn+1

ot

Taylorova véta slouzi k pfibliznému vypoctu funkénich hodnot

2.4.10 Priklad

Najdéte Maclauriniv polynom, ktery na intervalu (=%, %) aproximuje funkci f(z) = sina s pfesnosti 107°.

R.:
" 2kl in(Ox + nw)
: =T . R . — -1 k-1 L SID( 2n
sing = Ton_1(2) + Ran_1(x) ;( ) 2T + "
SOz +nm) o _ |o?] _ (3)"
Rop_1(z)| = |2REL T om <
[Rzn—1(2)] (2n)! = 2n)! = (2n)!
Snadno ovétime, 7e |Ro(z)| < 0.00002 a |R11| < 0.0000005 < 10~°. Tedy staci vzit
3 5 7 9 11
Tll(:v)zx—x——i—x 2t x

6 ' 120 5040 ' 362880 39 916 800

O

2.5 Prubéh funkce
2.5.1 Véta

Necht funkce f ma v bodé xy € Dom f vlastni nebo nevlastni derivaci. Je-li f'(x) > 0 (resp. f'(z) < 0), pak je
f v bod& x rostouci (resp. klesajici).

D.: Necht lim (@) = Fl@o) > 0. Pak existuje O(z¢) takoveé, ze fl@) = fl@o) > 0 pro kazdé © € O(xg).
T—To T — X0 r — X

Je-li x € O(xp), © < xo, pak x —x9 < 0 a tedy f(z) — f(zo) <O, tj. f(z) < f(zo).
Je-li . € O(xp), > xo, pak & — x9 > 0 a tedy f(z) — f(xo) > 0, tj. f(z) > f(xo).
Druhé tvrzeni dokdzeme analogicky. [

2.5.2 Véta

Necht funkce f je spojita na intervalu J a ma zde vlastni nebo nevlastni derivaci. f je rostouci (resp. klesajici) na
J pravé tehdy, kdyz f’(z) > 0 (resp. f/(x) < 0) na J, pfi¢emz rovnost f’(z) = 0 neplati na zadném subintervalu
intervalu J.
D.: =: Necht f je rostouci na J, zy € J libovolny. Pro € J, > x¢ je f(x) > f(xg) aprox € J, & < x¢ je
f(z) < f(xo), tedy @) = f(@o) > 0 pro « € J. Odtud plyne, ze f/'(z9) = lim f(@) = (o)
T —x

0 T—T0 T — To
Kdyby rovnost f/(z) = 0 platila na intervalu I C .J, byla by podle 2.3.4.2 funkce f konstantni na I.

> 0.

<: Budte z1,22 € J, 21 < x2. Na [x1,x2] funkce f spliiuje pfedpoklady 2.3.3 a tedy existuje £ € (x1,x2)
Jloy) = flwe) = f'(§) > 0, coz znamena, ze f(zr1) < f(z2).
T1 —x

1 —
f je tedy neklesajici na J a ponévadz na zadném subintervalu neni konstantni, je rostouci.

takové, ze

Druhé tvrzeni se dokdze analogicky. [
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2.5.3 Definice

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé 2o € Dom f lokdlni mazimum (resp. minimum), jestlize existuje okoli O ()
bodu z takové, Ze pro kazdé z € O(xg) N Dom f bodu zg plati f(z) < f(xo) (resp. f(x) > f(zo)).

Lokalni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize existuje ryzi okoli O(zg) \ {0} bodu z( takové, ze
pro kazdé z € (O(zo) \ {zo}) NDom f plati f(x) < f(zo) (resp. f(x) > f(x0)).

Lokélni maxima a minima souhrnné nazyvame lokdlni extrémy, pripadné ostré lokdlni extrémy.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xg € M C Dom [ absolutni mazimum (resp. minimum), na mnoziné M,
jestlize pro kazdé x € M plati f(x) < f(zo) (resp. f(z) > f(x0)).

Absolutni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize p¥islusné nerovnosti jsou ostreé.

Absolutni maxima a minima souhrnné nazyvame absolutni extrémy.

2.5.4 Poznamky

1. M&-li funkce v bodé g € Dom f lokalni extrém a existuje-li vlastni nebo nevlastni f’(x¢), pak f/(xo) = 0.
(Plyne bezprostiedné z 2.5.1.)

2. Body, v nichz f'(z¢) = 0 nazyvame staciondrni body funkce f.
Bezprostiedné z predchoziho tvrzeni vyplyva, ze funkce mtze mit lokalni extrém bud ve stacionarnim
bodé a nebo v bodé, kde neexistuje vlastni ani nevlastni derivace.

3. Stacionarni bod nemusi byt bodem lokalniho extrému.
Napi. f(z) =22, f/(0) =0, f'(x) =322 > 0 pro x # 0. Tedy podle 2.5.2 je f rostouci na R.

2.5.5 Véta

Necht funkce f je spojitd v bodé z¢p € Dom f. Existuje-li levé ryzi okoli L(z¢) \ {zo} bodu x¢, v némz je f
neklesajici (resp. nerostouci) a pravé ryzi okoli P(xzg) \ {0} bodu zg, v némz je f nerostouci (resp. neklesajici),
pak méa funkce f v bodé ¢ lokalni maximum (resp. lokalni minimum).

Existuje-li levé ryzi okoli L(x0)\{x0} bodu xq, v némz je f rostouci (resp. klesajici) a praveé ryzi okoli P(xo)\{xo}
bodu g, v némz je f klesajici (resp. rostouci), pak ma funkce f v bodé z( ostré lokalni maximum (resp. ostré
lokalni minimum).

D.: Necht f je v L(zg) \ {z0} neklesajici a v P(xo) \ {zo} nerostouci. Podle 1.6.15 je

xggnr f(x) =sup{f(z): x € L(xo) \ {z0}}, zgrzr;Jrf(x) =sup{f(z): x € P(xo) \ {zo}}. Ponévadz f je
Spojita v xg, je f(xg) = mlggré_ flz) = m£%+f(x) =sup{f(z): z € (P(xo) UL(x0)) \ {x0}}
Necht f je v L(zg) \ {0} rostouci a v P(xg) \ {xo} klesajici. Bud = € L(zg) \ {zo} libovolny. Pro
w1 € (2, 20) € L{zo) \ {zo} je f(x) < f(z1) < [f(wo) = sup{f(z) : © € L(zo) \ {zo}}.
Podobné ukazeme, Ze pro xz € P(xzo) \ {zo} je f(zo) > f(x).
Analogicky ukézeme platnost tvrzeni v ostatnich piipadech. O

Obracena véta neplati. Ma-li funkce f v bodé xg lokalni extrém, nemusi byt v zddném ryzim jednostranném
okoli monotonni.
Predpoklad o spojitosti funkce f je podstatny.

2.5.6 Dasledky

1. Necht funkce f je spojita v bodé z:p € Dom f a existuje levé ryzi okoli £(z0)\{zo} bodu z( a pravé ryzi okoli
P(z0)\{x0} bodu zy takova, Ze funkce f ma vlastni nebo nevlastni derivaci f/(x) na (P(xo)UL(x0))\ {0},
pri¢emz f'(x) > 0 (resp. f/(xz) < 0) na L(zo) \ {zo} a f'(xz) <0 (resp. f'(z) > 0) na P(xo) \ {zo}. Pak

mé f v bod& x ostré lokalni maximum (resp. minimum).
D.: plynez255az25.10

2. Necht f’(z¢) = 0 a necht funkce f ma v bod& z( vlastni nebo nevlastni druhou derivaci. Je-li f”(x¢) < 0,
mé f v bodé xq ostré lokalni maximum, je-li f”(z0) > 0, ma f v bodé z( ostré lokalni minimum.
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D.: Jeli f"(z¢) <0, je f'(zg) v bod& xg podle 2.5.1 klesajici. Existuje tedy ryzi levé okoli L(xo) \ {0}
bodu zy takové, ze f'(x) > 0 na L(xo) \ {zo} a existuje ryzi pravé okoli P(x¢) \ {0} bodu zy takové,
ze f'(x) < 0na P(xo) \ {zo0}.

Analogicky ukazeme platnost druhého tvrzeni. [

2.5.7 Poznamka o absolutnich extrémech

Necht funkce f je spojita na [a,b]. Podle 1.7.12 nabyva f na [a,b] své nejvétsi i nejmensi hodnoty, tedy svého
absolutniho maxima a absolutniho minima. Absolutnich extrémit nabyva bud v bodech lokalnich extrému nebo
v krajnich bodech intervalu [a, b].

2.5.8 Definice

Rekneme, Ze funkce f je konvexni (resp. konkduvni) na intervalu J C Dom f, jestlize pro kazdé t¥i body
x3) — f(z
Z1,%9,x3 € J, 11 < x2 < w3 plati f(xz2) < f(x1) + %(xz — 1)
3= T1

x3) — f(x

(resp- £(e2) 2 fan) + LTI i,

Rekneme, Ze funkce f je ryze konvexni (resp. ryze konkdvni) na intervalu J C Dom f, jestlize pro kazdé t¥i body

X1,x2,23 € J, 11 < 29 < w3 plati f(x2) < f(x1) + W(m — 1)
3—T1

(resp. f(x2) > f(a1) + %(mz — 1) ).

2.5.9 Véta

Funkce f je konvexni na intervalu J C Dom f préavé tehdy, kdyz pro kazdé t¥i body x1, 2z, 23 € J, 21 < 29 < 3
je splnéna néktera z ekvivalentnich podminek

flx2) = fz1) _ fl=3) — f(21)

(\/1) S )
To — I T3 — T1

(Va) f(xs) — f(z1) < flxs) — f(xz),
€T3 — I T3 — T2

(Vs) f(x2) — f(21) < flas) = flw2)
To — I T3 — T2

Nerovnost v téchto podminkach je ostra pravé tehdy, kdyz funkce f je ryze konvexni na intervalu J.
Funkce f je konkavni na intervalu J C Dom f pravé tehdy, kdyz pro kazdé tii body =1, 22,23 € J, 21 < 2 < x3
je splnéna néktera z ekvivalentnich podminek

f(xa) = fz1) _ flw3) = f(21)

(/\1) Xro — I Z T3 — T1 ’
() L= 0], Jlon) = ),
(o) LD =00 5 ) )

Nerovnost v téchto podminkach je ostré pravé tehdy, kdyz funkce f je ryze konkavni na intervalu J.

D.: Podminka (V1) je zfejmé ekvivalentni s podminkou v definici 2.5.8.
Upravime podminku (V1):

(x3 —z1)(f(22) = f(z1)) < (22 —21)(f(23) — f(21))
r3f(x2) —w3f(w1) — 21 f(v2) + 21 f(21) < w2f(23) — 22 f(71) — 21 f(23) + 21 f(21)
vof(z1) + x3f(w2) + 21 f(23) < 21f(22) +22f(23) + 23 f (1)
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Déle upravime podminku (Vs):

(x3 —x2)(f(23) — f(z1)) < (x5 —21)(f(23) — f(22))
w3f(x3) — w3 f(w1) — 2o f(w3) +x2f(21) < w3f(23) — 23f(22) — 21 f(23) + 21 f(22)
zof(z1) + @3f(w2) + 21 f(23) < 21f(22) +22f(23) + 23 f (1)

Odtud je vidét, ze podminky (V1) a (Vz2) jsou ekvivalentni. Stejné (prostym roznasobenim) ukaZzeme
ekvivalenci podminky (V3) s podminkami (V1) a (Va).
Tvrzeni pro konkavni funkce dokazeme analogicky. [

2.5.10 Véta

Necht funkce f ma na intervalu J C Dom f derivaci f'. Je-li funkce f konvexni (resp. konkavni) na J, pak pro
kazdé dva rtzné vnitini body x,z¢ € J plati f(z) > f(zo)+ f'(xo)(x—x0) (resp. f(z) < f(zo)+ f'(z0)(x —x0)).
Je-1i funkce f ryze konvexni (resp. ryze konkavni) na J, pak pro kazdé dva rizné vnitini body z, 2z € J plati

f(x) > f(xo) + f'(xo0)(x — x0) (vesp. f(x) < f(xo) + f'(x0)(x — x0)).
D.:

e Bud f konvexni funkce na J a x,zy libovolné vnitini body intervalu J.
f©) = flwo) _ f(z) = f(zo)

& —xg - T — g

Necht nejprve xg < . Podle (V1) pro libovolné & € (xg, z) plati

f(#) = f(zo)

Limitnim pfechodem & — x dostaneme f/(zg) <
Tr — X

,neboli f(xzo)+ f'(zo)(x—x0) < f(2).
f(zo) — f() < f(@o) —f(f)_

To— X - xog—¢&
< f'(z0), neboli f(z) = f(xo)+ f'(x0)(x — o).
e Je-li f ryze konvexni na J, pak podle jiz dokdzaného pro kazdé dva vnitini body z,z¢ € J plati

f(x) > f(zo) + f'(m0)(z — zo). Pripustme, Ze existuji vnitini body x1,z3 € J, 71 < 3 takové, Ze

f(@3) = f(z1) + f'(z1) (23 — 21).

Podle (V1) — s nodifikaci pro ryze konvexni funkce — pro kazdé xs € (1, x3) plati

f(z2) = f(21) - f(x1) + f'(@1) (23 — 21) — f(71)

Necht nyni @ < xg. Podle (Va) pro libovolné € € (x,x¢) plati
f(xo) — f()

o — T

Limitnim pfechodem & — xy dostaneme

To — I €r3 — I1
flz2) = flz1)  _ (1)
To — T

flaz) < flz) + fl(z1) (22 — 21),

coZ je spor s jiz dokdzanym (pii oznaceni © = xo, xo = x1).
Analogicky s vyuzitim (Va) vyloud¢ime moZnost existence vnitinich bodi x1,z3 € J takovych, Ze

f(x1) = flzs) + ['(ws) (21 — x3).
Tedy pro vSechny vnitini body x, zg € J plati f(x) > f(zo) + f/(x0)(z — x0).

e Tvrzeni o konkavni funkci dokdzeme analogicky.

O

2.5.11 Véta

Necht funkece f m4 na intervalu J C Dom f derivaci f’. Funkce f je ryze konvexni (resp. konkavni) na intervalu
J pravé tehdy, kdyz f’ je na J rostouci (resp. klesajici).

D.: =: Budte x1, 72 € J, x1 < 23 libovolné. Podle 2.5.10 je f(x2) > f(x1) + f'(z1)(z2 — x1) a
f(x1) > fx2) + f'(x2)(x1 — x2), neboli w > f'(z1) a w < fl(z2).
Odtud f'(x1) < f'(x2). o b
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<: Sporem. Necht f’ je rostouci na J a pripustme, Ze f neni ryze konvexni, tedy Ze existuji
f('rQ) - f(xl) > f('r3) - f(IQ) (SI‘. (\/3))
To — I €r3 — T2
Podle 2.3.3 existuji & € (z1,x2) a & € (22, x3), Ze
f(@2) — f(z1) (3) — flz2) _
Jra) = Jim) Has) Z 22) ey,

= (@) 2 12
To — X1 T3 — T2

Ziejmé &1 < &2 a ponévadz f’ je rostouc, je f/(&1) < f'(&2), coZ je spor.

r1,x2,23 € J, 1 < x9 < x3 takové, ze

Tvrzeni o konkavni funkci dokédZeme analogicky. [

Odtud a z 2.5.2 plyne

2.5.12 Duisledek

Necht funkce f mé na intervalu J spojitou prvni derivaci a vlastni nebo nevlastni druhou derivaci. [ je ryze
konvexni (resp. konkavni) na J pravé tehdy, kdyz f”(z) > 0 (resp. f”(x) < 0) na J, pfi¢emz rovnost f”(x) =0
neplati na zaddném subintervalu intervalu J.

2.5.13 Definice

Necht f je funkce spojita v ¢ € Dom f a necht existuje vlastni nebo nevlastni derivace f/(zo). Rekneme, Ze z
je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje levé ryzi okoli L£(xzg)\ {zo} bodu z¢ a pravé ryzi okoli P(zo) \ {zo}
bodu zg takova, Ze f je ryze konvexni na L(xzg) \ {zo} a ryze konkavni na P(xo) \ {xo}, nebo naopak f je ryze
konvexni na P(xo) \ {zo} a ryze konkavni na L£(zg) \ {zo}.

2.5.14 Poznamky

1. Je-li zp inflexni bod funkce f a f’ je spojitd v bodé zg. Pak f/ mé v bodé xg ostry lokalni extrém.
(sr. 2.5.6.1, a 2.5.12).

2. Je-li zg inflexni bod funkce f a existuje vlastni nebo nevlastni druhé derivace f”(xo), pak f”(zo) =0
Opacné tvrzeni neplati. Z f”(x¢) = 0 neplyne, Ze by xq byl inflexni bod funkce f.
Napiiklad: f(z) = 2*, f"’(z) = 1222, f’(0) =0 a v bodé xg = 0 neni inflexn{ bod funkce f.

2.5.15 Definice

Rekneme, ze primka p : © = x¢ je asymptotou bez smérnice funkce f, jestlize funkce f ma v x( alespon jednu
nevlastni jednostrannou limitu.

Rekneme, Ze pifmka p : y = ax + b je asymptotou se smérnici funkee f, jestlize funkece f je definovana v okolf
oo (resp. —oo) a plati ler&(ax +b— f(x)) =0 (resp. xgrgloo(a:v +b— f(x))=0).

Libovolna funkce miize mit nejvyse dvé asymptoty se smérnici, mtuze vSak mit libovolny pocet asymptot bez
smeérnice.

2.5.16 Véta
f(z)

Piimka y = ax + b je asymptotou se smérnici funkce f pravé tehdy, kdyz lim ~——= =a, lim (f(x) —ax) =10
r—o0 T T—00
( lim f@) =a, lim (f(z)—azx)= b).
r——00 I T——00
h—
D.: = Pokud lim (az+b— f(2)) = 0 pak podle 1.6.7.7 a 1.6.7.4 take lim a@w b= I ) tedy
r—+o0 r—+o0 x
0=a— lim @, neboli lim @ =
r—+oo I r—+oo g

Dale z zglzltloo (ax+b— f(z)) =0plyne 0 = lim (ax — f(x))+b a tedy xlim (f(x) —ax) =b.

li
r—Fo00 —+oo
«: Jestlize hrf (f(x) — ax) = b, pak hrf (ax +b— f(z)) = ar — f(x))+b=-b+b=0.0
T—r 00

lim (
z—+o0 z—+o0
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2.5.17 Postup pri vySetiovani pribéhu funkce

1.

2.

Uréime Dom f; pokud je to mozné, tak nulové body funkce f a intervaly, na nichz je f kladna a zaporna.

Vypocéitame f’; ur¢ime nulové body f’ (stacionarni body); body, v nichZ f’ neni definovana; body, v nichz
/' je kladna a zaporna (Tj. ur¢ime intervaly monotonnosti a lokalni extrémy.)

Vypoéitame f”; uréime nulové body f”; body, v nichz f” neni definovana; body , v nichz f” je kladn4 a
zaporné (Tj. ur¢ime intervaly konvexity a konkavity, inflexni body.)

Vypocitame piislusné jednostranné limity v ,hrani¢nich bodech® Dom f (Tj. najdeme vSechny asymptoty
bez smérnice). Najdeme ob& asymptoty se smérnici (pokud existuji).

Vypocitame funkéni hodnoty ve vyznacnych bodech (stacionarnich, inflexnich), pfipadné v nékolika dalsich
bodech. V inflexnich bodech muze byt uzite¢né vypocitat hodnotu derivace.

2.6 Rovinné krivky

2.6.1 Definice

Necht I C R je interval, ¢,v : I — R spojité funkce. Mnozina C = {(p(t),%(t)) : t € I} C R? se nazyva
(rovinnd) kfivka, funkce ¢, 1 se nazyvaji parametrizace kiivky C.
Je-li I = [a,b], body A = (p(a),¥(a)), B = (¢(b),1(b)) se nazyvaji krajni body krivky C. Ktivka C' se nazyva

uzavtend, jestlize A = B.

e Jedna kfivka muze mit vice parametrizaci. Napriklad

o(t) = cost
P(t) =sint’

o(t) = cost

@(t) = cos2t
U(t) = —sint’

te [07 27T]’ w(t) =sin2t’

t € 10,7, t €0, 27],

jsou t¥i rizné parametrizace kruznice se stiedem (0,0) a polomérem 1.

e Je-li f spojita funkce, Dom f je interval, pak graf funkce f je kfivka s parametrizaci

o(1)
Y(t) = f(t)

=t

,t € Dom f.

o Je-li C = {(p(t),9(t)) : t € I}t kiivka, t¢ vnitini bod intervalu I a funkce ¢ je na okoli bodu ¢y ryze
monotonni (k tomu staci, aby ¢ méla v bodé ty spojitou derivaci a ¢'(tg) # 0), pak existuje interval
J C R, ktery obsahuje bod ¢(ty) a existuje funkce f definovana na J tak, ze {(z, f(z)) : x € J} C C.

D.:

Necht existuje okoli O(tg) bodu tg takové, Ze ¢ je na O(tg) ryze monotonni. Na O(ty) existuje funkce
o1 inversni k funkci ¢. Ozna¢me J = p(O(tg)). Pro x = ¢(t) € J definujme f(x) = ¢(p~1(z)). O

2.6.2 Poznamka o derivaci funkci danych parametricky

e Necht C' = {(p(t),¥(t)) : t € I} je kiivka, ¢, 9 maji spojitou derivaci na I a necht ¢’(t) # 0 pro kazdé
t € I. Pak existuje funkce f definovana na intervalu J = {p(t) : t € I}, kterd mé na tomto intervalu

D.:

/
t
derivaci, pficemz plati f/(z) = 1/)/ Et; pro z = ¢(t) € J.

¥
Ze spojitosti ¢’ a z podminky ¢’'(t) # 0 na I plyne, ze ¢'(t) > 0 pro kazdé t € I, nebo ¢’(t) < 0 pro
kazdé t € I a tedy podle 2.5.2 je ¢ na I ryze monotonni. Podle 1.2.16.2 existuje funkce ¢! inversni
k .
Definujme f(x) = 1(¢"(x)) pro z = ¢(t).

1 "t

Podle 2.1.6 a 2.1.7 je f'(x) = [¢(o 1 (x))] = ' (p~1(z)) _Y ( ) O

e't) (1)

e Necht jsou splnény podminky piedchoziho tvrzeni a necht funkce ¢, 1 maji na I druhé derivace. Pak také

funkce f ma na J druhou derivaci a plati f(z) =

' ()" (1) — "Y' (#)
(@' (8)?

pro xz = p(t) € J.
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w’(so‘l(w)))/ _ P @)Y (¢
¢ (¢~ H(x))

e Analogicky lze postupovat pfi vypoctu vyssich derivaci.

. "ix) = (2)) = (
D.: f"(z)=(f'(2)) ( @ (o @:)))2 ¢'(t)

e S pouzitim ,diferencialni symboliky* lze predchozi tvrzeni zapsat:
)~ W _ e wnd v g
dz de(t) (At Q)

W) w0 v (e (1) Py de dy d
vy dff@)  dom IOk e () -V () _ WS-
= Y0 Sro - -

dx @' (t)dt @' (t)dt (¢'(1))? (92)3

2.6.3 Definice

Rekneme, Ze kiivka C je oblouk (jednoduchd krivka), jestlize existuje jeji parametrizace ¢, 1 takova, Ze zobrazeni
t— (p(t),¥(t)) je bijektivni.

Kiivka se nazyva jordanovskd (jednoduchd uzaviend), jestlize je uzaviend a existuje jeji parametrizace ¢, v :
[a,b] — R takova, ze plati implikace t1,t2 € [a,b], 0 < [t1 —t2] <D —a = (p(t1),9¥(t1)) # (p(t2), Y (t2)).

Jestlize kiivka C' neni uzaviena a neni obloukem, pak pro jeji libovolnou parametrizaci ¢,v¢ : I — R

existuji t1,t2 € I, t1 # by tak, Ze (o(t1), ¥(t1)) = (@(t2), ¥(t2)). Bod (p(t1),¥(t1)) = (p(t2),9(t2)) se nazyvé
vicendsobny bod (bod vétveni) krivky C.

2.6.4 Definice

Bud C kiivka, ¢,9 : I — R jeji parametrizace. Necht to je vnitini bod intervalu I a A = (¢(to), ¥(to)) neni
vicenasobny bod kiivky C' a necht existuji derivace ¢'(to), ©'(to) a plati (¢'(t0))? + (¥ (t0))? # 0. P¥imka 7
prochazejici bodem A, jejiz smérovy vektor je (¢'(to), ¥’ (to)) se nazyva tecna ke krivce C' v bodé A.

2.6.5 Poznamka

Necht kfivka C' je grafem funkce f, Dom f je interval a f ma derivaci v bodé zy. Pak
(t; =1 ,t€Domf je parametrizaci C.

= t
O (t) =1, Y'(t) = f/(t). Te¢na ke kiivce C' v bodé (x¢, f(20)) ma parametrické rovnice ;: ;(();0_) + fzo)t

y — f(xo0)

Eliminaci parametru ¢ dostaneme obecnou rovnici te¢ny x — xoy = 7 , neboli y — yg = f/(xo)(x — x0).
To

Tedy definice 2.6.4 souhlasi s tim, jak byla tecna ke grafu funkce zavedena v 2.1.2.7.

Priklad:
~x=p(t) =acos®t
Ty =1(t) = asin®t
¢'(t) = —3acos®tsint, ¢/(t) = 3asin®t cost.
Te¢na ke kiivce C existuje v kazdem bode (¢ (t), 1/1( )) takovém, ze
0# (¢' (1) + (¥'(t)? = 9a? cos* t sin® t + 9a? sin® t cos? t = 9a? sin? t cos? t, tedy pro t ¢ {0,477, 3x}.

,t€[0,27], a € R, a > 0 je jordanovskou kiivkou.

2.6.6 Definice

Necht C' je oblouk nebo jordanovska kiivka. C' se nazyva hladkd, existuje-li jeji parametrizace ,v : I — R
takova, ze

(i) ’(t , W' (t) existuji pro kazdy vnitini bod ¢ € I. Je-li C uzaviena, I = [a, b], existuji
¢ (a), ¢ (b), ¥i(a), ¥L(b) a plati ¢, (a) = ¢ (b), ¥\ (a) =Y_(b).
(

(i) (¢' ()% + (v ( ))% # 0 pro kazdy vnitini bod ¢ € I. Je-li C' uzaviena, I = [a, b], navic plati
()

t
(@))® + (¥ (a))? # 0 # (9 (0))* + (¥ (b))%
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C se nazyva po castech hladkd, existuje-li kone¢ny pocet hladkych kiivek C7,Cs,...,C, takovych, ze C' =
CtuCyU---UQC,.

Kfivka je hladka, jestlize nema vicenasobné body a existuje k ni te¢na v kazdém bodé, ktery neni krajni.

2.6.7 Definice

Budte Cy = {(ng(t),’t/Jl (t)) 1 te Il}, Co = {((pg(t),’lﬁg(f)) i te IQ} kfivky a necht (,To,vyo) = ((pl (tl),’t/Jl(tl)) =
(p2(ta),¥2(t2)) € C1 N Cq neni ani krajni ani vicenasobny bod zadné z kiivek Cq, Cy. Rekneme, zZe kiivky Cp a
Cy magi v bodé (zo,yo) styk Fddu alespori n € N U {0}, jestlize

bud existuji kladna &isla dg, 6 a funkce f1, fo takové, Ze
(tl - 5,t1 + 5) Q 11, (tQ — 5, tQ + 5) g IQ, (.IO - 50,$0 + 50) Q DOHlfl N l)OHlfg7
{(z, fi(z)) : xo —do <z <o+ o} = {(p1(t),Y1(t)) : t1 —0 <t <ty + 0},
{(z, f2(z)) : xg — o <z <o+ o} = {(p2(t),12(t)) : t2a —0 <t <ta2+ 0},
a funkce f1, fo maji v bodé z( styk radu alespon n,

nebo existuji kladné ¢isla g, € a funkce g1, g2 takové, ze
(t1 —e,t1+¢e) C I, (t2—e,t2+¢) C Iz, (Yo — €0,Y0 + €0) € Dom g1 N Dom ga,
{(91(¥),9) - yo —€0 <y <wyo+eo} ={(p1(t), ¥1(t)) : th —e <t <t1+e},

{(92(),9) - yo —€0 <y <o +eo} ={(p2(t), ¥2(t)) : t2 —& <t <ty +e},
a funkce g1, g2 maji v bodé yg styk fadu alespon n

2.6.8 Definice

Necht C' je kiivka, K je kruznice se stiedem (xg,ys) a polomérem r a (zg,yo) € C N K.

KruZnice K se nazyva oskulaéni kruznice kifivky C v bodé (xq, yo), jestlize kiivky C, K maji v bodé (xg,yo) styk
radu alespon 2.

Stred oskula¢ni kruZnice se nazyva stied kiivosti kiivky C' v bodé (xo,yo), polomér oskula¢ni kruznice se nazyva
polomér kiivosti kiivky C v bod€ (zg,yo), jeho prevracend hodnota — se nazyva kfivost kifivky C v bodé (o, yo).

r
Mnozina vSech stfedu kiivosti kiivky C' ve vSech jejich bodech se nazyva evoluta krivky C.

2.6.9 Véta

Bud C = {(¢(t),4(t)) : t € I'} hladka k¥ivka, to vnitini bod intervalu I a necht funkce ¢, 1) maji v bodé ¢¢ druhé
derivace. Necht (29, y0) = (¢(t0), ¥(to)) neni vicendsobny bod kiivky C a plati ¢’ (o))" (to) — ¢’ (to) (to) # 0.
Pak ma kiivka C' v bodé (z¢, yo) jedinou oskula¢ni kruzmici o stfedu (xg,ys) a poloméru r, kde

_ W)+ W),
s = wll) @' (to)Y" (to) — @"(to)W(to)d} (to),
ys = 1/)(150) + (90 (tO)) + (1/} (tO)) @/(tO)v

@' (to)" (to) — ¢ (to)V’ (o)
((¢' (t0))* + (¥'(t0))*)*/?
! (to)Y" (to) — @ (to)Y' (to)]

D.: Poznamenejme, Ze z existence druhé derivace funkce ¢ v bodé ¢y plyne spojitost jeji prvni derivace v tomto
bodé.
Necht nejprve ¢'(tg) # 0. Pak nastava prvni p¥ipad z definice 2.6.7.
Necht K = {(zg + rcost,ys + rsint) : t € [0,27]} je oskulaéni kruznice kiivky C' v bodé
(20,v0) = (p(to), ¥(to)) = (s + rcos Ty, ys + rsint).
Podle 2.4.3 je

(e~ (o)) = fzo), ¥ (e (20)) = f'(w0), ¥ (¢ (z0)) = [ (x0),

71



kde f je funkce definovana v okoli bodu zy a dana parametricky rovnicemi kruznice K. Podle 2.6.2 je

P (to) 7 COS Tp

z//(cp_l(iﬂo)) = (i) = s = —cotgTy,
v —1 B &' (to)" (to) — ¢ (to)¥' (to) B (—rsinTg)(—rsinTg) — (—rcos 7o) (r cos 7o) B
e ) = e - st -
1
B _rsin3 o

Méme tedy soustavu ¢tyT rovnic pro ¢tyfi neznamé o, s, ys, 7

p(ty) = xg+rcost,
Y(to) = ys+rsinTg,
:ﬁ/éig; = —cotgTo,
' (to)y" (to) — " (t0)¥'(to) 1
(¢’ (t0))3 rsin®

kterd mé jediné feSeni dané formulemi v tvrzeni véty.
Necht nyni ¢'(tg) = 0. Pak, ponévadz kiivka C' je hladkd, ze vztahu (¢'(t9))? + (¢'(to))? # 0 plyne
¥’ (to) # 0 a nastava druhy piipad z definice 2.6.7. Tento pripad vySetfime analogicky. [

2.6.10 Dusledek

Necht funkce f ma v bodé x¢ druhou derivaci f”(xg) # 0. Pak graf funkce f ma v bod& (x¢, f(x¢)) oskulaéni
kruznici, pro jejiz stfed a polomér plati

1+ (f'(20))?
f"(zo)

fl@o),  ys=f(xo)+

rs = Xo —

1+ (f'(x0))? o A (F(@0))?)*2
fr(xo) [f (o)l

Priklady:

1. Uréete kiivost paraboly y = 22 v jejim vrcholu.
- 1
R.: f(x) =22 f'(z) =2z, f/(0)=0, f'(x) =2, —=2.0
r

©(t) = acost

P(t) = bsint’ t € [0, 2n].

2. Najdéte evolutu elipsy
R.: ¢/(t) = —asint, ¢"(t) = —acost,
' (t) = bceost, 1//’( ) = —bsint,
(' (1)* + (1/)’@))2 = a®sin®t + b? cos? t,
@ ()" (t) — " () (t) = absin® t + abcos® t = ab.
Parametrické rovnice evoluty:

2 4in2 2 a2
a”sin”t + b cos® t cost a®—b
xr = acost— beost = ——(a® — a®sin®t — b? cos®t) = ——— cos®t
ab a a
2 o2 2 a2 : 2 _ 2
. a“sin“t + b“cos*t sint . b* —a® .
y = bsint— 2 asmt:T(b2—a251n2t—b2cos2t): sin® ¢
a
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2.7 Cviceni

Vypocitejte derivaci funkce

) fla) = W‘+MQ%—J) 2) F(x) =\/r/av,

3) flz) = %, 4) f(x) =vsinz,

) f(@) = we”(cos + sina), 0 1) =\ e

7) f(z) = 2*logz x, 8) f(z) = tg(sinz),

1—sinz . T
9) f(z) =1ny/ 1Tsna’ 10) f(z) = zarcsin, /x——l-l + arctgy/x —/,

1) f(z) = s/l—i—:v—s/ — 1—=x

—|— 2 arctg

\/l—i-a:—l—\/l— 1+
13) f(a) = 2", 14) f(z) = Larctg V1 + 2% + 1 1In

Najdéte rovnici teény a normély ke grafu funkce

15) y = ﬁ8x2 v bodé (2,7), 16) y = 22 v bodé (z0, 7).

17) Uhlem kiivek rozumime thel teden téchto kiivek ve spole¢ném bodé. Uréete tihel grafu funkce y = 22 a

kifivky =2 + 3% = 1.

18) Na grafu funkce y = 23 najdéte bod, v némz je tena rovnobézna se se¢nou spojujici body (—1,7?) a (?,8).
Vypocitejte limity

, 12) f(l') — 3sin2;ﬂ’

V1i+zt4+1
Vi+af—-1

tgr —1 1

19) lim 25 20) lim —r

z—Z sindz z—0+ Insinz

1 1

21) lim zsin <, 22) lim (— — )

z—00 T z—0 \ x et — 1
23) lim 1 24) lim _r -

z—0+ e>1lne —x+1’

Tr—00

1
25) lim (\6/176—1-175 - \6/176—:175), 26) lim <x—:1721n <1+—>).
T—r00 T

Najdéte Maclauriniv polynom stupné n dané funkce

>+ +1
27) f(z) = o, n =4, 28) f(x) =vV1—2z+2% — V1 -3z + a3, n=23,
29) f(z) = Vsinz?, n =1, 30) f(x) =tgz, n=05.
Vysetfete pribéh funkce
3
31) f(z) = —— 32) f(z) = —~ 33) f(x) =we~ %,  34) f(z) = V125

V=1 20z + 12
35) Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu soucinu m-té a n-té mocniny kladnych ¢isel, jejichz soucet je a.
36) Jaky nejvétsi povrch mize mit valec vepsany kouli o poloméru R?

37)

Jaky nejmensi objem muze mit kuZel opsany kouli o poloméru R?
22

x

38) Na elipse — + b_2 = 1 najdéte v prvnim kvadrantu bod takovy, Ze te¢na k elipse vedena timto bodem
a?

vytvoii se soufadnymi osami trojihelnik nejmensiho obsahu.

39) Jakou vyse¢ je tfeba vyFiznout z kruhu o poloméru R, aby zbyvajici ¢ast bylo mozno svinout do kornoutu

0 maximalnim objemu?

Vysledky: 1) — ac+1 8/ 2 9) 8 3) (1_’_2;_4552)2 4) \/Cosm;otgw 5) e*(sinz + (22 4+ 1) cosz) 6) —# —
7) zlogs ex? 8) (ETTTYIL 9) ——L 10) arcsin /=75 11) 2‘/11(116; 12) 38z g 9010 3 13) (2Inz + 1)z +1 14)

—W 15) x+2y—4=0,20—y—1=016) 2z0x —y — 22 = 0,2+ 220y — o — 223 = 0 17) asi 70°37'46"
18) (—1,-1),(1,1) 19) —% 20) 1 21) a 22) 1 23) 1 24) —2 25) £ 26) § 27) 1 + 2z + 22° — 22" 28) Ja? — 223
29) x — 52" 30) x + 32° + %a® 31) Dom f = R\ {—1,1}; lich; nulovy bod 0; rostouci (—oo, —v/3], [/3,00);
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klesajici [—v/3, —1), (=1,1), (1,v/3]; lokilni minimum f(v/3) = %; lokalni maximum f(—/3) = ‘5_, konvexni
(—o00,-3), (—1,0], (1, ] konkavni [—3,—1), [0,1), [3,00); inflexni body f(3) = %, f(=3) = 2; asymptoty
x = 1 x=—132) omf R\ {—1}; nulovy bod 0; rostouci (—oo,—3], (—1,00); klesajici [—3, —1); lokalni
maximum f(—3) = —=L; konvexni [0,00); konkavni (—oo, —1), (—1,0]; inflexni bod f(0) = 0; asymptoty

r=-1,x—2y—2= O 33) Dom f = R; licha; nulovy bod 0; rostouci [—1, 1]; klesajici (—oo, —1], [1, 0o]; lokalni
minimum f(—1) = f’ lokalni maximum f(1) = \[, konvexni [—/3,0], /3, 00); konkavni (—oo, —/3], [0,v/3];
inflexni body f(—+/3) = «\/c:g, f(0) =0, f0/3) =,/ 2; asymptota y = 0 34) Dom f = R; nulovy bod 1; klesajici
(=00, 0); konvexni (—oo, 0], [1,00); konkavni [0, 1]; inflexni body f(0) =1, f(1) = 0; asymptota y = —x 35)

) m™n", nejmensi hodnota neni 36) mR*(1-+/5) 37) $7R? 38) (\f f) Prin = ab

nejvétsi hodnota (

m-+n

39) vyfiznout uhel 27 (1 —\/;) , Vinax = %WR3
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Rovnice v kartézskych
soufadnicich

Parametrické rovnice

Rovnice v polarnich
souradnicich

Kruznice 22 +y? =a? Tz =acost r=a
y = asint
P p
Eli LY - ¢ =— P 0<e<t
1psa > + b2 T = acos r T+ coosp
y = bsint
2 Lo p
Parabola y° = 2px r=—t r=——
2p 14 cos e
y=t
2 2
Y a p
Hyperbola — —==1 = r= , €>1
yp a? b2 cost 1+ ecosyp
y = tbtgt
Cassiniovy (22 +y?)? — 2e%(2? — y?) = a* — e* 12 = €2 cos? 2p +1/et cos? 2p + at — et
kiivky
; 2 4 .2)2 2(,.2 2 1+ 2
Bernoulliova (% +y°)* = 2a°(z°* — y°) T = 2at1+t4 r = a\/2cos? 2¢p,

. 1 37 5
lemniskata Yy :\/Eatl—l——t‘* pe -1, ZIUF, 2F]
Cykloida z ++/2ay — y2 = aarccos S z = a(t —sint)

a
a:—\/2ay—y2:a(?ﬂ—arccosa_y) y =a(l — cost)
a
Kardioida (22 + 9% — a?)? =4a?((z — a)® + y?) x =a(2cost —cos2t) | r=2a(l — cosy)
(srdcovka) y = a(2sint — sin 2t)
Asteroida xz2/3 4 3;2/3 = q?/3 x = acos® i
(hvézdice) y = asin? %

Archimedova v tg r=ap, >0

T a
spirala

s Lz Yy a a

Hyperbolicka Z =tg —— r=—

z Va2 +y? @
spirala

1 /x2 2

Logaritmicka y_ tg < In u) r = ack¥

x a
spirala

Tabulka 2.1: Né&které krivky
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Kapitola 3

Integralni pocet funkci jedné proménné

3.1 Primitivni funkce

3.1.1 Definice

Budte f, F funkce definované na intervalu I. f{ekneme, Ze funkce F je primitioni k funkci (je neurcitym
integrdlem z funkce) f na I, jestlize na tomto intervalu plati F/ = f. Oznaceni: F(z) = [ f(z)dz.

3.1.2 Poznamky

1. Pokud néktery z krajnich bodu intervalu I do tohoto intervalu patii, je potfeba v tomto bodé uvazovat
prislusnou jednostrannou derivaci.

2. Primitivni funkce je podle 2.1.3 spojita na I.

3. Primitivni funkce byva nékdy definovana obecnéji: F' je primitivni k f na I, jestlize mnozina
{z el: F'(x)# f(x)} je nejvyse spocetna. (F'(x) = f(x) skoro véude na I.)
V tomto smyslu je naptiklad F'(z) = |z| zobecnénou primitivni funkef k f(2) = sgna na I = (—o0, 00).

3.1.3 Priklady

3
1. 5= Jx?dz  mna (—o0,00).

lnxz/ldx na (0, 00)
x

2. = In|z| = / ld:c na intervalu, ktery neobsahuje 0.
x

h«-@:/%dx na (=00, 0)

3.1.4 Véta (o existenci primitivni funkce)
Ke kazdé funkci spojité na intervalu I existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

D.: Bude proveden pozdgji (3.4.6). O

3.1.5 Véta

Je-li F' funkce primitivni k f na I a ¢ € R, pak F' + ¢ je rovnéz primitivni k f na I.

Jsou-li F' a G funkce primitivni k funkei f na intervalu I, pak existuje konstanta ¢ € R takova, ze G(z) = F(z)+c¢
pro kazdé z € I.

Je-li F funkce primitivna k f na I pak {F 4 c¢: ¢ € R} je mnoZina v8ech funkei primitivnich k funkei f na I.

D.: (F(z)+c¢) =F'(z)+ 0= f(x), druhé tvrzeni plyne z 2.3.4.3, t¥eti je diisledkem prvnich dvou. O
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Ve vy s

wn-l—l

f:v"dxzn—“,n;é—l [e*da = e”
d z
f—len|:1:| fa””dx:a—,a>0,a7é1
T Ina
f 1 +l" 7 = arctgx = —arccotgw fsinxd:z: = —coszx
x
d 1
fl_xﬁ:%ln}li—z [ coszdx = sinz
J dz = arcsina = — arccos il de —cotgx
V1—a? sin? &
dx dx
:1 vV 2:|:1 =t
f\/:CQ:tl nle+ve | ICOS2$ &v

F@

Kazdy z uvedenych vzorcu plati na libovolném intervalu, na némz je funkce za znakem f definovéna.
Platnost uvedenych vzorcu lze ovérit derivovanim.

3.1.7 Véta
Necht [ f;(z)dz = F;(x) na intervalu I, ¢; € R proi € {1,2,...,n}. Pak

/(clfl(x) +eafo(z) + -+ enfu(x))de = 1 Fi(z) + coFo(z) + -+ -+ ¢ Fr(z) na I.

D.: Plyne pifimo z 2.1.5. [J

Véta tika, Ze neurcity integral je linedrni operator na mnoziné funkci.

3.1.8 Véta

Necht [ f(z)dz = F(z) na I. Pak ff(a:v—i—b)dx:lF(ax—i—b) naJ={xeR:ar+bel}.
a
1 "
D.: Podle 2.1.6 je|—F(ax +b)| = —F'(ax + b)[ax + b]' = F'(ax +b) = f(ax +b). O
a a

3.1.9 Priklad
1+ cos2x 1 (w sin2x) _ x+sinzcost

2 _ _ 1
Jcos?xdx = [ 5 dx 5 5 5

3.1.10 Véta (metoda “per partes”)

Necht funkce w, v maji derivaci na intervalu I. Existuje-li na I primitivni funkce k jedné z funkci u'v, uv’,
existuje 1 ke druhé z nich a plati [ o' (z)v(z)dz + [w(z)v' (z)dz = u(z)v(z) na I.

D.: Necht existuje primitivni funkce k u'v. Podle 2.1.5 je (wv) = w'v + wt’, tedy wv’ = (uv)’ — u'v.

J(u(x)v(z))' de = u(z)v(z) na I, [ (z)v(z)dz existuje a tedy podle 3.1.7
Ju(x)v(z)dz = u(z)v(z) — [ (z)v(xz)dz na I, coz je vzorec z tvrzeni véty. [J

3.1.11 Poznamky

1. Je-li alespoii jedna z derivaci v/, v spojita na I, jsou predpoklady véty 3.1.10 splnény.
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2. Vzorec uvedeny v 3.1.10 ve tvaru

dava metodu integrace v pripadé, kdy integrovana funkce je sou¢inem dvou funkci, z nichz jedna je derivaci
znamé funkce.

3. Metodou ,,per partes® jsou FeSitelné zejména tyto typy integrali:

o [z dx : u(z) = 2™, v = e
o [z"cosaxdr : u(z) = z™, v/ = cosax
o [2"sinazdzr : u(z) =™, v = sinax
o [z"arctgaxdx : u(z) = arctgax, v =™
o [z"arccotgardr : wu(x) = arccotgax, v/ = a™
o [z"arccosaxdxr :  u(x) = arccosax, v/ = a"
o [z"arcsinazdr :  u(z) = arcsinaz, v/ = 2"
o [z%logy zdzx : u(z) = logy z, v = z°
Priklad: "
JInzdz = zlnz— [dz = zlnz—z = zln—
e
1
u=Inz u = -
, x
=1 v=x

3.1.12 Véta (substitu¢ni metoda)

Necht f je funkce definovana na intervalu I a ¢ je prosta funkce, ktera mé derivaci na intervalu J takovém, ze
o(J) =1I. [ f(z)dzx existuje na I pravé tehdy, kdyz na J existuje [ f(p(t))¢’(t)dt; v tomto piipadé plati:

F@) = [ f@)e = [ fe@)edt=Fe®) . 660 = [ fe®)e O = [ fa)e =Gl @)
d

D.: Podle 2.1.6 pokud EF(,T) = f(x), pak iF(cp(t)) = F'(o(t)¢' (t) = fe(t)' (t).

dt
Podle 2.1.6 a 2.1.7 pokud %G(t) = f(p(t)¢'(t), pak
d _ ro— L - - 1 _
G @) = G o) s = H(ele @) 07 @) s = 1(0). 0

Schéma pouziti véty je jednoduché:
JIle@®)¢'()dt = [ fla)de = F(z) = F(e(t))

plt) = =
Pt)dt = dx

nebo

3.1.13 Priklad
JV1—a?2dz = [V1-— sint costdt = [ cos?tdt =

r = sint
dx = costdt
Predposledni rovnost plati podle 3.1.9.

flx) =vV1 =22, I =[-1,1], ¢(t) =sint, J =[-F, 5]

t +sintcost - arcsinz + xv'1 — 22
2 N 2
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3.1.14 Integrace racionalnich funkci

V rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky (viz 1.5.15) se vyskytuji zlomky tvaru
P cx+d
a

(x—a)™ = [(z —a)® + 02"

. " 11 1 1 L
= m
fixm = [— =ql-mtr !t 1-m(@—a)mV
(z—a) ¢ In|t| =In|z — al, m=1
r—a =t
dx dt
cx+d ¢ 2(x—a) n ac+d
G P+~ 2[@-aP + 9T (@ a4 0
1 1 1 1
— = 1
oy g [ e
(& —a)? + 7] t In [t = In|(z — a)? + b2, n=1
(r—a)?+b2 = t
2(x — a)dx de
I dz A B
[(z — a)? + b2]" - (b2t2 4 b2)n T o p2n—1 (t2 4+ 1)n
r—a = bt
dr = bdt
dt
Oznaéme K, = [ ————. Pak
GEmL
dt
K, = /m = arctgt
dt t t2
K, = = 2n [ ————dt =
J e = wr P2 e
1 , —2nt
u = _— U — J—
(t2+1)n (2 4 1)t
o= 1 v o=t
t dt dt
= — 2 — —
(tQng)nJr n(f @+ 1" f(t2+1)n+1)
= ——+2n(K, - K,
@+ 2 +1)
t t 2n—1
Tedy Kn = m +27’LKn — 27’LK7H_1. Odtud Kn+1 = Kn

2n(t2 + 1)» + 2n
Neboli (piseme-li n — 1 misto n)

K t +2n—3
T2+ 1) 2p—2 !

3.1.15 Poznamka

Je-li R racionalni funkce pak nésledujici integraly lze transformovat na integraly z racionélni funkce:
e [ R(u(z))u'(z)dz, kde u je libovolna funkce ~— substituce u(z) =t

o [R(e*)dz — substituce e** =t
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3.1.16 Definice

Polynom ve dvou proménngjch je funkce P : R2 — R tvaru

P(z,y) = an,oxn+an71,1$n_1y+an72,217n_2y2+' ctap Y+ ~+a2,o:172+a1,1xy+ao,2y2+a1,ox+ao.,1y+ao,o .

Raciondlni funkce ve dvou proménnych je funkce R : R? — R tvaru

P(z,y)

R(z.y) = Qz,y)’

kde P, @ jsou polynomy ve dvou proménnych.

3.1.17 Integraly, které lze transformovat na integraly z racionalni funkce

Symbolem R(z,y) budeme znadit racionalni funkei ve dvou proménnych z, y.
1. [R (x,
2. [R(zVaz®>+bx+c)dz  (Eulerovy substituce)

JJax+0b
cx+d

n

b
) dx  — substituce ar+ =
cr+d

a>0: +ar? +br+c=+tJaxr+t
c>0: +Vaz? + bz + ¢ = xt £+/c

ar’ +br+c=a(r —ar)(r —az) : +Var? +bxr+c=t(x —a)
3. Binomické integraly [ 2™ (a + bz™)Pdz, kde m,n,p € Q.

pEZL: x =tN, kde N je spole¢ny jmenovatel &isel m a n
1
mx S/ a+bx™ =tV kde N je jmenovatel zlomku p
n
m+1 a N -
—— +pEZ: — +b=1t", kde N je jmenovatel zlomku p
n "
4. [ R(sinz,cosxz)dz — substituce tgg =t

V nékterych pfipadech lze volit jednodussi substituci:

R(sinz, —cosx) = —R(sinx,cosx) : sinx =1t
R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx) : cosz =1
R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cosx) : tgx =t

3.1.18 Poznamka

Primitivni funkce k funkci elementarni nemusi byt elementarni, mize byt tzv. vyssi funkci. Vys$imi funkcemi
jsou zejména

si cos
Ik D% 4e = Si(x) sintegréalsinus* i Tdz = Ci(x) sintegréalcosinus*
x x
dx , . . . — 2
s~ Li(x) ,Jogaritmusintegral Je*dx Gaussova funkce
nzx
[sinz?dz, [cosz?dx Fresnelovy integraly
1 1
Binomické integraly [z (a + bz™)Pdx, pokud zadné z &isel p, &, m+l + p neni celé.
n

Neni znamo obecné pravidlo, které by umoznilo rozhodnout, zda primitivni funkci neumime vyjadrit jako
elementarni v dasledku nevhodnych integra¢nich metod, nebo zda skutecné vyjadiuje vyssi funkci.
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3.2 Urcity integral

V celém tomto odstavei bude f ohrani¢ena funkce definovana na uzavieném intervalu [a, ).

3.2.1 Definice

Délenim uzavieného intervalu [a,b] rozumime mnozinu D = {xg, z1,...,z,} takovou, Ze

a=20<x1 <Ty <+ < Tp_1<xy=">0.

Cisla o, x1, ..., 2, nazyvame delici body, intervaly [0, x1], [T1, 22], - - -, [Xn—1, s] nazyvame délici intervaly
déleni D.

Cislo v(D) = max{z; — x;_ : i =1,2,...,n} nazgvame norma déleni D.

Symbolem 9([a, b]) ozna¢ime mnozinu vech déleni intervalu [a, b].
Jsou-li Dy € ¥([a,b]), D2 € ¥([a,b]) takova, ze D1 C Dy (tj. kazdy délici bod D; je soucasné délicim bodem
D»), fekneme, Ze déleni D je zjemnénim déleni D;.

3.2.2 Definice
Budte D = {x¢,z1,...,2,} € 9([a, b)), m; = inf{f(z) : = € [x;_1,2]}, M; =sup{f(z): = € [x;_1,z]}. Cislo

S(D, f) = Zml(xl — :vi_l)
i=1

nazveme dolnim souctem a Cislo
n

S(D,f) = ZMz(xz — :vi_l)

i=1

nazveme hornim souctem prislusnym k funkci f a déleni D.

(Poznamenejme, Ze existence ¢isel m; a M; je zarucena ohranifenosti funkce f.)

3.2.3 Tvrzeni
1. Pro libovolné D € 9([a, b]) plati s(D, f) < S(D, f).

D.: plyne z toho, ze m; < M; ax; —x;—1 >0proi=1,2,...,n. [

2. Je-li Dy € ¥([a,b]) zjemnénim Dy € ¥([a, b]), pak s(D1, ) < s(Da, f), S(D1, f) > S(Da, f).

(Pri zjemnéni déleni se dolni soucet nezmensi a horni soucet nezvetsi.)

D.: Necht Dy méa o jeden délici bod vice, nez Dy, tj.
D, = {:E07x17-'-wrk—luxku'-'axn}a Dy = {J,'Q,(El,...,I'k_l,Z,l'k,...,l'n}.
Ozna¢me m; = inf{f(z): = € [z;=1, 2]}, 1=1,2,....n
mi, = nf{f(z) : 7 € [zx1,7]},
my =inf{f(x) : x € [z, 2]}
Pak ziejmé my, < mj,, mi < mj a tedy
my(Tr — Tp—1) = mp(xp — 2) + mp(z — 2p—1) < ml(zx — 2) + M (2 — zp—1).
Odtud plyne

k—1 n
s(D1, f) = Y milw —wia) +mplee —we1) + Y milw — i) <
i=1 i=k+1
k—1 n
< > milmi—mioa) +mi (e — 2) +mi(z —a) + > maila —wio1) = s(Da, f).
1=1 i=k+1

Analogicky ukazeme, ze S(D1, f) > S(Da, f).
Pokud Dy ma o p délicich bodu vice nez D1, ukdZeme platnost tvrzeni p-nasobnym opakovanim téze
tavahy. [
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3. Necht m = inf{f(z) : = € [a,b]}, M =sup{f(x): x € [a,b]}. Pak pro kazdé D € ¥([a,b]) plati
m(b—a)<s(D,f)<S(D,f)<M(@®-a).

D.: plyne z 1. a 2., nebot {a,b} € ¥([a,b]) a kazdé jiné déleni je zjemnénim {a,b}. O

Mnoziny {s(D, f): D € ¥([a,b]))} a {S(D, f): D € ¥([a,b])} jsou tedy ohrani¢ené. Obé jsou ziejms
neprazdné. To podle 1.1.7(R14) znamen4, Ze nasledujici definice je korektni.

3.2.4 Definice
Cislo

f(z)dz = sup{s(D, f): D € ¥([a,b])}

n\\&

nazyvame dolni integrdl funkce f na intervalu [a,b] a &islo

f(x)dax = inf{S(D, f) : D € 9([a,b])}

g\\o—

nazyvame horni integrdl funkce f na intervalu [a,b].

3.2.5 Tvrzeni
Necht m = inf{f(z) : = € [a,b]}, M = sup{f(z) : = € [a,b]}. Pak plati

fx)de < M(b—a).

s \\@

b
m(b—a) < /f(:v)dx <
D.: plyne z 3.2.3.3 a z definice 3.2.4. O

3.2.6 Definice

Rekneme, 7e ohranicena funkce f je na intervalu [a, b] integrace schopna (integrovatelnd, integrabilni) v Rieman-
nové smyslu, jestlize
b

(:v)dx:/f(x)d:v.

a

Sle—__ .
~

Jestlize

/bf(iv)dw < /bf(w)d:v,

fekneme, ze funkece f neni na intervalu [a,b] integrace schopna v Riemannové smyslu.
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3.2.7 Priklady

1. f(x) =c € R pro x € [a,b].
Pak m = M = c a tedy podle 3.2.5 je

z ¢ehoz plyne

2. f(z) = x(z) na [0,1].
D ={xp,21,...,2,} € ¥([0,1]), m; =0, M; =1 pro kazdé i € {1,2,...,n}. Tedy

n

" b
s(D, f) = Zmz(% —T1) = Zo(xz — 1) =0, /X(:c)d:v =0,

i=1 i=1

b
S(D, f) = ZMl(Il - xi*l) = Z 1(171 - Iifl) =Tp — Ty = 1, /f(a:)dx =1
a x(x) neni integrabilni na [0, 1].

3.2.8 Definice

Necht D = {xo,z1,...,2,} € ¥([a,b]), & € [vi—1,2;]. MnoZina =2 = {&1,&s,...,&,} se nazyva vgber represen-
tantd delicich intervali déleni D.
Cislo

o(D, f,E Zf &) (@i — ;1)
se nazyva integrdlni soucet prislusny k funkci f, delem D a vijbéru representanti =.
Ponévadz m,; < f(&) < M, plati s(D, f) < o(D, f,E) < S(D, f).
Posloupnosti v §irsim smyslu rozumime zobrazeni mnoziny N do libovolné mnoziny.

Lze tedy mluvit o posloupnosti déleni daného intervalu: N — ¥([a, d]). Rekneme, ze posloupnost délent
{D,}52, € ¥([a,b]) je nulovd, jestlize hm v(D,,) = 0.

—Qa

b
Ke kazdému 0 > 0 existuje D € ¥([a, b]) takové, ze v(D) < 0. (Stadi polozit n = { } + 1 a interval [a, b]

rozdélit na n stejné dlouhych délicich intervalii.)

3.2.9 Véta

Bud {D,}22, libovolna nulova posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak plati

b
lim s(D,, f) = / dz, lim S(D,,f) = /f
n—o00 n—r00

Je-li navic f integrabilni na [a,b] a Z,, je libovolny vybér representantt délicich intervala déleni D,,, pak plati
b
lim s(Dy, f) = lim S(Dy, f)= lim o(D,, f,Z,) = /f(x)dac

n—r00 n—r00 n—oo
a
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D.:

Nejdiive dokdZzeme pomocné tvrzeni: Ke kazdému e > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro kazdé D € 9([a, b)),
v(D) < ¢ plati

Bud

S(D, f) < /f(:c)d:v—i—s.

Ponévadz f je ohrani¢ena, existuje h € R, h >0, ze |f(x)| < h pro z € [a, b].
Podle 3.2.4 a podle 1.1.6(s2*) existuje D1 = {yo0,y1,.-.,¥p} € ¥([a,b]), ze

/f ) < S(Du, f) /f dx+—

Polozme § = i Pak 6 > 0. Bud D = {z1,29,...,2,} € ¥([a,b]) libovolné takové, ze v(D) < 4.
p
Dale polozme Dy = DU Dy = {21, 22,...,2m} Podle 3.2.3.2 je S(D2, ) < S(D, f).

Délici intervaly [z;—1, x;] rozdélime do dvou druht:
intervaly 1. druhu, jestlize uvniti né¢ho nelezi zadny délici bod y;
intervaly 2. druhu v opa¢ném piipadé

Kazdy délici interval 1. druhu je rovnéz délicim intervalem déleni Ds. Tento interval pfispiva k S(D, f)
ik S(Dq, f) tymz s¢itancem M;(z; — x;—1), tedy v rozdilu S(D, ) — D(Da2, f) se neprojevi.

Uvnitt kazdého intervalu [z;—1, ;] 2. druhu lezi alespoil jedno z &isel y1,ys, ..., Yp—1, COZ znamena,
ze intervald 2. druhu je nejvyse p — 1.

Interval druhého druhu pfispiva k S(D, f) séitancem M;(x; — x;—1), ktery je v absolutni hodnoté
mensi nebo roven hv(D) < hd. Absolutni hodnota piispévku vsech intervala 2. druhu k S(D, f) je
tedy < hdp.

V D5 je kazdy interval [z;_1,x;] 2. druhu rozdélen délicimi body z;—1 = 2z, < zp41 < -+ < 25 = 5.
Ozna¢me M|, = sup{f(z) : = € [zr—1,2x]}. Opét |M]| < h a tedy absolutni hodnota pfispévku
intervalu [z;_1, x;] do sou¢tu S(D2, f) jest

Z M (zk — zx-1)| < Z h(zk — zp—1) = h(zs — 20) = h(x; — xi—1) < hv(D) < hd.
k=r+1 k=r+1

Absolutni hodnota prispévki vSech intervali 2. druhu k S(Ds, f) je tedy < hdp.
Odtud plyne, ze S(D, f) — S(D2, ) < 2hop = %, neboli S(D, f) < S(Da, f) + =
Podle 3.2.3.2 je S(D2, f) < S(D1, f) a tedy

S(D.f) < S(Do, f)+5 < S(D1. )+ 5 < [ fla)de+ =+,

s \\@

| ™
| ™

coz je pomocné tvrzeni.

nyni € € R, ¢ > 0 libovolné. Podle pomocného tvrzeni existuje 6 € R, § > 0 takové, Ze pro kazdé

D € 9([a, b)), v(D) < § plati

b

S(D, f) < /f(:c)d:v—i—s.

Pondévadz

plati



Ponévad? posloupnost {D,,} je nulova, k 6 > 0 existuje ng € N takové, ze pro n > ng plati v(D,,) < §. To

znamené, ze pro n > ng plati
b

S(Dn,f)—/f(x)da: <e,
neboli

n—oo

b
lim S(D,, f) :/f(:z:)dx

Analogicky dokazeme

Je-li f integrabilni na [a, b], je

takze

lim S(Dy, f) = lim s(Dn, f) = /f

n—roo

Posledni tvrzeni véty nyni plyne z nerovnosti s(D, f) < o(D, f,Z) < S(D, f) az 1.3.7. 0

3.2.10 Véta (Nutna a dostate¢na podminka integrability)

Funkce f je na [a,b] integrabilni pravé tehdy, kdyz ke kazdému e € R, ¢ > 0 existuje D € ¥([a,b]) takoveé, ze
S(va)_S(va) <e.

D.: =: Necht f je integrabilni. Budte ¢ > 0 libovolné a {D,}>°; C ¥([a,b]) libovolna nulova. Podle 3.2.9
existuje ng € N, zZe

b b
(Duge§) = [ Fa)ia| < 5. |8(Du )~ [ S@)ae| < .
Tedy pro Dy, plati
S(Dnoaf)_S(Dnoaf) = |S(Dn07f)_S(Dnmf)| <
b b
< |s0n) - [ s+ [ f@)e - s(Da 1] <
e & ‘ ‘
< 54’5 = €.

<: Necht je podminka splnéna. Bud ¢ > 0 a D € ¥([a, b]) takové déleni, ze S(d, f) — s(D, f) <e

Protoze
b

]f()dx<SDf _/b z)dz > s(D, f),

plati
b

if(a:)dx— /f(x)d:z: <e.

a
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Ponévadz € je libovolné, je mozno posledni nerovnost splnit pouze tehdy, kdyz

/Q f(a)dae < /b f(z)dz.

Ponévadz opacné nerovnost plati podle 3.2.5 vzdy, jest

f(:v)dx:/f(x)d:v

s \\@

a f je integrabilni. [J

3.2.11 Véta

Je-li funkce f monotonni na [a,b], pak je na tomto intervalu integrabilni.

D.: Necht pro uréitost je f na [a,b] neklesajici.
Je-li f(a) = f(b), je f na [a, ] konstantni a podle 3.2.7.1 je integrabilni.

Necht f(a) < f(b). Bud ¢ > 0 libovolné a D = {ag, a1, ...,2n} € 9([a,b]) takové, Ze (D) < m
m; =1inf{f(z) : ® € i1, 2]} = f(wiz1), M;=sup{f(x): x € [vi_1,zi]} = f(z:), tedy
SD, f)=sD, f) = Z f@i)(@; — wio1) — Z f@ica) (i —xic1) =
= D (fl@) = flei)) (@ —2i1) < > (fl@:) = fl@i)v(D) =
i=1 i=1
= v(D)(f(z1) = f(@o) + flx2) — f(21) + f(@n) = flan-1)) =
= v(D)(f(zn) — f(z0)) = v(D)(f(b) — f(a)) < S (f(b) ~ f(a) =

Podle 3.2.10 je f integrabilni na [a,b]. O

3.2.12 Véta

Je-li funkee f spojita na [a, b], pak je na tomto intervalu integrabilni.

D.: Bud f spojitd a e > 0 libovolné. Podle 1.7.20 je f na [a,b] spojita stejnomérné, tedy k bi > ( existuje
- a
b—a

d > 0 takové, Ze pro z,y € [a,b], |t —y| <0 je |f(x) — f(y)] <
Bud D = {zg,21,...,2n} € ¥([a,b]), v(D) <4,
m; = 1nf{f(x) RS [xi—17xi]}a

M; =sup{f(x): x € [x;—1, 2]}
Podle 1.7.12 existuji Yi € [:171-,1,331-], Zi € [:171-,1,331-] téleOVé7 ze f(yl) = my, f(Zl) = M,;.

Déle |y; — 2| < d atedy f(zi) — f(yi) = M; —m; < bia' Odtud
S(D, f)—=s(D,f) = Zf(zi)(ﬂ?i —Ti-1) — Zf(yi)(xi —Ti—1) = Z(f(zi) = flyi))(@i — 1) <

£ — €
< b_a;(:vi—xi_l) = b—a(b_a) = ¢

a podle 3.2.10 je f integrabilni na [a,b]. O
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3.2.13 Definice

Mnozina M C R se nazyva nulovd, jestlize ke kazdému € € R, ¢ > 0 existuje koneény pocet otevienych intervala

(CLl, bl), (CLQ, bg), ey (CLn, bn) takovjrch, 7e Z (bl — ai) < E€a M g (al, bl) U (CLQ, bg) J---u (CLn, bn)
i=1

Plati

e Kazda kone¢na mnozina je nulova.

e Sjednoceni koneéné mnoha nulovych mnozin je nulovd mnozina.
e Mnozina ¢lent konvergentni posloupnosti je nulova.

e Mnozina ¢leni posloupnosti, kterda ma kone¢ny pocet hromadnych bodi, je nulova.

3.2.14 Véta
Je-li mnozina bodu nespojitosti funkce f na intervalu [a, b] nulova, pak je f integrabilni na [a, b].

D.: Bude proveden pozdégji (3.3.15). O

1 1
Y o | 9 :071727"'
Priklad: [a,b] = { 2n+1 2n] "
1
2

Mnozina bodi nespojitosti M = i n e N tvofi konvergentni posloupnost. Je to tedy nulova mnozina, coz

znamena, ze f je integrabilni na [0, 1]. (Plati ff = %)

3.2.15 Véta (Leibnizova [1646 — 1716] — Newtonova [1642 — 1727] formule)

Necht funkce f je integrabilni na [a,b] a necht funkce F' je spojita na [a,b] a na (a,b) primitivni k f. Pak

b
/f(a:)dx = F(b) — F(a).

D.: Bud D = {xo,z1,...,2,} € ¥(a,b]). F spliuje na [zx;_1,x;] pfedpoklady 2.3.3. Existuje tedy & €
(zi-1, ;) takove, Ze F(z;) — F(xi—1) = F'(&)(xi — zi-1) = f(&) (@i — @io1).
Oznatme = = {£1,&,...&,}. Pak

n n

o(D, f,5) =Y f&) (@i —wi1) = > _(F(a:) = F(wi1)) = F(b) — F(a).

=1 i=1

To znamena: Pro libovolné D € ¥([a, b]) existuje vybér representanti E takovy, ze o(D, f,Z) = F(b)—F(a).
Bud nyni {D,}%2, libovolna nulova posloupnost déleni intervalu [a,b]. Ke kazdému D,, existuje vybér
representantii Z,, takovy, ze o(D,, f,Z,) = F(b) — F(a). Podle 3.2.9 je

b

/f(x)da: = lim o(Dy, f,Z,) = F(b) — F(a).

n—roo
a

O

Budeme pouzivat oznaceni [F(z)]2 = F(b) — F(a).

a

88



3.2.16 Poznamka
Je-1i funkce G spojita na [a,b] a na (a,b) primitivni k f, pak podle 3.1.5 je G(x) = F(z) + ¢ a tedy
[G()]s = [F(x) + g = (F(b) + ¢) = (F(a) + ¢) = F(b) — F(a) = [F(x)];,.

a

To znamené, ze formule z véty 3.2.15 nezavisi na vybéru primitivni funkce.

3.2.17 Priklad
1
/:v2 arctg xdx
0

22 arctgx je na [0, 1] spojitd, tedy podle 3.2.12 integrabilni.

3 2
1

T arctg x + 5 In(z% +1) — r je primitivni k 2% arctg x a na [0, 1] spojita. Tedy

3 6
/ 3 1 27! 1 11
/xzarctgxd:r = %arctgx—l—gln(a:Q—l—l)—%L = garctgl—l—ghﬁ—g—glnl =
0
1r 1 1 1
= ——+-In2—- = —(7r—2+1In2).
31t T pno2td)

3.2.18 Definice

Rekneme, Ze funkce f definovana na (a,b) je na tomto intervalu integrace schopna (integrovatelnd, integrabilni)
v Newtonove smyslu, jestlize existuje funkce F' spojita na [a,b] a primitivni k f na (a,b).
V tomto pripadé definujeme jeji Newtondiv integrdl

b
/f(:v)dx = F(b) — F(a).

Véta 3.2.15 tika, Ze je-li funkce f integrabilni na [a,b] v Riemannové i v Newtonové smyslu, pak se jeji
Riemanniv a Newtoniv integral rovnaji.

3.2.19 Poznamky

1. Integrace ,per partes* pro urcité integrély:

2. Substitucni metoda pro urcité integraly:

b »(b)
/fw@mﬂmm::/f@w
a »(a)

b o 1 (b)
/ﬂ@m: / Fo®)¢ (Bt
a o~ (a)

3.3 Vlastnosti Riemannova integralu

V celém odstavci bude pojem ,integrabilni funkce® znamenat funkci integrace schopnou v Riemannové smyslu.
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3.3.1 Véta
Necht f je funkce integrabilnf na intervalu [a, b], ¢,d € R, ¢ < f(x) < d pro kazdé z € [a,b]. Pak

b

c¢(b—a) < /f(a:)dx <d(b—a).

a

D.: Plyne z 3.2.5, nebot ¢ < inf{f(x): = € [a,b]}, d > sup{f(z) : = € [a,b]}. O

3.3.2 Dasledky

1. Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a, b]. Jestlize f(x) > 0 pro kazdé z € [a, b], pak
b
/ f(z)dz > 0.

2. Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a, b]. Jestlize |f(x)| < ¢ pro kazdé z € [a, b], pak

b

/f(x)da: <clb—a).

a

D.: Plyne z nerovnosti —¢(b—a) < [ f(z)dx < ¢(b—a). O

8 —

3.3.3 Véta (aditivita vzhledem k integrovanym funkcim)

Necht f a g jsou funkce integrabilni na intervalu [a,b]. Pak je i funkce f + g integrabilni na intervalu [a,b] a
plati

b

/ (f(z) +g(z))dz = /b f(x)dz + /b g(z)dz .

a

D.: Bud D = {zg,z1,22,...,2,} € I([a,b]) libovolné a oznacme
m; = inf{f(z) : x € [zi—1,2]}, ny = inf{g(x) : @ € [xi—1,25]}, pi = Inf{f(x) +g(x) : © € [x;—1, 3]}
Na intervalu [x;_1,z;] plati m; +n; < f(z) + g(z) a tedy m; + n; < p;, coZ znamena, ze
mi(x; — xi—1) + ni(x; — zi—1) < pilr — zi-1).
Se¢tenim t&chto nerovnosti pro ¢ od 1 do n dostaneme s(D, f) + s(D, g) < s(D, f + g).
Bud nyni {D,,}22, libovolna nulova posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak plati
$(Dn,y )+ $(Dnyg) < $(Dn, f 4 ¢) a limitnim prechodem n — oo dostaneme podle 3.2.9, 1.3.5.1 a 1.3.6.2

b b

/f(w)d:v+/g(:v)dx < /b(f(:v) + g(x))dz.

a a

Analogicky odvodime

/ (f(x) + g(z))dz < / f(x)dz + /b g(z)dz .

7 téchto nerovnosti plyne tvrzeni. []
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3.3.4 Véta (homogenita vzhledem k integrovanym funkcim)

Necht f je funkce integrabilni na intervalu [a,b] a ¢ € R. Pak funkce cf je integrabilni na intervalu [a, b] a plati

b b
/cf(x)dxzc/f(x)d:v.

D.: Necht D = {zg,21,x2,...,2,} € ¥([a,b]) libovolné a oznaéme

m; = inf{f(x): = € [r;_1, 2]}, M; =sup{f(x): z € [r;—1, 2]},
n; = inf{cf(x): © € [x;—1, 2]}, N; =sup{cef(x): x € [wi—1,mi]}.

Pro ¢ =0 je tvrzeni zfejmé.
Necht ¢ > 0. Pak je n; = em;, N; = cM; a tedy s(D,cf) =cs(D, f), S(D,cf) =¢cS(D, f).
Pro libovolnou nulovou {D,,}52; C ¥([a, b]) plati:

n—00

cf(x)dx = lim s(Dy,cf) = cnli_)rrgo $(Dp, f) = cjzf(x)d:v,

S et —

cf(x)dx = lim S(D,,cf) = cnILIEoS(D"’f) = cjzf(x)d:v,

n—r00

z ¢ehoz plyne tvrzeni.
Necht ¢ < 0. Pak n; = cM;, N; = cm; atedy s(D,cf) = cS(D, f), S(D,cf) = cs(D, f) a dikaz dokon¢ime
s vyuzitim nulové posloupnosti {D,, }22; C ¥([a,d]). O

3.3.5 Dausledek (linearita Riemannova integralu)

Necht f1, fo,..., fn jsou funkce integrabilni na intervalu [a,b] a ¢1,ca, ..., ¢, € R. Pak je funkce
cf1 + cafo+ -+ ¢nfrn integrabilni na intervalu [a, b] a plati

b b b b
J@n@ +eap@) + ot eta@do = [ A@ds e [ fale)do e [ L),
3.3.6 Véta (monotonie vzhledem k integrovanym funkcim)

Necht f a g jsou funkce integrabilni na intervalu [a, b]. Jestlize pro kazdé x € [a,b] plati f(z) < g(z), pak

/a " flayr < / o

D.: Pro z € [a,b] je g(z) — f(z) > 0 a tedy podle 3.3.2.1 a 3.3.5 je
b b b
0< [(9(x) = f(2))dz = [g(z)de — [ f(2)de. O

3.3.7 Véta

Necht funkce f a ¢ jsou integrabilni na intervalu [a, b]. Pak je také funkce fg integrabilni na intervalu [a, b].

D.: Necht nejprve f(z) >0, g(x) > 0 pro x € [a,b].
Ponévadz funkce f a g jsou integrabilni, jsou ohrani¢ené a tedy existuje k € R, k > 0 takové, ze
f(@) <k, g(xz) <k pro z € [a,b].
Bud € € R, ¢ > 0 libovolné. K ¢islu % > 0 existuji podle 3.2.10 déleni Dy, D5 intervalu [a, b] takova. Ze

S(D1.J) = (D1, f) < 77, S(D2.g9) = s(Da )

PoloZzme D = {{E(), Ly - ,In} = Dl U DQ.
Podle 3.2.3.2 plati s(D1, f) < s(D, f), S(D1,f) > S(D, f) a tedy

<=
2k
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S(va)_S(va) < S(Dlaf)_S(Dlaf)
Obdobné: S(D,g) — (D, g) < —

<=
2k’

Oznac¢me 2k
m; = inf{f(x): z € [z;_1, 2]}, M; =sup{f(x): x € [x;—1,zi]},
n; = inf{g(z) : = € [wi1, 2]}, N; =sup{g(z) : = € [zi—1, 2]},

pi =inf{f(x)g(®) : @ € [wi—1, @]}, P =sup{f(z)g(x): @ € [xi—1,z]}.
Na intervalu [z;-1, ;] plati 0 < m; < f(z) < M;, 0 <n; < g(x) < N; a tedy min; < f(x)g(z) < M;N;.
Odtud dale plyne m;n; S Di S Pl S MlNl, neboli H — Di S MlNl —m;n; = J\/vl(]\fZ — ml) + 7’TL1(.7\7Z — nl)
Ponévadz N; < k, m; < k, plati P, — p; < k((M; — m;) + (N; — n;)). Posledni nerovnost vynasobime
(z; — x;—1) a takto vzniklé nerovnosti se¢teme pro i = 1,2,...,n. Dostaneme:

S(D, fg) = s(D. fg) < K(S(D, ) = s(D, f) + S(D.g) = s(D.g) < k (57 + 57) =<

Podle 3.2.10 je funkce fg integrabilni.
Necht nyni jsou f, g libovolné. Opét existuje k € R, ze f(x) <k, g(x) <k pro z € [a,b].
Podle 3.3.5 jsou funkce k — f(z) > 0, k — g(x) > 0 integrabilni a podle prvni ¢asti dikazu je integrabilni
i funkce h(x) = (k — f(x))(k — g(x)).
Ponévadz f(x)g(x) = h(x) +kf(z)+kg(x) — k2, je funkce fg podle 3.3.5 integrabilni na intervalu [a, b]. OJ

3.3.8 Véta

Necht funkce f a g jsou integrabilni na intervalu [a, b]. Je=li |g(z)| > ¢ > 0 pro = € [a, b], pak je také funkce /
)

integrabilni na intervalu [a, b].

D.:

Necht g(x) > ¢ > 0 pro x € [a, b].
Bud ¢ € R, € > 0 libovolné. K ¢&islu c?e > 0 existuje podle 3.2.10 takové D = {xg,x1,..., 2.} € ¥([a,b]),
ze S(D,g) — s(D,g) < c%e.

Oznacme
m; = inf{g(z) : © € [x;-1, ]}, M, =sup{g(z) : = € [x;-1, ]},
1 1
n; =inf{ —— : x € [r; 1,14 }, N; —sup{—x € lxi_1,x; }
{g(:v) [ ] 9(x) [ ]
1 1
Plati n;, = —, N; = —, m; > ¢, M; > ¢. Odtud dostaneme
M; m;
1 1 Ml — my 1
Ni—nij=—— —=——— < 5 (M; —m;).
" my Ml mlMZ CQ( m )
Tyto nerovnice vynasobime (z; — x;_1) a se¢teme pro i = 1,2,...,n. Dostaneme
1 1 1

1
Podle 3.2.10 je funkce — integrabilni na [a, b].
g
1
Je-li g(x) < —¢ < 0 pro z € [a, b], je podle prvni ¢asti diikazu funkce —— integrabilni na [a, b] a tedy podle
g
1
3.3.4 je také — integrabilni na [a, b].
g

1
Tvrzeni véty je nyni dasledkem 3.3.7, nebot i =f-.0

g g

Poznamka: Piedpoklad |g(z)| > ¢ > 0 nelze obecné nahradit slabsim predpokladem |g(z)| > 0, nebot

v takovém piipadé funkce = nemusi byt ohranicena.

g je integrabilni na [0, 1] podle 3.2.14, —= =

Napt.: [a,b] = [0,1], f(z) =1, g(z) = {

(@) i v e (0,1]

neni ohranic¢ena.

g(@) )1, z=o0



3.3.9 Véta

Je-li funkce f integrabilni na intervalu [a, b], pak také funkce |f]| je integrabilni na intervalu [a,b] a plati

ale

jﬂmm:gjuuwm.

Bud ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Existuje D = {xg,z1,...,2,} € ¥([a,b]) takove, ze S(D, f) — s(D, f) < e.
Oznac¢me

m; =1nf{f(x): z € [xi=1, 2]}, M; =sup{f(x): = € [zi—1, 3]},

n; = inf{|f(x)] : © € [xi—1, 2]}, Ni=sup{|f(z)|: = € [zi—1, 2]}
Bud'te x,y € [x;—1,x;]. Pak | f(x)|—|f(y)| < |f(x)—f(y)] < M;—m,;. Odtud plyne, Ze pro pevné zvolené y je
If(2)] < |f(y)|+M;—m;. Z vlastnosti suprema plyne N; < | f(y)|+M;—m;, neboli | f(y)| > N;— (M; —m;).
Z vlastnosti infima nyni plyne n; > N; — (M; —m;), neboli N; — n; < M; —m,;.
Posledni nerovnice vynasobime (x; — x;—1) a seteme pies i = 1,2,...,n.
Dostaneme S(D, |f]) — s(D,|f]) < S(D, f) — s(D, f) < € a podle 3.2.10 je funkce | f| integrabilni.
Dale pro = € [a,b] plati f(x) < |f(x)], —f(z) <|f(z)] a tedy podle 3.3.6

/bf(év)dw < /blf(év)ldéva —/bf(w)d:v < /blf(év)ld:v,

CcOZ znamena
b b

—/U@ng/ﬂwhéjU@ML

a

a to je nerovnost v tvrzeni véty. [

Poznamka: Obracené tvrzeni neplati. Napi. pro f(z) = x(z) — 5 je |f(z)| = 3, coZ je funkce integrabilni,

<

_Jﬂ@m.

DO —
DO —

jﬂ@m——
0

(Sr. 3.2.7)

3.3.10 Véta (1. véta o stifedni hodnoté integralniho poétu)

Necht funkce f a ¢ jsou integrabilni na intervalu [a,b], g(x) > 0 pro = € [a,b], m = inf{f(z) : = € [a,b]},
M =sup{f(z): x € [a,b]}. Pak existuje u € [m, M| takové, ze

D.:

/bf(fv)g(iv)dw = u/bg(:v)dx.

Ponévadz m < f(x) < M a g(z) > 0, plati mg(z) < f(x)g(z) < Mg(x) a tedy podle 3.3.6 a 3.3.4 je
b b b
m/g(x)d:z: < /f(x)g(x)d:z: < M/g(x)d:z:.

b
Je-li [ g(x)dz = 0, pak podle 3.3.6 a 3.3.4 je



b
a tedy [ f(z)g(z)dz = 0. Rovnost v tvrzeni véty je splnéna pro libovolné p € R.
a

b
Je-li [ g(x)dz > 0, polozime

J f(z)g(z)dz

p= "
{ g(x)dz
Pak
b b b b
m [g(z)dz [ f(z)g(z)dz [ f(@)g(z)dz M [g(z)dz
m=- ST =p=" < =M
[ g(z)dz [ g(z)dz [ g(z)dz [ g(z)dz
[l

3.3.11 Dausledky

1. Necht funkce f je navic spojita. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, Ze

/jumquzﬂ@jg@mw

a
D.: plyne z 1.7.15. O
2. Necht m a M maji stejny vyznam jako v 3.3.10. Pak existuje u € [m, M| takové, Ze

b

[ e = o~ a).

D.: volbou g(z) =1.0

3. Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, Ze
b
[ @it = e~ a).

3.3.12 Véta (aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru)
Necht a,b,c € R, a <b < ¢ a f je ohranic¢ena funkce definovana na [a, c]. Pak plati

c

/c f2)dz = /b Fz)de + / f(z)da, / f(z)dz = /b f(z)dz + / f(z)da.
a a 3 a a

b

Je-li funkce f integrabilni na [a,b] i na [a, ¢|, pak je integrabilni i na [a, ¢] a plati

/Cf(iﬂ)dUC:/bf(x)d:v—i—/cf(:v)dx.
a o b

D.: Necht {D/} je nulova posloupnost déleni intervalu [a,b] a {D!} je nulova posloupnost déleni intervalu
[b, c]. Pro kazdé n € N polozme D,, = D], U D?.
Pak je D,, € ¥([a,b]), v(D,) = max{v(D),),v(D})}. Tedy ILm v(D,) = 0, neboli {D,}>2 je nulova
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posloupnost déleni intervalu [a, c|.

Dale s(Dy, f) = s(D.,, f)+s(D2, f), S(Dy, f) = S(D.,, f)+S(D., f), z ¢ehoz limitnim pfechodem n — oo
s vyuzitim 3.2.9 dostaneme prvni tvrzeni.

Je-li funkce f integrabilni na intervalech [a,b] a [b, ¢], plati

jf(x)dwzjf(w)dx+/f($)dx:/cf(x)d%
a ) / J

coz je druhé tvrzeni. [

3.3.13 Poznamky

1. Druhé tvrzeni véty 3.3.12 neplati pro Newtoniv integral.

Napi.:.a=-1, b=0, c=1, f(x) =sgna.

2. Vétu 3.3.12 1ze indukci zobecnit na libovolny koneény pocet intervalii:

Jsou-li ay,aq,...,a, € R takova, ze a; < a2 < --- < a, a funkce f je integrabilni na kazdém intervalu
[ai—1,a;],1=2,3...,n, pak je f integrabilni i na intervalu [a1, a,] a plati

Zf(x)d:v = ; al[ f(z)dx.

Analogické tvrzeni plati pro horni a dolni integral.

3.3.14 Véta (monotonie vzhledem k integraénimu oboru)

Necht funkce f je integrabilni na intervalu [a, ] a necht [¢,d] C (a,b). Pak je f integrabilni i na intervalu [, d].

D.:

Necht {D7 }, resp. {D/'}, resp. {D!’} je nulova posloupnost déleni intervalu [a, ], resp. [c, d], resp. [d, b].
Pro kazdé n € N polozme D,, = D] U D/ UD.".

Pak je {D,,}2°; nulova posloupnost déleni intervalu [a, b] a plati

$(Dn, ) = s(Dy, f) + s(Dy) + (D), S(Dn, f) = S(Dy,, f) + S(Dy) + S(Dy).

Odtud dostaneme limitnim pfechodem n — oo s vyuzitim 3.2.9

/b fa)de = / F@)de + /d F@)de + /b F@)de, / F)de = / F@)de + / F@)de + /b f@)da.
a a T a d

d a

Odec¢tenim téchto rovnosti dostaneme

0= /Cf(:c)d:v—/cf(x)d:v + /df(:c)d:v—/df(x)d:v + /bf(ac)dx—/f(x)d:v
a a ¢ c d

Ponévadz vSechny séitance jsou nezaporné, musi byt nulové. Zejména
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3.3.15 Dikaz véty 3.2.14

D.: Bud € € R, ¢ > 0 libovolné.
Ponévadz funkce f je na intervalu [a, b] ohranifend, existuje k € R, k > 0 takové, ze —k < f(z) < k pro
kazdé z € [a, b)].
Bud M mnoZzina bodi nespojitosti funkce f. PonévadZ je tato mnoZina nulova, existuji

1,09, ...,0n,b1,00,....b, ER i a< a1 <by <as<by<---<a,<b,<b
takove, ze M C (a1,b1) U (az,b2) U--- U (an,by) a > (b; —a;) < %
i=1
Piedpokladejme, %e a < ay, b, < b. (V opa¢ném piipadé bychom provedli analogické tivahy.)
Na kazdém z intervald [a,a1], [b1,az], ..., [bn-1,an], [bn,b] je funkce f spojita a tedy podle 3.2.12
integrabilni.
Na kazdém intervalu (a1,b1), (az2,b2), -+, (an,by) podle 3.2.5 plati

i

b;
k(b; — a;) g/ dx</f o < k(b; —a;), i=1,2,...,n

a;

Podle 3.3.13.2 je

b a b n_1 %it1 n b;
f)dz = [ flx)de+ [ f(z)de+ fz)dz + f(z)dz >
[ = s [y [ ]
ai b no1 %i+1 n
> /f(x)dac + /f(x)dac + Z flz)de — k Z(bZ —a;) >
a by i=1 by i=1

V
—
=
8]
S~—"
o
8
+
—
g
roum)
8
~—
ol
8
+
~
—
8
~—
ol
8
|
>~
=
=
\

a b =1 g,
a b o @i+l .
= /f(a:)dx + /f(x)da: + Z f(z)dz — 3
a bn =1 g,
Analogicky ukizeme, Ze
b ait1

Odtud

Ponévadz € > 0 bylo libovolné, je

s \\o—

~

=

S~—

o,

K

|
Sle—_ _. 2l

—~

=

S—

o,

&

O

3.3.16 Véta

Necht f, g jsou ohrani¢ené funkce na intervalu [a, b] a necht mnozina M = {x € [a,b] : f(x) # g(x)} je nulova.
Je-li jedna z funkei f, g integrabilni na [a, b], je integrabilni i druhd z nich a plati



D.: Necht funkce f je integrabilni a bud ¢ € R, € > 0 libovolné.
Bud k € R, k> 0 takové, ze —k < g(z) < k pro x € [a, b]
Ponévadz M je nulova, existuji a < ay < b1 < as < by < - < ap < b, < b takové, ze

M C (al,bl) (ag,bg) - U (an,bn), z:l(b al) < 2]{3

Podle 3.3.14 je funkce f na kazdém z intervali [a, a1], [b1, as], [b2,as], . .., [bn, b] integrabilni.
Na kazdém z téchto intervali jsou funkce f, g shodné, tedy i ¢ je na nich integrabilni a plati

7f(x)d:c = 79(:6)dw, 7f(:v)d:c = 79(;5)(1%
a 2 7 J

Na kazdém z intervali [a;, b;] plati

g(x)da.

—
=
S5
S—
(o}
8
Il
o
3 \@

bi

bi b
k(b; — a;) §/ dxﬁ/g(z)dxﬁk(bi—ai).

(€23

Analogicky jako v dukazu véty 3.2.14 ukaZzeme

b iyl
3
)d )d x)d —
o > friomes froms £ oo
b b ait1
3
)d )d x)d x)d —
/( z < /f a:—i—/ x—I—Z/ 3:+2,

a bn

z ¢ehoz opét vyplyne

V dusledku véty 3.3.16 neni pii tvahach o Riemannovu integralu nutné predpokladat, ze ohranic¢ena funkce
je definovana na celém intervalu [a, b]. Staci, je-li definovana na [a,b] s vyjimkou nulové mnoziny. Zejména lze
tedy hovofit o funkei integrabilni na otevieném intervalu (a, b).

3.4 Integral jako funkce horni meze

3.4.1 Umluva

Necht a € R a funkce f je definovéna v a (tj. @ € Dom f). Pak klademe [ f(z)dz = 0.

b
Necht a,b € R, a > b a necht funkce f je integrabilnf na intervalu [b, a]. Pak klademe [ f(z)dz = — [ f(z)dz.

Snadno ovérime, Ze pii této rozsifené definici zustavaji v platnosti vSechna tvrzeni predchoziho odstavce.

Necht’ funkce f je integrabilni na [a,b] a x € [a,b]. Podle 3.3.14 je funkce f integrabilni na [a,z]|. Funkci

f f(¢)dt definovanou na [a, b] nazyvame integrdl jako funkce horni meze.
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3.4.2 Véta

Necht funkce f je integrabilnf na [a, b]. Pak je funkce F(z) = [ f(¢)d¢ spojita na [a, b].

a

D.: Bud zg € [a,b], € > 0 libovolné.
Ponévad? f je integrabilni, je ohranic¢ena a tedy existuje ¢ € R takové, ze |f(z)| < ¢ pro z € [a, b].

Polozme § = —.
c
Bud z € [a,b] N (2o — §, 20 + &) libovolny. Pak

F(xy) — F(z)| = Tﬂww—ffth—|fﬂwm

(Prvni nerovnost plyne z 3.3.2.2) O

§|:1:—x0|c<5c:ic:5.
c

3.4.3 Véta

x

Necht je funkce f integrabilni na [a,b] a spojitd v xg € [a,b]. Pak funkce F(z) = [ f(t)dt méa derivaci v zg a
plati F'(z¢) = f(x0).

V ptipadé zo = a nebo zg = b se jedna o piislusnou jednostrannou derivaci.

D.: Bud e > 0 libovolné. Ponévadz f je spojitd v xg, k g > 0 existuje § > 0 takové, ze pro

x € (xg — 0,x0 + 9) Na,b] plati | f(z) — f(xo)| < %
Tedy pro z # o, @ € (xg — 6,20 + 6) N [a,b] plati

B~ Fwo) _ i, | [ [ pwar) - Lotz =)

Tr — X T — X9 T — X

o ]}@w—]ﬂ%Mt -

1
= | U= s <
1 / . 5
< 1z — 20| /If(t)—f(xo)|dt Ep— /th _
_ 1 €
- |£L'—x||x IO|§ < €
Tudy Jim STz, 0

3.4.4 Dausledek

Je-li funkce f spojita na [a,b], pak F(x) = [ f(x)dt ma na [a,b] derivaci a plati F'(z) = f(z).

a

Bud f integrabilni na [a, b], ¢ € [a, b] libovolny, pevné zvoleny bod. Funkce f je na intervalu s krajnimi body
¢, x € [a,b] (tj. na intervalu [¢,x] pro > ¢ nebo [z,¢] pro x < ¢) podle 3.3.14 integrabilni. Lze tedy definovat

funkei F(z) = [ f(t)dt.
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3.4.5 Poznamka

x

Necht f je funkce integrabilni na [a,b] a c € [a, b]. Pak je funkce F(z) = [ f(t)dt spojita na [a,b].

c

Je-li funkce f spojita v bodé z¢ € [a,b], mé funkce F = [ f(t)dt v tomto bod& derivaci a plati F'(zo) = f(z).

C

x

D.: Podle 3.4.1 a 3.3.12 je ff(t)dt = [ft)dt — jf(t)dt.

a
C

f f(t)dt je konstanta, tedy spojita funkce majici nulovou derivaci. Tvrzeni nyni plyne z 3.4.2 a z 3.4.3. O
a

3.4.6 Véta (o existenci primitivni funkce)

K funkci f spojité na intervalu J existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

D.: Je-li interval J uzavieny, plyne tvrzeni z 3.4.4.
xT
Necht J nenf uzavieny. Zvolme pevné ¢ € J a polozme F(z) = [ f(t)dt.

F je definovana na celém J, nebot pro x € J je funkce f spojitéc na uzavieném intervalu s krajnimi body
c a x a tedy podle 3.2.12 integrabilni.

Bud z( € J libovolny. Zvolme a,b € J, a < min{c,z0}, b > max{c, z¢}.

Pak ¢ € [a,b], xo € [a,b] a f je spojita na [a,b]. Podle 3.4.5 tedy plati F’'(x¢) = f(xo).

Ponévadz z € J byl libovolny, plati F'(xg) = f(xo) pro kazdé x € J. O

b
Je-li f integrabilni funkce na [a, b], 1ze analogicky uvazovat integrdl jako funkci dolni meze G(z) = [ f(t)dt,

x
C

nebo obecndji G(z) = [ f(t)dt pro ¢ € [a, b].

x

3.4.7 Poznamka
Necht funkce f je integrabilni na [a,b], ¢ € [a,b]. Pak je funkce G(z) = [ f(t)d¢ spojita na [a,b].

Je-li funkce f spojita v bodé xg € [a,b], ma funkce G v tomto bodé derivaci a plati G'(xo) = — f(x0).

3.5 Nevlastni integraly

b
V dosavadnich avahéch o [ f(z)dz jsme predpokladali

(i) a,b € R, tj. interval (a,b) ma kone¢nou délku,
(ii) f je ohrani¢ena na (a,b).

V tomto odstavci rozsifime pojem integralu na piripady, kdy néktery z téchto predpokladi neni splnén. V takovém
pripadé mluvime o nevlastnich integrdlech.

Nejdiive budeme uvazovat nesplnéni prvnfho predpokladu.

3.5.1 Definice

Necht a € R a f je funkce definovana na [a, 00), ktera je integrabilni na kazdém intervalu [a, b], kde b > a, b € R.
t

Polozme F(t) = [ f(z)dx.

(oo}

Existuje-li vlastni limita tlim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral [ f(z)dz konverguje a klademe
— 00 a
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[ )

dz = tli)ngo E(t).

Neexistuje-li vlastni limita tlim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral f f(z)dz diverguge.

— 00 a

Analogicky definujeme konvergenci nevlastniho integralu f f(x)dx, a € R.

— 00

J e-li funkce f definovana na R a integrabilni na kazdém uzavieném intervalu, pak pravime, Ze nevlastni integral

f f(x)dz konverguge, jestliZe pro néjaké a € R konverguji nevlastni integrély f f(x)dz a f f(x)dz a klademe

1.

f f(@)dz = [ f(z)dz+ [ f(z)da.
3.5.2 Priklady
o dx
—, keR
i e
tda 1] 1 1 ks
k#£1: F(t)= | — = = -1 lim F(t) =< k-1’
7 ®) ‘[:17’C [—k—l—l:z:kl]l 1—k<tk1 )7ti>r§o (*) ~o k<1
k=1: F(t):ftd—xz[lnx]tzlnt—lnl lim F(t) =
’ 1 L T to0
e d
Tedy f —if konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1.
1T
[e*dz, ke R
0
t —kxt 1 —kt l
kE#0: F(t)—fek””d:r—{—e ] - ° , lim F(t) =4 k’ >0
0 kolg Kk ko tmoe 0o, k<0

~

k=0: F(t)= [dz =t lim F(t)=
0 t—o0

o0
Tedy [ e~ **dx konverguje pro k > 0 a diverguje pro k < 0.
0

li tgzlh = li tgt =%
tg?o[arcgzzr]o Jim arctg 5

o Cde 6 1 .
1+ 22 tilgloot 1+ 22 i farctgzly = lim (—arctgt)

t 00
F(t) = [cosadx = [sinz]) = sint, lim F(t) neexistuje, [ coszdz diverguje.
t—o0 0

n, r=necN
0, z¢N

f(z)dz, kde f(x) = {

ff )dz = 0, tedyff ydz = 0.

Nevlastnl integral muze konvergovat i kdyZ je integrovana funkce neohranicené.
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V tvrzenich 3.5.3 — 3.5.8 budeme piedpokladat, Ze vechny uvazované funkce jsou definovany na [a, 00), a € R
a integrabilni na [a, b] pro kazdé b > a.

o0
Tato tvrzeni se tykaji integrali typu [ f(z)dz. Po prislusné tpravé predpokladi vSak plati i pro integraly
a

typu _]l flx)da

3.5.3 Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium)

Integral f f(z)dz konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému e > 0 existuje 2y > a takové, ze pro kazda dvé

ti,to € R, t1 > xp, to > xg platl < E.

ff )dw

t1

D.: Plyne z 1.6.6. O

3.5.4 Véta (Srovnavaci kriterium)
Necht na intervalu [a, 00) plati 0 < f(x) < g(x).

Konverguje-li fg(:z:)dx, konverguje i ff(a:)dx

Diverguje-li f f(x)dz, diverguje i f g(z

oo
D.: Necht f g(x)dx konverguje. Podle 3.5.3 existuje xg > a takové, ze pro kazda t1,t2 € R, t; > xq, ta > xg
a

_t/gg(:v)dx

t1

plati <e.

Volme oznadeni tak, Ze t; < to. Pak podle 3.3.2.1 je fg ydz >0, f f(z)dx > 0.

t1 ty

_t/gg(a:)dx

t1

< e. (Prvni nerovnost plyne z 3.3.6)

_t/gf(x)d:r

t1

Podle 3.5.3 f f(z)dz konverguje.

Tedy

~ [/ fta)as < (oo -

t1

Necht f f(z)dz diverguje. Podle prvni ¢asti dikazu nemize [ g(z)dz konvergovat. [J

3.5.5 Véta (limitni srovnavaci kriterium)

Necht funkce f, g jsou nezaporné na [a,b) a necht existuje lim f@) =ceR".
z—o0 g(x)

Je-li ¢ < 0o a konverguje-li [ g(z)dz, pak konverguje i [ f(z)da.

Je-li ¢ > 0 a diverguje-li [ g(z)dz, pak diverguje i [ f(z)dx

D.: Necht ¢ < oo a [ g(z)dz konverguje.

f(z)

Bud e > 0 libovolné. Existuje 2g € R, xy > a takové, Ze pro x > xg plati ¢ — e < ﬂ < ¢+ ¢, neboli
g(x

1) < (c + £)g().

Z konvergence [ g(z)dz plyne konvergence [ g(x)dx a tedy i konvergence [ (c+ ¢)g(x)dz. Odtud podle

Zo Zo
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3.5.4 plyne konvergence f f(z)dx a tedy i konvergence f f(z

Zo

Necht ¢ > 0 a [ g(x)dz diverguje.

1
: g(.I) -, €<0o0
lim =—~ =< ¢ .
00 f(;p) 0, ¢=o0

Kdyby f f(z)dz konvergoval, pak by podle prvni ¢asti dukazu f g(x)da konvergoval. OJ

3.5.6 Dasledky
f(z)

1. Necht funkece f, g jsou nezaporné na [a,b). Jestlize xlingo m = ¢ € (0,00), pak oba nevlastni integraly
j? f(z)dz a j? g(x)da bud soucasné konverguji, nebo soucasné diverguji.
2. Bud f nezaporna funkce na intervalu [a, 00).
o Jestlize existuje k € R, k > 1 takové, ze lem 2 f(r) < oo, pak f f(z)dz konverguje.
e Jestlize existuje k € R, k <1 takové, ze xlin;o z¥ f(x) > 0, pak f f(z)dz diverguje.
o Jestlize existuje k € R, k > 0 takové, ze xlin;o ek f(r) < oo, pak }Of(x)d:v konverguje.
o Jestlize existuje k € R, k < 0 takové, ze xlin;o ek f(x) > 0, pak f f(z)dz diverguje.

D.: 3.5.5,3.5.21a3.5.2.2. 0

3.5.7 Véta (Nutna podminka konvergence nevlastniho integralu)
Necht [ f(z)dz konverguje a necht existuje lim f(z) = ¢ € R*. Pak ¢ = 0.
a Tr—r00

D.: Pripustme ¢ > 0.
Podle definice limity existuji o > a a k > 0 takové, Ze pro x > xg je f( ) > k.

f kdxr = hm k(t — x) = oo. Podle 3.5.4 diverguje f f(x)dz a tedy i f f(x)dz — spor.

xo xo
Moznost ¢ < 0 vylou¢ime analogicky. [

Poznamka: Piedpoklad o existenci lim f(z) nelze obecné vynechat, jak ukazuje 3.5.2.5.
Tr—r0o0

3.5.8 Véta

Konverguje-li [ |f(z)|dz, pak konverguje i [ f(z)dz

D.: Bud e > 0 libovolné. Podle 3.5.3 existuji g > a a t1,t3 > x( takové, Ze

f |/ ()|dx

t1

< e. Volme t; < to.

Pak x)|dz| < e (prvni nerovnost plati podle 3.3.9).

to to to
[ f@)de| < [1f(@)lde =

1 th 1
Tvrzeni nyni plyne z 3.5.3. [J
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3.5.9 Definice

Necht f je funkece definovana na [a, 00) a integrabilni na [a,b] pro kazdé b > a. Rekneme, Ze nevlastni integral
o0

[ f(x)dz konverguje absolutné, jestlize konverguje [ |f(x)|dz.

a

Poznamky:
e 7 3.5.8 plyne, Ze konverguje-li [ f(z)dz absolutng, pak konverguje.

oo

e Je-li f nezaporna funkce na [a,00) a integral [ f(z)dz konverguje, pak konverguje absolutné.
a

Nyni budeme uvazovat nesplnéni druhého z pfedpokladi uvedenych na zacatku odstavce.

3.5.10 Definice

Necht a,b € R, a < b a necht funkce f je definovana na [a,b). Rekneme, Ze b je singuldrni bod funkce f, jestlize
f nenf ohrani¢ené na [a,b) a pro kazdé § € (a,b) je integrabilni na [a, /3].

3.5.11 Definice
Necht f je funkce definovana na [a,b) a necht b je jejim singularnim bodem. Pro ¢ € [a, b) polozme

P = [ f()da.

b
Existuje-li vlastni lim F(t), fekneme, Ze nevlastnf integral [ f(z)dz konverguje a klademe

t—b— a

b

J f(@)dz = lim F(t).

a t—b—

b
Neexistuje-li vlastni lim F(t), fekneme, Ze nevlastni integral [ f(z)dz diverguje.

t—b— a

Analogicky definujeme singularni bod a pro funkci definovanou na intervalu (a, b] a konvergenci nebo diver-

b
genci nevlastniho integralu [ f(z)dz.
a

3.5.12 Priklad

Ld
f—i,keR,k>O
Ox
1

1 117" 1 1 — k<1
kA1 F(t)_f—f_[ k_l] - <1— k_l>, lim F()=d 1k " °

Y X 1—kx , 11—k t t—0+ o0, E>1
k=1 F(t)—fldx—[l ] =Inl—Int = —Int, lim F(t) =
= =/ nzlj =Inl—Int=—Int, hm =00

Id
Tedy [ x—z konverguje pro k < 1 a diverguje pro k > 1.
0

b
Pro nevlastni integraly typu [ f(z)dz plati tvrzeni analogickd 3.5.3, 3.5.4, 3.5.5 a 3.5.8. Dikazy se provedou
a

shodnym zptisobem.
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3.5.13 Véta (Cauchyovo — Bolzanovo kriterium)
b
Integral [ f(z)dz, kde b je singularni bod funkce f konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému e > 0 existuje

xo € [a,b) takové, Ze pro kazda dve t1,ts € (x0,b) plati <e.

f f(z)da

3.5.14 Véta (Srovnavaci kriterium)
Necht b je singularnim bodem funkce f i funkce g a necht na intervalu [a, ) plati 0 < f(x) < g(x).

b b
Konverguje-li [ g(z)dz, konverguje i [ f(x)dz.
b -
Diverguje-li [ f(z)dz, diverguje i [ g(z)dz.

3.5.15 Véta (limitni srovnavaci kriterium)

Necht b je singularnim bodem funkce f i funkce g, funkce f, g jsou nezéporné na [a,b) a necht existuje

lim & =ce R
r—b— g(.’L’)
b b
Je-li ¢ < 0o a konverguje-li [ g(x)dz, pak konverguje i [ f(z)dz.
b b
Je-li ¢ > 0 a diverguje-li [ g(z)dz, pak diverguje i [ f(z)dz.

3.5.16 Véta

b b
Necht b je singularnim bodem funkce f. Konverguje-li [ |f(z)|dz, pak konverguje i [ f(z)dx.
b
Analogicka tvrzeni plati i pro nevlastni integraly typu f f(x)dz, je-li a singularnim bodem funkce f.

3.6 Aplikace urcitého integralu

3.6.1 Pruamérna hodnota (integralni primér) veli¢iny y = f(x) na intervalu [a, ]

3.6.2 Plocha rovinného obrazce
1. Obrazec v kartézskych soufadnicich uréeny nerovnostmi a < x <b, f1(z) <y < fa(x).

b

5 = / (fol) — fo(a))da

a

2. Obrazec v kartézskych souradnicich ohrani¢eny uzavienou kiivkou o parametrickych rovnicich
x = x(t)

Y= y(t)’ t € [, B]. Kiivka je orientovana kladné, tj. tak, Ze plocha lezi nalevo od kiivky.
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3. Plocha, kterou opisuje pruvodi¢ kiivky, zadané v polarnich souradnicich rovnici r = (), a < ¢ < .

3.6.3 Délka rovinné krivky

o . C . LT =
1. Kfivka zadana parametrickymi rovnicemi Y =

2. Kiivka je grafem funkce y = f(z) na intervalu [a, b].
b
s = [ViFT@Pra

3. Kiivka zadana v polarnich soufadnicich rovnici r = r(p), a < ¢ < S.

B
s = [VEGPE+ P

3.6.4 Objem télesa

1. Téleso ohrani¢ené rovnobéznymi rovinami vzdalenymi od sebe na vzdalenost a se zndmymi plochami fezt
S(z) rovinami rovnob&Znymi s podstavami ve vzdalenosti x.

vV = /aS(x)d:v
0

2. Téleso vzniklé rotaci podgrafu funkce f na intervalu [a,b] kolem osy x.

3.6.5 Plocha plasté rota¢niho télesa

1. Téleso vzniklé rotaci kiivky o parametrickych rovnicich 9yc i ;

8
S = 27T/|y(t)|\/(33’(t))2+(y’(t))2dt

2. Teéleso vzniklé rotaci grafu funkce y = f(x) na intervalu [a, b].

b

s = 2 [If @I+ ()P do

a
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3.7 Numericka integrace

3.7.1 Lemma

Bud f funkce definovana na intervalu [a,d], kterdA ma na intervalu (a,b) druhou derivaci. Pak ke kazdému
x € [a,b] existuje & € (a,b) takové, ze

(x—a)—@(x—a)(b—x).

f() = f(a)

fl@) = fla) + 22—

D.: Ozna¢me P(z) = f(a)+ M(m —a). Pak P je jinearni polynom a plati P(a) = f(a), P(b) = f(b).
—a
Tedy pro 2 = a nebo x = b plati formule v tvrzeni p¥i libovolném £ € (a,b).

f(zo) = Plxo)
(o —a)(b—xo)
Pak plati F(a) = F(b) = F(xo) = 0. Podle 2.3.1 existuji & € (a,z0) a & € (x0,b) takové, ze
F'(&1) = F'(&) = 0. Dale opét podle 2.3.1 existuje £ € (&1, &2) takove, ze F”(£) = 0.

Pro kazdé x € (a,b) plati P"(z) =0, [(x —a)(b—x)]" = =2, tedy 0 = F"(§) = f"(&) +2—f(a:0) ~ Plzo) )

, (o —a)(b—xo)

Odtud f(zg) = _fT(f)(xO —a)(b—x0)+ P(x) a ponévadz zo € (a,b) bylo libovolné, je tvrzeni dokazano.
O

Bud z¢ € (a,b) libovolny pevné zvoleny bod a polozme F(z) = f(z)—P(x)— (x—a)(b—2x).

3.7.2 Lemma

Bud f funkee definovana na intervalu [a, b], ktera ma na intervalu (a, b) druhou derivaci takovou, ze | f” (z)| < M
pro kazdé x € (a,b). Pak pro kazdé z € [a, b] plati

f@+ 10T o0y M (apnyaran) < f@) < f@+ LT D00y Mz (osbaran.
D.: Podle 3.7.1 je pro kazdé x € [a, ]
10) - 160 - L= - - LED o - ) -0 < S 4+ 012 - an),

z ¢ehoz plyne tvrzeni. [

3.7.3 Véta (lichobéznikové pravidlo)

Bud f funkce definovana na intervalu [a, b], kterdA méa na intervalu (a,b) ohrani¢enou druhou derivaci a bud
n € N. Oznaéme

h:b—a7
n

ri=a+ith, 1=0,1,2,...,n,

I(f,a,b) = g(f(%) +2f(z1) +2f(22) + -+ 2f (¥n—1) + f(zn)),
M = sup{|f"(z)| : = € (a,b)}.

Pak




D.: Prokazdéie {0,1,2,...,n—1} je

Tit1

it1) — i M
/ (f(xi) + M(x — i) £ 5 (0 = (@ + xip1)z + fvixiﬂ)) dr =
Ti+1 — T4 2
Tit1 o
Tiv1) — flz) [(x— )] | M [23 z? Fit
= f(ivz‘)(fvi+1—:ci)+f( H)h f(z) [( 5 ) L 5 |:?_(5Ci+xi+1)7 +:cz-:ci+1xL. =
) _ N K2 3. g3 ER——
= hf(e) 4 @) @) R M (e may L VB T (e — i) ) =
h 2 2 3 2
_ E(f(:ci) b (@) + %h Tipr T Tip1Ti + 7 Tigq + 27412 + X5 Fria) =
2 2 3 2
h M h M
= (@) + f(zi41)) £ 5hRaitazi — Tl —}) = 5 (@) + fzir1)) F Ehs.

Podle 3.7.2 a 3.3.6 plati

g(f(g;i)+f(xi+1))—1—]\/2[h3 < /f(x)d:z: < ﬁ(f(a:i)+f(3:z-+1))+I—J\gh3.

T

[\]

Sectenim téchto nerovnosti pro n od 0 do n — 1 a s vyuzitim 3.3.13.2 dostaneme
h M., f
E(f(fﬂo) +2f(z1) +2f(22) + -+ 2f (@n—1) + fzn)) — L= flz)dz <
0

< ﬁ(f(ﬂﬁo) +2f(z1) +2f(z2) + -+ 2f(xp-1) + f(zn)) + %h3n,

[\

coz je tvrzeni. [

M (b— a)® b
Ponévadz lim M{ 201) =0, je podle 1.3.7 lim I,(f,a,b) = [ f(z)dz.

n— 00 n n— 00

a

3.7.4 Véta (Simpsonovo [1710 — 1761] pravidlo)

Bud f funkce definovana na intervalu [a, b], kterda ma na intervalu (a,b) ohrani¢enou ¢tvrtou derivaci a bud
m € N sudé. Oznacme
b—a
h = ,
m
ri=a+th, 1=0,1,2,....m,

I (fsa,b) = g(f(%) +4f(x1) +2f (x2) +4f(23) +2f (xa) + -+ 4f (@m—1) + f(zm)),
N = sup{|fW(z)|: z € (a,b)}.
Pak ,
_a)p
Jm(faavb)_/f(x)dx — %(bnﬂ)

a

Myslenka dukazu: Na kazdém z intervala [xog, 2ok42] nahradime funkei f kvadratickym polynomem

(7 — 2oy 1)(x — wopyo) f(2ar) | (x — @ox) (% — Topg2) f(Tary1) n ( — o1 ) (v — Topy1) f(T2r42)
(or, — Topt1) (T2 — Topt2) (Tokt1 — Tok) (Tokt1 — Topye)  (Tokio — @ok)(@2kt2 — Topg1)

pro ktery plati f(xar) = P(x2r), f(22r+1) = P(wors1), f(@ort2) = P(ropy2). O

P(x) =
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3.8 Cviceni

Najdéte primitivni funkci

1) f(l_x>2dx, 2) Ide, 3) [ T _dz,
x x T 1—2a2

5 f¢1+xi iﬁ—ﬁ N 5) f2w+116x51—1d$, ) fe::j:ll .

7) [V1—sin2zdz, 8) [tg? zdx, 9) f\/%,

10) [ = W [ 12) [ o

13) f%, 14) f(l—l-d#’ 15) f%sin%dx,

16) [ tgzdz, 17)]%, 18) f\/%,

19) [ 2™ Inzdz, 20) [ 2?sin2zdz, 21) [sinz In(tgz) dz,
22) [arctgzda, 23) fll—l—_T\/chTlldx’ 24) [ 0 —l—\/fd—f\/l—i——x’
) | G ) [ 5 ) [ e
28) [ cos®dz, 29) [sinbz coszdz, 30) [ (24-6(:18%7
0/ 2sinx —dzos:v + 5’ 32) (asinz j—xbcosx)?’ 33) \/%72/?

Rozhodnéte o konvergenci nevlastnich integrali

34) Zoﬁ_xi;_i_ldx, 35) ;S—Z 36) :fOln;Idx.

Vypoditejte plochu obrazce ohrani¢eného danymi k¥ivkami (z, y jsou kartézské soufadnice, r, ¢ polarni)

37) y = logp x|, y =0, z =15, = =10, 38)y=(r+1)% z=sinmz, y=0,
2 2
_ 2_ .22 _ 2

39) = + 55 =1, 40) y* = 2*(a® — 2?),
2 _p2 2 _p?

41) o =2t — 2, y =2t — 3, 42)x:a cos3t,y:a 5 sin® ¢,
a

. p us T
43) r = asin 3y, 44) r = m7 =1 p=1I,

45) (2% + y2)2 = 2a%xy.
Vypocitejte délku kiivky
46) y =Va3, 0 <ax <4,

48) z = a(t —sint), y = a(l — cost), 0 <t < 2, 49) z = cos®t, y = sin®¢,
50)r:asin3§, 51) r =ap, 0 < ¢ <27,

Vypocitejte objem télesa ohrani¢eného plochami

22 g2 c 2?2 g2 22

54) Vypocitejte objem té&lesa vzniklého rotaci obrazce ohrani¢eného kiivkami y = 2z — 22, y = 0 kolem osy z a
objem télesa vzniklého rotaci téhoz obrazce kolem osy y.
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55) Vypocitejte objem télesa vzniklého rotaci obrazce ohrani¢eného kiivkami o parametrickych rovnicich x =
asin®t, y = bcos® t kolem osy z a objem télesa vzniklého rotaci téhoz obrazce kolem osy y.
56) Vypocitejte povrch télesa vzniklého rotaci asteroidy z%/% + y2/3 = a?/3 kolem osy z.
I d
57) Vypocitejte [ % pomoci lichobé&znikového pravidla s n = 8 a odhadnéte chybu. Vysledek porovnejte
0 X
s pfesnou hodnotou.

Vysledky:

)z—1-Inz?2) —if (1+ 32— 22?4 42°) 3) & ln‘ ) arcsmx—l—ln’x +v1 —I—xz‘ 5) s (1)96 -
= (%)z 6) 2e** —e"+x 7) sgn (z — J) (sinz—cosz) 8) tgz—x 9) m ﬁ In ’\/5:1: —/32? — ‘ 11)
tgZ12) tg (L — ) 13)‘{% In 54;\‘;—;} 14) 2 arctgy/z 15) cos 2 16) —In | cos x| 17) arctge” 18) In (V1 +e2* —1)—

g™ o Tl; 20) xsinx cosx — QxiT*l cos2z 21) In|tg Z| — coszIn(tgz) 22) warctgx — Iny/1 + a2 23)

19) 5 Inz —
6t7 5 4943 942 2 \/ (+e) 1
+ 3454341 —2¢3—3¢2+6t+3 In(t?+1)— 6arctgt kdet = V/x +124)\/z—2 2 In (\/——l-\/l—i—:c) 25)
1 m)Q\/l —:102 26) ””2+ +4In 1"”‘ ‘2+ 27) 2+4t %lnm, kde t = :C+\/:102+:C+ 28) sinz — Zsin® z +

Ccos & cos T 3tg 5+1 —cosz
%sm a 29) —tcosda — Ecos6:z: 30) 4In UmcondCoegne)” 51y Larcrg 2E2EL 39) __—eo o 33) 345

2t3 + 3t, kde t =V/1 + Va2 2 34) konverguje 35) diverguje 36) konverguje pro k < —1, diverguje pro k > —1 37)
29 10-81 38) T2 39) mab 40) 2a®41) £ 42) 2 7@ ‘b 1 43) ma® 4y) % (34 4v2) 45) a* 46) £ (10v/10 — 1)
47) Intg (T + —) 48) 8a 49) M 50) 3”—“ 51) |al (m/l T 4r? +1m/27r +V1 +47r2) 52) 2abe 53) Smabe 54)

2, &7 55) $=mab?, SEma’b 56) Lra? 57) 0.6941, chyba< 0.003, pfesna hodnota 0.6932
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Kapitola 4

Nekonecné rady

4.1 Pojem rady a jejiho souctu

4.1.1 Definice

Necht {a,}52; je posloupnost realnych ¢isel. Polozme

s1 = a1,
S = a1 +az,
s3 = a1 +az+ag,
Sp = a1t+ax+---+an.
o0
Posloupnost {s,}72, se nazyva posloupnost éistecnijch soucti nekonecné fady > an.
n=1
o0 o0
Poznamka: Budeme uvazovat i nekoneéné fady tvaru Y an, >, an a p.
=0 —k
. n n
Prvky posloupnosti {a,}5° ; se nazyvaji cleny fady > an.
n=1
4.1.2 Definice
o0
Bud > a, nekonetna fada a {s,}52, posloupnost jejich ¢asteénych soudtu.
=1
" o0
Jestlize existuje vlastni limita lim s,, = s, fekneme, Ze rada Y a, konverguje, ¢islo s nazyvame jejim souctem
n=1

o]
a piSeme s = Y ay,.
n=1

o0
Neexistuje-li vlastni limita lim s,,, fekneme, ze fada Y. a, diverguje. Je-li pfitom lims, = +oo, Fekneme, Ze
n=1

o0 o0
rada " ay urdité diverguje, neexistuje-li ani nevlastni lim s, fekneme, ze fada > a, osciluje.

n=1 n=1

4.1.3 Priklad — Geometricka rada
Y ag" ! =a+ag+ag’ +ag’ + -
n=1

@leny fady: a, = ag™ !

Céstetné soucty: s, = a1 +as+---+ap, =a+aqg+- - +aqg" t=a(l+q+--+q¢" 1)
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Plati:

sne1 = a(l+q+-+¢" ' +q") = atagl+qg+-+¢"") = a+gsn
Sn4+1 = Qnp+41 + Sp = an + Sn
Odtud
aq" + s, = a+qsy
sn(l—q) a(l —q")
1—-q"
Sn = a
l—gq

Je-li |¢] < 1, pak lim ¢" = 0; je-li ¢ > 1, pak lim ¢" = oo; je-li ¢ < —1, pak neexistuje vlastni ani nevlastni limita
posloupnosti {¢g"}22 ;; je-li ¢ = 1, nema piedchozi vyjadieni smysl a je s, = na.
o0

Celkem: Geometricka ¥ada Y. ag™ ! konverguje pro |g| < 1 a ma soucet
n=1

, uréité diverguje pro ¢ > 1 a

osciluje pro ¢ < —1.

4.1.4 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

. 00
Rada ) a, konverguje pravé tehdy, kdyZ ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro viechna n > ng a
n=1

m € N plati |ap+1 4+ @ng2 + -+ + Gnpm| < €.

D.: Plyne bezprostiedné z 1.3.22. J

4.1.5 Véta (nutna podminka konvergence)

o0
Jestlize fada > a, konverguje, pak lima,, = 0.
n=1

D.: Necht Y a, =lims, = s. Pak lima,, = lim(s, — $,—1) =lims, —lims, 1 =s—s=0. O

n=1
o0
Poznamka: Tato podminka neni postacujici — lim% =0ale ) % urc¢ité diverguje do +oc0. Viz 1.1.2.1.
n=1

4.1.6 Definice

) - [eS)
Bud'te Y a, nekonefna fada, n € N libovolné pevné zvolené. Rada R,, = 3 anik = Gpy1+anio+anpz+- -
n=1 k=1

o0 o0
(utvorena vynechanim prvnich n ¢lenii fady > a,) se nazyva n-ty zbytek fady > a,.
n=1 n=1

4.1.7 Véta

o0
Konverguje-li fada Y a,, konverguje i kazdy jeji zbytek a plati lim R,, = 0.

n=1

o0
Konverguje-li alespon jeden zbytek fady Y. a,, konverguje i tato rada.
n=1

o0
D.: Necht Y a, konverguje. Oznacme {0} ; posloupnost asteénych soucti zbytku R,,. Je o = Sptk — Sn-
n=1
Posloupnost {sn4%}5>, konverguje a tedy podle 1.3.6.4 konverguje i {0} }7° ;.
Dale lim R, = lim (lim o) = lim ( lim (spq% — 8p)) = lim (s —s,) =s—s=0.
n—00 n—00 k—oo n—00 k—oo n—00
o0 n
Konverguje-li R,,, je R, € Ratedy > ar = Y, ar + Ry, coz jakozto soucet dvou redlnych ¢isel je realné
k=1 k=1
¢islo. [
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4.1.8 Véta (asociativni zakon)

oo

Necht fada ) a, konverguje a necht {n;}7°, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Ozna¢me ny = 0 a
n=1

poloZzme

b = Onj_y4+1 T Qny_y 42 T -+ Any,

Pak fada Z by konverguje a plati Z by, = Z -
k=1 k=1 n=1

D.: Posloupnost ¢asteénych soucti fady Z bi, je vybrana z posloupnosti ¢aste¢nych souctu rady Z G
k=1 n=1

CL1+CL2+CL3+"':
= (a1 4 a2+ 4 an,) + (@ny 41+ nyr2 - A any) o (A 41 F o2+ any) o=
=by+by+---+bp+---
Tvrzeni nyni plyne z 1.3.14. [J

Poznamka: Predpoklad o konvergenci fady E an je podstatny:
1-1+1—-1+1—-1+--- osciluje, posloupnost castecnych souctu je 1,0,1,0,1,0,.

(1—1)+(1—1)+(1—1)+ +=04+04+0+---=0

1+(—1+1)+(—1+1)+(—1+1)+---:1+0+0+0+---=1

Radal—14+1—1+1—14---= 5 (=1)""! se nazyva Grandiho.
n=1

4.1.9 Véta (distributivni zakon)

o0 o0
Necht fada > a, konverguje a necht ¢ € R je libovolné &islo. Pak konverguje i fada > ca, a plati

n=1 n=1

g can—cg Ay, -

n=1
o0
D.: Oznacme s, Castecné soucty fady > an,
n=1
o0
s, Castefné soucty fady . cap,.

n=1

Pak s/, = ca; +cas+ -+ cap, = clay + az+ -+ + ap) = ¢sy,. Tvrzeni nyni plyne z poznamky za 1.3.6. O

Poznamka: Komutativni zakon obecné neplati.

4.1.10 Véta
Konverguji-li fady > an, >, bn, pak konverguje i fada Y (a, + b,,) a plati
n=1 n=1 n=1

i(an—l—bn) = ian—l—ibn.
n=1 n=1 n=1

[o ]
D.: Oznacme s, Casteéné soucty fady . ap
no:ol
s;, Castefné soucty fady . by,
’n,O:ol
Sy ¢astecné soucty fady > (an + by).
n=1
Pak S, = (a1 +b1) + (ag +b2) + -+ (an +bp) = (a1 +az+ - +an) + (br +ba+ -+ by) = 5, + 57,.
Tvrzeni nyni plyne z 1.3.6.2 [J
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4.1.11 Véta

o0
Necht fady > al,

n=1

e

oo
aZ,..., Y aF konverguji a necht ¢y, ca,..., ci jsou realna &isla. Pak fada
n=1

o0
> (cra} + caa2 + - - - + cxak) konverguje a plati
n=1

M8

oo o0 oo
1 2 k 1 2 k
(clan—l—cQan—i--u—l—ckan):clg an—i-cQg an+-~-+ck§ ay .
n=1 n=1 n=1

3
Il
-

neboli

00 k 00
g g Cmay' = g Cm g ay’.
n=1m=1 m

n=1

—

D.: Uplnou indukei z 4.1.9 a 4.1.10. O

Poznamka: Zejména pro ¢; = co = --- = ¢, = 1 dostaneme

o0 k 9]

mo__ m
DD =)D A
n=1m=1

n=1
Symbol k v posledni formuli nelze nahradit symbolem co.

)=

3
&

4.1.12 Véta (Cauchyova o aritmetickych pramérech)

) . PR . apta+---+a
Necht {a,}52; je posloupnost takova, ze lim a, = a € R*. Pak lim ! 2 " —a.
n—00 n—00 n

D.: Oznac¢me b, = a1+a2+~-~+an.

n
Pripustme limsup b,, > lim a,. Zvolme ¢isla a, 5 € R tak, ze
n— oo n—0o0

lim a, < a < <limsupb, .

n—00 n—00

Existuje ny € N, Ze pro kazdé n > ny je a, < a. Pro n > n; tedy plati

ar+ax+---+an ar+az+ -+ an, | Gni41 +0ni42 + -+ ap
b, = = + <
n n n
a1+ as+ -+ ap, +o¢(n—n1)
n n '

Pro n — oo konverguje prava strana této nerovnosti k a. To znamen4, Ze existuje no € N takové, ze pro
n > ng je b, < a < . Odtud plyne, ze limsup b, < (3, coz je spor.

n—oo
Plati tedy limsup b, < lim a,.
n—o0 n—00
Analogicky ukdzeme, Ze lim a, < liminfb,.
n—oo n—oo
Celkem tedy je lim a, <liminfb, <limsupb, < lim a,, z ¢ehoZ vyplyne tvrzeni. [
n—oo n—oo n—oo n—oo

4.1.13 Poznamka o sumaci divergentnich rad

Oscilujicim fadam jsme dosud nepfirazovali zadny symbol jako jejich soucet. Nékdy je ale uzitec¢né i takovym
rfadam néjaky ,,soucet” prifadit. Takova zobecnéna sumace musi spliiovat jisté prirozené podminky:

(i) Je-li >~ a, = a ve smyslu definice 4.1.2, musi byt > a,, = a v zobecnéném smyslu.
(i) Je-li Y a, = a, > b, = b v zobecnéném smyslu a «, B jsou realna ¢isla, pak > (aa, + fb,) = aa + Bb

v zobecnéném smyslu.
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Sumace, ktera splije (i) a (ii), se nazyva reguldrnd.
o0
Cesarova [1859 — 1906] metoda (metoda aritmetickych praméri): Necht > a, je fada a {s,}22
n=1

S S PR S
posloupnost jejich ¢asteé¢nych souctu. Jestlize plati lim 1ot ¥ on
n—oo n

= a, pak klademe Y a, =a v Ce-
n=1

sarové smyslu.
Z 4.1.12 plyne, ze Cesarova sumace je regulérni.

4.2 Rady s nezapornymi ¢leny

> an, a, >0 pro kazdé n € N.

n=1

4.2.1 Véta

o 0

Rada ) s nezapornymi ¢leny bud konverguje nebo urcité diverguje k +oo. Konverguje pravé tehdy, kdyz
n=1

posloupnost jejich ¢aste¢nych souctt je ohranicena.

D.: sp4+1 = Sy + apy1 > s,. Posloupnost casteénych souétt je neklesajici a tvrzeni plyne z 1.3.4, 1.3.9 a
1.3.12.5. 0

Poznamka: Vsechna néasledujici tvrzeni mohou byt formulovana se zménénymi pfedpoklady. Misto ,,pro
kazdé n € N“ lze psat ,existuje ng € N, Ze pro v8echna n > ng“. (Sr. 4.1.7)

4.2.2 Véta (Integralni Cauchyovo - Maclaurinovo kriterium)
Necht f je funkce definovana na [1, 00), ktera je zde nezaporné a nerostouci. Necht f(n) = a,, pro kazdé n € N

o0 o0
Pak fada ) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral f f(z)dax.
n=1 1

D.: Ponévadz je f na [1,00) monotonni, je podle 3.2.11 integrabilni na [1,b] pro kazdé b > 1.
Ozna¢me J,, = [ f(z)daz.
1
Pro kazdé x € [i,i + 1], i € Nplati a; = f(i) > f(zx) > f(i + 1) = ai+1 a tedy

i+1 it+1 it+1
a; = /aidx > /f(x)d:v > /ai+1d:v =it -
Sec¢tenim téchto nerovnosti proi =1,2,...,n — 1 dostaneme

a1+a2+"'+an—1:sn—lz/f(x)dw:Jn2a2+a3+"'+an:Sn_alu
1

neboli
Sn — a1 SJn Ssnfl-
Necht [ f(z)dz konverguje. Pak podle 1.6.4 konverguje posloupnost {.J,,} a tedy podle 1.3.4 je ohrani¢ena.
1

Existuje K € R, ze J,, < K pro kazdé n € N. Celkem s,, < K + a, je shora ohrani¢ena a neklesajici, tedy
konvergentni (podle 1.3.9) a podle 4.2.1 je i > a, konvergentni.

n=1

00 t
Necht [ f(z)dz diverguje. Ponévadz f je nezaporna, je funkce F(t) = [ f(x)dz neklesajici a tedy
1 1

f(x)dx = oo. Odtud lim J,, = oo a také podle poznamky za 1.3.11 lim s,,—; = lim s,, = co. [
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4.2.3 Priklad
v L
n=1 nt
konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1. (Viz 3.5.2.)

4.2.4 Véta (prvni srovnavaci kriterium)

o0 o0
Necht > a,, Y. b, jsou Fady s nezapornymi ¢leny a necht pro vSechna n € N plati a,, < b,. Pak plati:

n=1 n=1

o0 o0 oo o0
Konverguje-li fada Y by, konverguje i fada Y a,; diverguje-li fada Y a,, diverguje i fada Y by,.
n=1 n=1 n=1 n=1

(oo}
D.: Oznacme s, ¢asteéné soucty fady . ap,
n=1

o0
sl Gastecné soulty rady > by.
n=1
Pak s, =a1+as+ -+ a, <by+ba+---+b, =5,
Je-li lim s, = b < oo, pak pro viechna n € N plati s,, < s}, < b, nebot posloupnost {s),}72, je neklesajici.
Posloupnost {s,}22 ; je také neklesajici a je shora ohrani¢ena, coz podle 1.3.9 znamena, Ze je konvergentni.
Je-li lim s,, = 00, je podle poznamky za 1.3.11 také lim s, = co. O

4.2.5 Definice

o0 o0 o0
Budte Y a, a > b, Fady s nezédpornymi cleny. Je-li a,, < b, pro viechna n € N, nazyva se fada > b,
n=1 n=1 n=1

[ee] [ee] o0
magjorantou Yady > an, fada > a, se nazyva minorantou fady > b,.
n=1 n=1 n=1

Vétu 4.2.4 lze preformulovat: S konvergentni fadou s nezapornymi ¢leny konverguje i kazda jeji minoranta,
s divergentni fadou s nezdpornymi ¢leny diverguje i kazda jeji majoranta.

4.2.6 Véta (limitni srovnavaci kriterium)

o0 o0
Necht Y a, je fada s nezapornymi, > b, fada s kladnymi ¢leny a necht existuje lim In _ ¢ e R*. Pak plati:
n=1 - n=1 - n
Je-li ¢ < 0o afada Y b, konverguje, pak konverguje i fada > a,.
n=1 n=1

Je-li ¢ > 0 atada > b, diverguje, pak diverguje i fada > ay.

n=1 n=1

%) oo
D.: Necht ¢ < oo a fada Y b, konverguje. Posloupnost {Z—n} je podle 1.3.4 ohranicena, existuje tedy

n=1 n ) n=1

K € R, ze pro vSechna n € N je Z—n < K, neboli a,, < Kb,. Rada > Kb, je podle 4.1.9 konvergentni,
n n=1
takze podle 4.2.4 je konvergentni i fada > ay.

n=1

o0
Necht ¢ > 0 a fada > a, diverguje. K € € (0,¢) > 0 existuje ng € N takové, Ze pro v8echna n > ng je

n=1
an > ¢ — ¢ > 0. Polozme k = min ﬂ,%,...,%,c—a . Pak pro vSechna n € N je dn > k, neboli
by, b1’ bs bno by,
an > kb,. Kdyby fada > b, konvergovala, pak by podle 4.1.9 a 4.2.4 konvergovala i fada »_ a, coZ by
n=1 n=1
byl spor. [
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Disledek: Budte > a, a Y, b, Fady s kladnymi ¢leny. Jestlize existuje lim Z—" € (0,00), pak fady > ap,
n=1

n=1 n=1 n

o0
> by, soucasné konverguji nebo diverguji.

n=1
4.2.7 Véta (odmocninové (Cauchyovo) kriterium)

o0
Necht > ay, je fada s nezapornymi ¢leny. Existuje-li takové ¢ € [0,1), Ze pro v8echna n € N plati /a, < ¢,

n=1

o0 o0
pak fada > a, konverguje. Plati-li pro nekone¢né mnoho indexti n nerovnost /a, > 1, pak fada > a, urcité
n=1 n=1
diverguje.

D.: Jeli ¢/a, <gq, pak a, < q" a prvni tvrzeni plyne z 4.2.4 a 4.1.3.
Je-li ¢/a,, > 1 pro nekoneéné mnoho indext n, pak a,, > 1 pro nekoneéné mnoho indext n a nemize byt
lima,, = 0. Druhé tvrzeni tedy plyne z 4.1.5 a 4.2.1. I

4.2.8 Véta (limitni odmocninové kriterium)

o0
Necht Y a, je Fada s nezapornymi ¢leny a necht existuje lim {/a, = ¢ € R*.
n=1

o0 o0
Je-li ¢ < 1, pak fada Y a, konverguje, je-li ¢ > 1, pak fada ) a, urcité diverguje.

n=1 n=1
D.: Necht ¢ < 1abud e € (0,1 — ¢). Pak existuje ng € N, Ze pro v8echna n > ng je /a, < c+e < 1. Prvni
tvrzeni plyne z 4.2.7 a 4.1.7.

Necht ¢ > 1 a bud ¢ € (0,c — 1). Pak existuje ng € N, Ze pro viechna n > ng je {/a, > ¢ —e > 1. Druhé
tvrzeni plyne z 4.2.7. [J

4.2.9 Véta (druhé srovnavaci kriterium)

o0 o0
b
Budte Y a, a Y, b, fady s kladnymi ¢leny a necht pro viechna n € N je dntl < Z—'H Pak plati:

n=1 n=1 QAp n

o0 o0 o0 o0
Konverguje-li fada Y b,, konverguje i fada Y a,; diverguje-li fada Y a,, diverguje i fada Y b,.
n=1 n=1 n=1

n=1
D:o<® g @ b g A b
a1 b1 ag by Gn—1 bn—1 b
Vynasobenim téchto nerovnosti dostaneme 0 < an < b—n, neboli a,, < %bn.
aiq 1 1
o0 o0
Konverguje-li fada > b,, konverguje podle 4.1.9 i fada %bn a tedy podle 4.2.4 konverguje fada
n=1 n=1 Y1

o0
> an.
n=1

(o] o0
Necht fada > a, diverguje. Kdyby fada > b, konvergovala, pak by podle jiz dokdzané ¢asti véty fada

n=1 n=1

> a, konvergovala a to by byl spor. [J

n=1

4.2.10 Véta (podilové (d’Alembertovo [1717 — 1783]) kriterium)

o0
Necht > a, je fada s kladnymi ¢leny. Existuje-li takové ¢ € [0,1), Ze pro v8echna n € N plati nerovnost
n=1

a x a 00
ntl < q, pak fada > a, konverguje. Plati-li pro v8echna n € N nerovnost ntlo> 1, pak fada Y a,
Qn n=1 Qn n=1

diverguje
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Uil qn+1
D.: —— <g¢=-—— aprvni tvrzeni plyne z 4.2.9 a 4.1.3.

an

a
Jeli 2L > 1, pak an41 > an, posloupnost {a,}>2 ; je kladna a neklesajici, nemuze tedy byt lima,, = 0.

a
Druhé tvrzeni plyne z 4.1.5. I

4.2.11 Véta (limitni podilové kriterium)

Anp41

o0
Necht Y a, je fada s kladnymi ¢leny a necht existuje lim =c e R*.

n=1 Qnp

o0 o0
Je-li ¢ < 1, pak fada Y a, konverguje, je-li ¢ > 1, pak fada _ a, urcité diverguje.

n=1 n=1

Ap41

D.: Necht ¢ <1 abud ¢ € (0,1 — ¢). Pak existuje ng € N, Ze pro v8echna n > ng je <c+e¢e < 1. Prvni

n

tvrzeni plyne z 4.2.10 a 4.1.7.

a
Necht ¢ > 1 a bud € € (0,¢ — 1). Pak existuje ng € N, Ze pro vSechna n > ng je ntl

> ¢ — ¢, tedy

n
ant1 > (¢ —€)an > an, posloupnost {a,}22; je kladna a rostouci, nemiize tedy byt lima, = 0. Druhé
tvrzeni plyne z 4.1.5. J

4.2.12 Lemma

Bud {a,} posloupnost kladnych &isel. Jestlize lim Gnt1

n—00 (U

=a € R*, pak lim {/a, = a.
n—oo

e ST . an+1
D.: Ukazeme, ze limsup /a,, < lim oy

n— 00 n—=00  (p
Je-li a = 00, je tvrzeni trivialni.

a
Necht a < oo a zvolme b € R, b > a. Existuje ng € N, Ze pro n > ng je ntl

< b. Tedy

n

a a
Snotl p, ZmetZ <b,
Ang Ang+1 an—1
z ¢ehoz vynasobenim dostaneme
dn < o,
g
Odtud
Van < Yap, b O
Ze spojitosti exponencialni funkce plyne
lim b n = lim b'" " =b.

n—r00 n—r00

Dale
3 n N H % Inan, _
Jim, iy = fim e# =1.
Celkem tedy limsup /a, <b.
n—oo
Ponévadz b > a bylo libovolné, je limsup /a,, < a.
n—oo
An41

. . Cnf e > T
Analogicky ukazeme hnrg 1Oréf Ya, > lim

n—0oo  (p

= 7 < limi n <l n < a.
a, takze celkem a < hnni}o%f va, < limsup /a, <a.O

n—roo

Z lemma plyne: pokud lze dokadzat konvergenci fady s nezapornymi ¢leny pomoci podilového kriteria, pak ji
lze dokazat i pomoci kriteria odmocninového. Podilové kriterium tedy neni silnéjsi, nez odmocninové.
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4.2.13 Dalsi kriteria konvergence

Bud > a, rada s kladnymi ¢leny.

n=1

1. Logaritmické kriterium:

Ina,
Necht existuje lim 1_a = c¢. Je-li ¢ < —1, pak fada Z an konverguje, je-li ¢ > —1, pak fada Z G
nn

n=1 n=1
diverguje.

2. Raabeovo kriterium:

Necht existuje limn

- 1) =c. Je-li ¢ > 1, pak fada Y a, konverguje, je-li ¢ < 1, pak fada > a,

An41 n=1 n=1

diverguje.

3. Gaussovo [1777 — 1855] kriterium:
Necht existuje € > 0 a ohranifena posloupnost {0,,}72, takové ze

an O,
Atk et

Anp41

Je-li A > 1, pak fada ) a, konverguje.

n=1

Je-li A < 1, pak fada > a, diverguje.

n=1

Je-liA=1apu>1, pak fada > a, konverguje.

n=1

Je-li A =1apu <1, pak fada ) a, diverguje.
n=1

4.3 Rady absolutné a neabsolutné konvergentni
4.3.1 Véta

[ee] [ee]
Bud {a,}2°; posloupnost. Jestlize konverguje fada > |a,|, pak konverguje i fada > ay.

n=1 n=1

D.: Necht Z |a,| konverguje a bud e > 0 libovolné.

Podle 4 1 4 ex1stuje no € N takové, ze pro kazdé m € N a n > ng plati

lan+1| + lant2| + -+ lantml | = lant1] + |ant2| + - + [antm| < € a tedy

lant1 + ansa+ -+ anpm| < lans1| + |ans2] +- -+ |an+m| < g, coz podle 4.1.4 znamena, Ze
o0

> an konverguje. O

n=1

4.3.2 Definice

o0
Bud {a,}>, posloupnost. Rekneme, ze Fada E an konverguje absolutné, jestlize konverguje fada Y |a,|.
n=1 n=1

~ oo 00
Rekneme, 7e fada Y. a, konverguje neabsolutné (relativné), jestlize konverguje, avak fada Y. |a,| urcité di-

. n=1 n=1
verguje.

4.3.3 Poznamky

1. Jestlize konverguje fada s nezapornymi (nekladnymi) ¢leny, pak konverguje absolutné.

o0

2. Ponévadz fada Y |a,| ma nezaporné ¢leny, plati pro absolutni konvergenci analogicka kriteria jako v 4.2.
n=1
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o0
3. Konverguje-lifada Y a, neabsolutné, pak ma podle 4.1.7 nekone¢né mnoho kladnych a nekone¢né mnoho
n=1
zapornych ¢leni.

4.3.4 Véta

18

o0
Jestlize fada > a, konverguje absolutng, pak
n=1

< |an|-

o0
E Qn
n=1

n=1

oo oo
D.: Oznac¢me s, posloupnost ¢aste¢nych soucti fady Y a, a S, posloupnost ¢aste¢nych soucti fady Y |an]|.
n=1 n=1
Pak |s,| = |a1 + a2 + -+ an| < |ar| + |az| + -+ + |an]| = S,. Podle 1.3.6.1 a 1.3.5.1 je
o0 o0
‘Z an‘ = = lim |s,| < lim S, = lay|. O

lim s,
n— 00

4.3.5 Véta

oo o0
Jestlize fada Y a, konverguje absolutné a {c,}52 ; je ohrani¢ené posloupnost, pak fada > c¢,a, konverguje
n=1 n=1
absolutné.
D.: Existuje k € R, Ze |c,| < k pro kazdé n € N. Bud € > 0 libovolné. Podle 4.1.4 existuje ng € N takové, ze
~ 7 ~ - z E -
pro kazdé n > ng a kazdé m € N plati |any1| + |ant2| + - + |anim| < 7 Tedy také
lent1an+1] + |cnr2anta] + -+ [Cnpm@nim| = |entil |ant1| + lenyal [ante] + - + |entm] [antm| <

€
< klant1] + klante| + -+ klansm| = k(|ant1] + |ans2| + -+ [angm]) < kE =&,

a tedy podle 4.1.4 fada Y ¢pa, konverguje. O

n=1

4.3.6 Definice

. 00
Rada ) ay, se nazyva alternujici, jestlize plati anan+1 < 0 pro kazdé n € N. (T.j. ¢leny rady st¥idaji znaménka.)
n=1

Je-li {a,}5°, posloupnost kladnych &isel, pak jsou fady > (=1)""'a, a Y (—1)"a, alternujici.
n=1 n=1

4.3.7 Véta (Leibnizovo [1646 — 1716] kriterium)

o0
Necht {a,}5°; je nerostouci posloupnost kladnych ¢isel. Alternujici fada Y (—1)"'a,, konverguje pravée tehdy,
n=1
kdyz lim a, = 0.
n—oo

D.: Nutnost plyne z 4.1.5.
Necht lim a, = 0.
n—oo

Ponévad? {a,} je nerostouci posloupnost kladnych &isel, pro kazdé k € N plati ar, — ag+1 > 0.
Pro vSechna n € N a kazdé m € N sudé plati

0 < (anJrl - an+2) + (an+3 - an+4) +-+ (anerfl - aner) -
= Qn+41 — (an+2 - an+3) — = (an+m—2 - an-l—m—l) — Qp+4+m S

< An+1 ,

a pro vSechna n € N a kazdé m € N liché plati

0 S (anJrl - an+2) + (an+3 - an+4) + -+ (anerfQ - anerfl) + Apn+m =
= Gp41 — (an+2 - an+3) - (an+4 - an+5) - (an—i-m—l - an—i—m) <
< Ap41 -
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Tedy pro vSechna n,m € N plati
0 < Qp41 — An4-2 + Gp43 — An44 +--- 4+ (_1)m_1an+m < Ap+1 -

Bud e > 0 libovolné. Ponévadz lim a, = 0, existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati a, < e.
n—oo
Pro libovolné n > ng a kazdé m € N tedy plati

[(=1)"an+1 + (_1)n+1an+2 +oe (_1)n+m71an+m| =

= [(=1)"|ant1 = @ny2 + anys — anpa+ -+ (1) angm| =

—1
= Qp41 — Opt2 T A3 — Apig + - + (_1)m Ap4+m < an+1 < €,

(oo}

coz podle 4.1.4 znamena, 7e fada > (—1)""'a, konverguje. [J
n=1
4.3.8 Priklad
. e Vi .
Leibnizova fada Y konverguje.
n=1
> 1
Ponévadz podle 1.1.2.1 fada Y, — diverguje, konverguje Leibnizova fada neabsolutné.
n=1"N

4.3.9 Poznamka

Piedpoklad, ze {a,}52 je nerostouci posloupnost, nelze v 4.3.7 vynechat.
Napriklad rada

i(—mnw 3 1,3 1 3 1.3
o n 2 3 4 5 6 2n+1 " 2n+2

diverguje. Kdyby tato fada konvergovala, pak by podle 4.1.8 konvergovala také fada

L2 (i) () N T O O I NP L S
2 3 4 5 6 41 2n+2 2712 30 an? + 6n + 2 ’
avsak podle 4.2.6 fada > % diverguje, nebot
n=0
An+1 2
. An?46ni2 s dn* +n .
s oy s B

n

a harmonicka rada % podle 4.2.3 diverguje.

n=1

4.3.10 Dalsi kriteria neabsolutni konvergence

1. Dirichletovo [1805 — 1859] kriterium

Necht {c,}52, je nerostouci posloupnost nezapornych ¢sel s lim ¢, = 0 a necht posloupnost ¢astecnych
n—oo

o0 o0
souctt fady > a, je ohranicena. Pak fada ) c¢,a, konverguje.
n=1 n=1

2. Abelovo [1802 — 1829] kriterium
Necht fada > a, konverguje a {c,}52; je monotonni ohrani¢ena posloupnost. Pak fada Y ¢,a, kon-

. n=1 n=1
verguje.
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4.3.11 Definice

Necht {)\,}52 je permutace mnoziny N (posloupnost piirozenych &isel takova, ze kazdé ¢islo se v ni vyskytuje

%) ] 0 ~
pravé jednou) a necht ) a, je nekonetna rfada. Pak fada > a,, se nazyva prefazenim Fady > a,. (Rada

n=1 n=1 n=1
[ee] [ee]
> an, vznikla z fady Y a, prefazenim.)
n=1 n=1

Napriklad: a1 +as +as +aq + - -
as +ay+aqg+a3+ag+as+---
ay+az+az+as+ar+ag+ag+ap +ag+ -

4.3.12 Definice

o =] 00

Rekneme, Ze pro konvergentni fadu Y. a, plati komutativni zdkon, jestlize kazda fada Y. ay, vznikla z této
n=1 n=1

fady prefazenim konverguje a ma tyz soucet.

Rada, pro niz plati komutativni zédkon, se nazyva bezpodminecné konvergentni, fada, pro niz neplati komutativni
zékon, se nazyva podminené konvergentni.

4.3.13 Véta

o0

Pro absolutné konvergentni fadu Y, a, plati komutativni zakon, t.j. absolutné konvergentni rada je bezpodmi-
n=1

ne¢né konvergentni.

D.: Necht Y |a,| konverguje a bud ¢ > 0 libovolné.
n=1

Podle 4.1.4 existuje r € N takové, Ze pro kazdé n > r, m € N plati |ap11| + |anto| + -+ + |angm| < €.

Cisla 1,2,...,7 se vyskytuji v permutaci {\,}22; mnoziny N. Ponévadz jich je konetné mnoho, existuje

teN, ze {1,2,...,7} T {\} ;.

Pro libovolné n >t a k € N plati |ax,,, | + [ax, o] + -+ |axn, .| < larsa] + |arg2| + - + [arsm], kde

r 4+ m je nejvetsi z indexd Apy1, Apt2, ..., Aptr. Tedy ’a,\Hl} + }aAnH} + -4 ’aAHk} < e apodle4.1.4
[o ]

fada Y ay, konverguje absolutné.
n=1

o0 o0

Oznafme s, Castecné soucty fady > a, a S, ¢astecné soucty fady Y. ay,. Pro n > max{r,t} plati
n=1 n=1

|sn = Snl =la1 +az+ - +ar+arp1+ a2+ +an—(an, +an, - tay,)| <

<larsa] + |arra] + -+ +larpm| <,

tedy lim (s, —Sp) =0, coZ znamena lim s, = lim S,,. O
n— 00 n— o0 n— o0

4.3.14 Lemma

o0

Necht > a, je neabsolutné konvergentni fada. Pak fada sestavena z jejich kladnych (resp. zapornych) ¢lent je
n=1

urcité divergentni k +oo (resp. k —o0).

D.: Necht 3" p, je fada s kladnymi ¢leny sestavena z kladnych ¢lent fady > an a > (—¢n) je Fada s kladnymi

n=1 n=1 n=1

o0
Cleny sestavena ze zapornych ¢lent fady > ay.
=1
o n
Oznac¢me s,, Gastecné soudty fady > an,
no:ol -
s castecné soucty fady Y. pn, s, Castecné soucty fady > (—qy).
n=1 n=1
Budte k, [ takova p¥irozena &isla, Ze s, = sz — s, . Pritom k +1=mn a pron — oo také k — oo, [ — 0.
Kdyby klim si €Ra llim s; € R, pak by |a1|+|az| + -+ |an| = s + 5,7, z ¢ehoz by vyplynulo, Ze fada
—00 —00
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o0
> an konverguje absolutné.

n=1

Kdyby klg{)lo sz =00 a llggo s; € R, pak by podle 1.3.12.2 a 1.3.4 platilo lli)rilo $p =00 atada Y. ap by

n=1
divergovala.
o0
Kdyby lim s; € R a lim s; oo, pak by platilo lim s, = —oco a fada ) a, by divergovala.
k— o0 l—o0 l—00

n=1
Podle 4.2.1 tedy je lim sz = lim s; = oc0. U
k— o0 l—o0

4.3.15 Véta (Riemann [1826 — 1866])

7 libovolné neabsolutné konvergentni fady lze vhodnym prefazenim obdrzet fadu konvergentni k libovolnému
predem danému ¢&islu, fadu urcité divergentni nebo fadu oscilujici.

D.:

o0
Necht > a, je neabsolutné konvergentni fada a necht {p,}>2; je posloupnost jejich kladnych ¢lent,
n=1

o0 o0
{—=qn}22 je posloupnost jejich zapornnych ¢lenti. Podle 4.3.14 jsou fady > pn, Y. qn urcité divergentni

n=1  n=1
k 4o00.
Bud a € R libovolné. Bud n; € N nejmensi ¢&islo s vlastnosti
pr+p2+--+pn, >a.
Bud mj € N nejmensi ¢islo s vlastnosti
Pr+p2t-F P — @1 —q2 == Gy <A
Déle bud ns > ny nejmensi &slo s vlastnosti
Pr+p2+- Tt Py — Q= G2~ = Gmy T Pnitl T Pnp2 0+ Py >4
a mg > m1 nejmensi ¢islo s vlastnosti
Pr+p2+- o+ Pny = =G == Gmy TPl T P2+ oy — @il — Gmit2 = Gme < O

Atd.
o0

Vysledkem je jista fada vznikla prefazenim fady Y. a,. Necht {s,}22, je jeji posloupnost ¢astecnych
n=1

souctu.
Je-li s, > a, pak s, — a <posledni kladny ¢len.
Je-li s, < a, pak s, —a >posledni zaporny ¢len.
Tedy q; < s, —a < pi, pro vhodné k, [.

o0

Ponévadz ) a, konverguje, je podle 4.1.5 lim ¢ = lim p; =0 a tedy lim s, = a.
n=1 =00 k— 00 n—00

o0
Dale ukazeme, 7ze fadu > a, lze prefadit tak, aby vznikla fada divergovala k +oc.

n=1

Bud n; € N takové, ze
pr+p2t-+pn, >1.

Bud ns € N, ny > ny takoveé, ze
Pr+p2+ Py — @A Pnit1 FPpr2 o Ppy > 2.
Bud ns € N, ng > no takové, Ze
Prtp2t At Poy — @ Pyt T P2 T+ Pry = G2 T Prgtt F Pngt2 oo+ oy > 3.
Atd.

Vysledkem je fada urcité divergujici k +o0.
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oo
Analogicky lze ukazat, ze fadu . a, lze prefadit tak, aby vznikla fada divergovala k —oo.
n=1

o0
Nakonec fadu > a, prefadime tak, aby vysledkem byla fada oscilujici.

n=1

Bud n; € N takové, ze
pr+p2+-+pn, >1.

Bud m; € N takové, ze
Prtpat e G- g = Gy < -1

Bud ns € N, ny > ny takoveé, ze
Pr+pet P — @ —q == Gmy t Pyl T Pnr2t o Pay > 1.

Atd.
Vysledkem je oscilujici fada. [J

7 Riemannovy véty plyne, Ze neabsolutné konvergentni fada je podminéné konvergentni.

4.4 Dvojné rady

4.4.1 Definice

Zobrazeni f : N> — R se nazyva dvojnd posloupnost.

Zapis: f(m,n) = fun, 1€DO Gmn,y b, - -
{amn}ﬁn:l, stru¢né {a;,, }

Cisla apy, se nazyvaji cleny této posloupnost. Lze je uspofadat do schématu (nekoneéné matice):

ai1  aiz2 a3
21 a22 (23
azi1 azz2 ass

4.4.2 Poznamky

Snadno lIze definovat ohrani¢enost dvojné posloupnosti: Existuji konstanty &, K € R Ze pro vSechna m,n € N je
k< amn < K.

Nelze definovat monotonnost dvojné posloupnosti. Lze definovat monotonnost vzhledem k jednomu indexu:
{@mn}5y n=1 je monotonni vzhledem k druhému indexu, je-li posloupnost {am, };2; monotonni pro kazdé m € N.

4.4.3 Definice

Rekneme, 7e dvojné posloupnost {@mn )55 =1 mé limitu a € R, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuji &isla mg, ng € N
takova, ze pro kazda dvé m,n € N, m > mg, n > ng plati |am, — a| < e.

Piseme lim am, = a, limay,, = a, amn — a.
m,n— 00

Ma-li posloupnost {a,,} limitu a € R, fekneme, Ze je konvergentni.

4.4.4 Poznamky

1. Analogicky lze definovat nevlastni limity dvojné posloupnosti.

2. Neékteré véty o limitach posloupnosti lze snadno pfenést na dvojné posloupnosti. Zejména 1.3.3, 1.3.5.1-3,
1.3.6 a 1.3.7.
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3. Konvergentni dvojna posloupnost nemusi byt ohrani¢ena.
1 2 3 4
11 1 1
Napiiklad 1 1 1 1 mé limitu 1 a neni ohranicena.

4.4.5 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

Dvojné posloupnost {a,, } konverguje pravé tehdy, kdyZz ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé
dvé dvojice (m,n), (p,q) € N? takové, Ze m > ng, n > ng, p > ng, ¢ > ng plati |amn — ape| < €.

: ,=* Trivialni (analogicky jako 1.3.22).

,<=* Polozme b,, = a,, (diagonalni posloupnost). {b,,}5°; je cauchyovska, existuje tedy lim b, = a € R.
n—oo
Uk

N

Zeme, Ze také lim  a,,, = a. Bud ¢ > 0 libovolné.

m,n—oo

€ . . . €
K 3 > 0 existuje n1 € N, Ze pro m > ny, n>ny, p>niy, ¢ > ng plati [amn — ape| < 3

5 €
K 3 > 0 existuje ny € N, Ze pro n > ngy plati |b, — a| < 3
Pro kazdé n > ng = max{ni,n2} plati

e ¢

|amn_a|:|amn_ann+bn_a|§ |amn_ann|+|bn_a|< §+§:E g

4.4.6 Definice

Bud {amn}5; =1 dvojnd posloupnost a polozme

m n
Smn :ZZQW- = Z Qjj -
i=1 j=1 i <m

j<n

o0
Dvojna posloupnost {sm,} se nazyva posloupnost éastecnijch soucti dvojné fady Y, Gmn = Y Gmn-
m,n=1

Rekneme, Ze dvojna fada Y am, konverguje a md soudet s, jestlize lim s, = s € R. Rekneme, Ze tato

m,n— 00
dvojna fada urc¢ité diverguje k co (k —00), jestlize lim Sy =00 ( Hm  8p = —00).
m,n—oo m,n— oo

4.4.7 Poznamky

Snadno lze dokéazat nasledujici tvrzeni:

OO
1. Nutna podminka konvergence dvojné fady . amn je  lim @y, = 0.
mon=1 m,n— 00

(amn = Smn — Sm—1n — Smn—1 1 Sm—1 nfl)

2. Cauchyovo - Bolzanovo kriterium:

o0
Dvojna fada > amy konverguje pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro
m,n=1

kazdé dvé dvojice (m,n), (p,q) € N? takové, Ze m > ng, n > ng plati

Z Qij < €.
n<i<n-+p
m<j<m-+gq
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3. Jestlize > amn=a€R, Y bun=0€R, c1,c2 € R, pak

m,n=1 m,n=1

0 0 00
Z (Clamn + C2bmn) =C1 E Amn + C2 E bmn
;=

m 1 m,n=1 m,n=1

o0
4. Necht apmy, > 0 pro vSechna m, n € N. Dvojna fada Y am, konverguje pravé tehdy, kdyz posloupnost
m,n=1
jejich ¢astecnych souctu je shora ohranicena.

o0
5. Necht pro v8echna m, n € N plati 0 < Gy < by Potom: konverguje-li fada Y. by, pak konverguje
=1
oo o0 oo e
ifada > amy; diverguje-li fada Y amn, pak diverguje i fada > .

m,n=1 m,n=1 m,n=1

o o0
6. Konverguje-li fada Y. |amn|, pak konverguje i fada > amn.
m,n=1 m,n=1

4.4.8 Definice

. 00 0
Rekneme, ze dvojna fada >  amn konverguje absolutné, jestlize konverguje dvojna fada > |amn]-
m,n=1 m,n=1

4.4.9 Véta (komutativni zdkon pro dvojné fady)

[o ]
Necht dvojna fada Y. @, konverguje absolutné a necht N2 = |J Ny je disjunktni rozklad mnoziny N? a
m,n=1 kel
necht kazda mnozina Ny je vyjadifena ve tvaru konecné nebo spocetné posloupnosti.

Je-li mnozina Nj nekone¢n4, pak fada Y. am, absolutné konverguje.

(m,n)ENy
o0
Oznacime-li > amn = 2k, pak plati > zp = > amy. Pritom je-li mnoZina I nekonecna, fada Y zj
(m,n)eNy kel m,n=1 kel
konverguje absolutné.
Naznak dikazu:
Mnozinu N? Ize vyjadfit jako prostou posloupnost {(m1,n1), (m2,n2), ..., (m;,n),. .. }.
oo o0

Oznacéime-li b; = am, n,, lze Fadu ) b; povazovat za piefazeni dvojné fady > amn.
=1 m,n=1

Podle 4.3.13 fada Y b; konverguje absolutné a plati bi= 3> amn.
=1 =1

m,n=1

l

o]
Ziejmé > |amn| < D) |amn| a tedy podle 4.4.7.4 fada > am, konverguje absolutné.

(m,n)€ENy m,n=1 (m,n)€ENy
~ (o]
Radu >z = > mn | lze povazovat za piefazeni fady . b;.
k k (m,n)€ENy =1

Podle 4.3.13 fada Y z;, konverguje absolutné a plati >z, = > b;.
k & 1

(Podrobny dikaz viz napt. Jarnik, Diferencialni pocet II, Vé&ta 39) O

4.4.10 Sumacni metody dvojnych rad

Konstrukce popsana v predchozi vété se nazyva sumacéni metoda dvojné fady. Aplikovat sumadni metodu na
dvojnou fadu > G,y znamenéa

— Mnozinu N? vyjadfit jako sjednoceni koneéné nebo spoéetné posloupnosti po dvou disjunktnich mnozin
Ni.

— Kazdou mnozinu N usporadat do koneéné nebo spocetné posloupnosti.
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— Utvofit soucty (fady) Y. amn = 2k
(m7n)6Nk

— Utvorit soucet (fadu) > zj.
k

Jestlize dvojna fada Y am,, konverguje absolutng, pak konverguje absolutné i kazda takto vytvorena fada a
plati Y amn = Y 2.

Nékteré vyznamné sumacni metody:

e Sumace po clvercich
Ny = {(17 1)}
Ny = {(2a 1)7 (2a 2)7 (L 2)}
N3 = {(3a 1)7 (3a 2)7 (3a 3)7 (2a 3)7 (L 3)}

Pak > amn = a11 + (a21 + a2z + a12) + (as1 + as2 + ags + azz + a13) + - - -

e Sumace po diagondldch
Ny = {(17 1)}
Ny = {(2a 1)7 (L 2)}
N3 = {(3a 1)7 (2a 2)7 (L 3)}

Pak > amn = a11 + (a21 + a12) + (as1 + a2 + a13) + -+

e Dvojndsobné Fady
Nk = {(ka 1)7 (ka 2)7 (ka 3)7 s } (k_ty fé“dek)

nebo
Ny = {(1 k), (2,k), (3,k), ...} (k-ty sloupec)
Pak Z U = Y (Z amn> nebo > Gpn = Y. (Z amn>
m,n=1 m=1 \n=1 m,n=1 n=1 \m=1

4.5 Soucin rad

4.5.1 Definice

oo o0 o
Budte Y an, Y. b, nekonecné rady. Jejich soucinem rozumime dvojnou fadu Y ¢mn, kde ¢pmp = amby,.
n=1 n=1 m,n=1

4.5.2 Véta

o0 o0
Necht fady > a, =a, Y. b, = bkonverguji absolutné. Pak jejich sou¢in > ¢, konverguje rovnéz absolutné
n=1 n=1 m,n=1

o0
aplati > cnn = ab.
m,n=1

D.: Oznacme s = |am|, t = |bnl,
pm Castetné soucty fady Y |am|, o Castetné soucty fady > |by|,
Pm Castetné soulty fady Y am, 0, Castetné soulty rady Y by,
Smn Castedné soucty dVOJne fady > [cmn| = D |ambnl-

Sm Z Z la;b;| = Z |a;] Z |bj] = pmon < st a podle 4.4.7.4 > |cmn| konverguje, tedy > cmn

1=17=1 =1
konverguje absolutné.
Na dvojnou fadu Y ¢y, 1ze aplikovat sumaci po ¢tvercich.
Dostaneme ) ¢y = c11 + (c21 + 22 + c12) + (€31 + €32 4+ €33 + c23 + €13) + - - -
Castetné soucty této rady jsou
s1=c11 = arby = p101
59 = c11+(ca1+c22+c12) = a1b1 +agby +azba +arbe = (a1 +az)bi + (a1 +az)b2 = (a1 +az) (b1 +b2) = p2d2
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Sn = PnOn O

Aplikaci néjaké sumacni metody dostaneme konkrétni tvary soucina rad.

Sumace po ¢tvercich = Dirichletiv soucin Tad

(Z an> <Z bn> = a1b1 + (a2bi + a2bs + a1b2) + (asbr + asbs + asbs + azbs + ai1bs) + - =
n=1 n=1
[e%s) n—1 n—1
= <an Z b; + anb, + b, Z al>
n=1 i=1 i=1

Sumace po diagonélach = Cauchyiv soucin 7ad

<Z an) (Z b”) = a1by + (a2b1 + a1b2) + (asbi + asbs + a1bs) +--- = Z Z a1bn kg1
n=1 n=1 n=1k=1
<Z ) (Z bn> T

n=0 n=0

n=0 k=0

4.5.3 Véta

[o ] o0 o0 o0
Necht > a, = a, > b, = b jsou konvergentni fady a necht > ¢, je jejich Dirichletiv soudin. Pak > ¢,

n=1 n=1 n=1 n=1

oo
konverguje a plati > ¢, = ab.

n=1

o0
D.: Oznalime-li p,, Castetné soucty rady > an,
n=1

o0
oy, Gastecné soucty fady > by,
n=1

o0
S, Gastedné soucty fady > cp,
n=1
pak analogicky jako v diukazu véty 4.5.2 ukdzeme, Ze s, = pnon,, z ¢ehoz podle 1.3.6.3 vyplyne
o0

lim s, = ab, tedy > ¢, =ab. O
n=1

n—oo

Poznamka: Pro Cauchyuv soucin podobné tvrzeni neplati:

(=" L & y
. Podle 4.3.7 rad Qp, b,, konverguji.

o0
Necht Y ¢, je jejich Cauchyiv soucin, tedy

n=0

PoloZzme a,, = b,, =

n 1 1 1 ST S
o = 1) (\/I\/n+1+\/§\/ﬁ+\/§\/n—1+ +s/n+1\/T>7

1 1 1 1
cn| = + + ot >
[enl ViveF+1 V2yn V3vn—1 Vn+ 11
1 1 1 1 n+1

+ + + 4+ = =1,
vVn+lvn+1l Vn+lvn+1 Vn+lyn+1 vn+1lyn+1 n+1

o0
takze nemuze platit lim ¢, = 0 a podle 4.1.5 fada Y ¢, nekonverguje.
n—oo n=0
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4.5.4 Véta (Mertens [1840 — 1927])
Necht fady > a, =a, Y. b, = b konverguji a alespon jedna z nich absolutné. Necht Y ¢, je jejich Cauchyiv
n=0 n=0 n=0

o0 o0
soucin. Pak " ¢, konverguje a plati ) ¢, = ab.
n=0 n=0

D.: Necht 3 a, konverguje absolutné a oznacme p,,, resp. o, resp. s, ¢astetné soucty rfady > a, resp. > by,
resp. »_ cp. Pak

lim p, = a,
n—00
lim o, = b,
n— o0
sp = apbo + (aob1 + aibo) + (aobs + a1by + azbg) + - - - + (aobp + a1bp—1 + -+ - + anby) =

= ao(bo+b1+--+bn)+ai(bo+br+-+bp1)+--+anby =

= ao0np +a10p—1+ -+ anoo

Oznaéme 3, = o, —b. Pak 0, = b+ (3, a ILm Bn = 0. Tedy

sp = ag(b+Bn) +ar(b+fn-1)+--+an(b+ o) = blag+ai+---+an)+aofn+aifn-1+-+anfo.

Ozna¢me wy,, = agfy, + a18n—1+ -+ anPo Pak s, = bp,, + w,. Nyni stadi ukazat, ze lim w, = 0, nebot
n— oo

lim bp, =0 lim p, = ab.
n—oo n—roo

Rada > |a,| konverguje, to znamend, Ze mé ohrani¢ené ¢astecné soucty, neboli existuje m € R, m > 0, ze

lag| + lar| 4+ -+ + |an] <m, n=0,1,2,...

oo

lim B, =0, to znamena, Ze posloupnost {3,}°2 , je ohranicena, neboli existuje k € R, k > 0, ze

n—oo

1Bnl <k, mn=0,1,2,...

Bud ¢ > 0 libovolné. Ponévadz lim 3, = 0, k ¢islu 2i > 0 existuje n; € N, ze pro kazdé n > n; plati
n—00 m
€
< —.
[nl 2m
> |an| konverguje, takze podle 4.1.4 k ¢islu % > 0 existuje no € N, Ze pro kazdé n > ny a p € N plati

3
|ant1l + lante] + -+ lantp| < 5

Bud ng = max{ni,n2}. Pro libovolné n > 2nq plati

|wn| |aoBn + a1fn—1+ -+ anfo| <

< aol [Bal + la1| Ba—1l + - + |ang | |Brn—no| + [@ng+1| |Ba—ng—1] + -+ -+ lan| |Bo] <
€ € €
< (|a0|+|a1|+"'+|an0|)%+(|aﬂ0+1|+|an0+2|+"'+|anl)k < mo—+ork =,

coZz znamenda lim w, =0. O
n— o0

4.5.5 Véta (Cesaro [1859 — 1906])

o0 o0 o0
Necht > a, = a, > b, = b jsou konvergentni fady a necht > ¢, je jejich Cauchyuv soucin. Je-li {s,}>2,
n=0 n=0 n=0
S s s -+ s
posloupnost ¢asteénych souctii fady > ¢,, pak lim LR S e T ab.
n—0 n— oo n-+1
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oo oo
D.: Ozna¢me p,, resp o, Castetny soucet fady Y. an, resp. > b, a dale a,, = p,, — a, B = o, — b. Pak
=

=0 n=0
lim p, =a, lim o, =05, lim «a, = lim B, =0, p, =a+ an, 0, =b+ B,.
n— o0 n— 00 n— o0 n— 00

V dikazu véty 4.5.4 jsme ukézali, ze s, = agpop, + a10p—1 + -+ - + an0og. Odtud plyne
so+s1+--+s, = apoo+ (agor +ar100) + -+ (agon + a10p—1 4+ -+ anop) =
(ao+a1+--+an)oo+(ag+a1+--+ap—1)o1 + -+ agop, =
(a+an)(b+Bo)+ (a+an_1)(b+ b))+ +(a+ag) b+ Bn) =
= (n+1ab+a(Bo+PB1+ -+ PBn)+blag+ar+ -+, +
+anfo + an—11+ -+ @B -

Dale

So+S1+ -+ sn Bo+ B+ +Bn ag+ar+ -t a,  apfot+an_181 4+ apfy
= ab+a +b + .
n—+1 n+1 n+1 n+1
Bo+Bi+-+PBn . atart - ta,
= lim =0.
n+1 n—o00 n+1

K dokonceni ditkazu tedy staci ukazat, ze lim o+ an-101 4+ ofhn _ 0.
Posloupnosti {a,, }, {8,} jsou podle 1.3.4 ohranicené, a tedy existuje k € R, k > 0 takové, ze
lan| <k, |Bn| < k pro kazdé n € N.

Bud nyni £ > 0 libovolné.

Podle 4.1.12 je lim
n—roo

€

€ . . . . € . . . .
K Z > 0 existuje n1 € N, Ze pro n > nq je |ay| < 7 @ existuje no € N, Ze pro n > ng je |5,] < v

Bud ng = max{ni,ns}. Pro n > 2ng plati
latoBn + a1fn—1 4+ + g Br—ng + Mng+1Bn—ne—1 + -+ + anfo| <
(lewol [Bn| + loa] [Bn—1] 4 -+ + lamg | [Bn—nol) + (Iang41] [Br—no—1] + -+ + lan|[Bo]) <
(k%+k%+~-~+k%) + (%k+%k++%k> = (n+ 1.

o‘nﬂo +anflﬁl + -+ O‘Oﬂn <
n+1

To znamena, Ze pro n > ng je e.

7 4.1.12 a 4.5.5 bezprostifedné plyne

4.5.6 Vé&ta (Abel [1802 — 1829])

o0 o0 o0 o0
Budte > an, = a, Y b, = b konvergentni fady a > ¢, jejich Cauchyiv soudin. Jestlize > ¢, konverguje,
n=0 n=0

n=0 n=0

pak > ¢, = ab.

n=0

[ee] [ee]
Poznamka: Porovnanim s 4.1.13 vidime, Ze plati i obecné&jsi tvrzeni: Budte > a, =a, > b, = b konver-
n=0 n=0

o0 oo
gentni Fady. Jestlize jejich Cauchytv sou¢in Y ¢, konverguje v Cesarové smyslu, pak Y ¢, = ab v Cesarové

n=0 n=0
smyslu.

4.6 Posloupnosti a rady funkci

4.6.1 Definice

Necht f,, n € N a f jsou realné funkce takové, ze Dom f C () Dom f,.

n=1

- o0
Rekneme, Ze posloupnost funkei {f,}52, bodové konverguje k funkci f na mnoziné M C () Dom f, a piSeme
n=1
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lim f, = f, jestlize pro kazdé x € M ¢iselna posloupnost {f,(z)} konverguje k f(z), neboli kdyZz pro kazdé
n—oo
x € Mje lim fp(z) = f(x).

n—oo

MnoZina {x € () Dom f,, : {fu(z)} konverguje}, se nazyva obor bodové konvergence posloupnosti funkci { f,,}.
n=1
Posloupnost funkei {f,,} bodové konverguje k funkei f na mnoziné M, jestlize ke kazdému ¢ > 0 a kazdému

x € M existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng je |fn(z) — f(z)| < e.
Vsimnéme si, Ze ¢islo ng zavisi na € i na x.

Ma-1li kazda z funkei posloupnosti {f,} n&jakou vlastnost, limitni funkce f = nl;n;o fn tutéz vlastnost mit
mize, ale nemusi.
— Jsou-li vSechny funkce f, nezédporné (nekladné), je i funkce f nezéporna (nekladna).
— Jsou-li vSechny funkce f, neklesajici (nerostouci), je i funkce f neklesajici (nerostouci).
— Jsou-li v8echny funkce f,, klesajici (rostouci), nemusi byt funkce f klesajici (rostouci).

Napf. fn(x) = %, f(z) = li_)m fn(z) = lim -0

n—oo N

— Jsou-li vSechny funkce f,, ohrani¢ené, nemusi byt funkce f ohranicené.

1
Napf. fp(x) = ;ET:— 7 e intervalu (0, 00), f(z) = nl;rr;o fulz) = p
— Jsou-li vSechny funkce f,, spojité, nemusi byt funkce f spojita.
—-1,1
Napt. fu(z) = 227, o € [-1,1], f(z) = lim fu(z) =4 £ LD

4.6.2 Definice

o o0
Rekneme, ze posloupnost funkei { f,,} konverguje stejnomérné na mnoziné M C () Dom f, k funkci f a piSeme
n=1

fn 3 f, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng a kazdé © € M plati

fule) = f(@)] < e .

Vsimnéme si, ze ¢islo ng zavisi pouze na €.

Jestlize posloupnost funkei {f,} konverguje na mnoZiné M k funkci f stejnomérné, pak na této mnoziné
konverguje k funkci f bodové. Opak obecné neplati.

Je-li mnozina M uzavienym intervalem [a,b] a kazda z funkei f,, je spojita, je stejnomérna konvergence
téchto funkei konvergenci posloupnosti v metrickém prostoru (Cla, b], pc) (sr. 5.1.2.4). Podle 5.4.2.6 je tento
prostor uplny, coz znamena, Ze stejnomérné limita spojitych funkci je funkci spojitou.

4.6.3 Priklady

2nx

e Posloupnost funkei {f,} konverguje na intervalu [1, 2] stejnomérné k funkei f(z) = 0.

2 2 2
D.: Bud ¢ > 0 libovolné. Polozme ng = [— + 1} Pak ng > -, — <e.
5 5

o
3 2nx 2nx 2 2 2
Pro n > ng plati | f,(z) — f(z)] = |fu(z)] = a2 < e o < - < - <e O

e Posloupnost funkei { f,,} konverguje na intervalu [0, 1] bodové k funkei f(x) = 0, ale tato konvergence neni
stejnomérna.
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2z

2 =
D.: nh_}rrgo 1;1# = nh_)rrgo ﬁ = 0 pro libovolné = € R.
1 onl 2 L. . 1 1
fn(3) = ﬁ =5= 1 pro kazdé n € N. Pro e € (0,1) je tedy |fn(5) — f(z)| = [fu(5)| =1 > ¢
nonz
O

4.6.4 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

o0

Posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na mnozing M C () Dom f, pravé tehdy, kdyz ke kazdému
n=1

e > 0 existuje ng € N takové, Ze pro véechna n > ng, m > ng a kazdé x € M plati |f,(z) — fn(x)] <e.

.t ,=" analogie 1.3.22

<= Pro kazdé x € M je ¢iselna posloupnost {f,(x)} cauchyovski. Existuje tedy bodova nl;ngo fm=1
Ukazeme, ze f, 3 f.
Bud e > 0 libovolné. Existuje ng € N, Ze pro n,m > ng a kazdé x € M plati | f,(z) — fn(z)| < %
Odtud |fo(2) = f(2)| = lim |fu(a) = fu(@)| < 5 <& O

Poznamka: Posloupnost funkci, kterd méa vlastnost z 4.6.4, se nazyva stejnomeérné cauchyovska.

4.6.5 Véta

o0
Necht posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na mnozing M C ()| Dom f,, k funkci f a necht g je
n=1

funkce ohranic¢ena na M. Pak gf, =X gf na M.

D.: Existuje k € R, 7Ze |g(x)| < k pro kazdé xz € M.
Bud & > 0 libovolné. K % > 0 existuje ng € N, Ze pron > ng a x € M plati |f,(z) — f(x)] < % Nyni pro

kadé @ € M an > no plati |g(2) fa(2) — 9(2) /()] = lg(@)|fa(2) = f(2)] < b5 ==, O

4.6.6 Véta

oo

Budte {f.}, {gn} posloupnosti funkci a M C ( () Dom fn> N < Domgn> Jestlize f, X f, 9o X gna M
n=1 =1

pak fn+gn = f4gna M.

n

D.: Bud £ > 0 libovolné.
K % > 0 existuje ny € N, Ze pro véechna x € M an > ny je |fu(z) — f(2)| <

NI ™ po| m

K % > 0 existuje ny € N, Ze pro véechna x € M a n > ns je |gn(x) — g(z)| <

Tedy pro vSechna € M a n > ng = max{ni,ns} plati
[Fal@) + 90(@) = F(@) = 9(@)] < ful@) = F(@)| + |ga(@) = g(a)] < 5 +

3

2:5.D

4.6.7 Dausledek

Necht f} = fL,f2 2 2. fF =2 f* c1,e0,...,¢, € R. Pak
k _ k _
lei—l—czfﬁ—l—~-~—|—ckf,’f:ZciffI = Zcifz.

=1 i=1
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4.6.8 Definice

Bud {f,} posloupnost funkci, M C [\ Dom f,. Pro kazdé n € N polozme s,, = f1 + fo + - -+ + f5. Posloupnost

n=1

o0
funkei {sy} se nazyva posloupnost castecnych soucti rady funkei >, fn.
n=1

o o0

Rekneme, ze fada funkei Y f,, bodove konverguje na mnoziné M a md zde soucet s, jestlize {s,} bodové kon-
n=1

verguje k funkci s na M.

MnoZina {:v € N Dom fp, : > ful(x) konverguje}, se nazyva obor bodové konvergence Tady funkei > fr.

n=1 n=1

o0

Rekneme, ze fada funkei Y f,, stejnomérné konverguje na mnoziné M a md zde soucet s, jestlize {s,} stejno-
n=1
mérné konverguje k funkci s na M.

>~ fn = s bodové na M, jestlize pro kazdé z € M je > fn(z) = s(z).

n=1 n=1
Jestlize fada funkci konverguje na néjaké mnoziné stejnomérné, pak na ni konverguje bodové. Opak obecné
neplati.

4.6.9 Véta

fk = s* konverguji ke svym sou¢tim stejnomérné na

118

Necht fady funkei >° fl = s1, 3 f2 = §2,...,

n=1 n=1 n=1

7j=1 n=1 \ j=1

k 0o . 0 k .
mnoziné M C ( () Dom fi | a c1,c9,...,c, € R. Pak fada > (Z cjfr{> konverguje stejnomérné k
j n=1

k .
> ¢js? na M.

Jj=1

D.: Plyne z 4.6.7. O

4.6.10 Véta (Cauchyovo - Bolzanovo kriterium)

- S 0
Rada funkcei Y f,, konverguje stejnomérné na mnozingé M C () Dom f,, pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ > 0
n=1 n=1

existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ng, m € N a x € M plati | fni1(z) + foye(z) + -+ foam(2)| <e.

D.: Aplikaci 4.6.4 na posloupnost ¢aste¢nych soucti. [

4.6.11 Definice

~ 0 0o
Rekneme, 7e fada funkcei Y. f,, konverguje na mnoziné M C () Dom f,, absolutné, jestlize pro kazdé x € M
n=1 n=1

konverguje (¢iselna) fada > |fn(x)].

n=1
4.6.12 Véta (srovnavaci kriterium)

Budte {fn}52; a {gn}52; posloupnosti funkei, M C ( () Dom fn) N ( N Domgn) a necht |f,(z)| < gn(z)
n=1 1

n=

o0 o0
pro viechna n € N a x € M. Jestlize fada funkci Y g, konverguje stejnomérné na M, pak fada funkei 3 f,

n=1 n=1
konverguje na M stejnomérné a absolutné.

D.: Nejprve poznamenejme, Ze z podminky |f,(x)| < g,(z) plyne, Ze vSechny funkce g,, jsou nezaporné.
Absolutni bodovéa konvergence plyne z 4.2.4. UkaZeme, Ze konvergence je stejnomérna.
Bud € > 0 libovolné. Podle 4.6.10 existuje ng € N takové, Ze pro v8echna n > ng, m € N, x € M plati

|gn+1(fL‘) + gn+2(I) +ee gn+m($)| = gn+1(.’L‘) + gn+2($) +ee gn.:,_m(iC) <e.
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Tedy

|fri1(z) + for2(x) + -+ froym(2)] | frt1 (@) + | o2 @)+ + [ fom(@)] <

Gnt1(Z) + Gn2(x) + -+ Gnam(x) < €.

IA A

O

4.6.13 Dausledek (Weierstrassovo [1815 — 1897] kriterium)

Bud {f,}5%; posloupnosti funkci, M C () Dom f,, a necht pro viechnan € Na z € M plati | f,(z)] < a, € R.

n=1

o0 o0
Jestlize (¢iselna) fada > a, konverguje, pak fada funkei > f, konverguje absolutné a stejnomérné na M.

n=1 n=1

4.6.14 Kriteria stejnomérné konvergence

Bud {f,}>2, posloupnosti funkei, M C ﬂ Dom f,,.

{ fn}n 1 se nazyva nerostouct (resp. neklesa]zcz) na M, jestlize pro kazdé x € M je ¢iselna posloupnost

{fn(z)}22, nerostouci (resp. neklesajici). Je-li {f,,}22; nerostouci nebo neklesajici, nazyva se monotonni.

{fn}22, se nazyva stejnomeérné ohranicend na M jestlize existuje konstanta k € R takova, Ze pro v8echna

x € M a viechna n € N je | f, ()] < k.

1. Dirichletovo kriterium:

Necht posloupnost funkei {g,}72; je monotonni na M, g, = 0 na M a posloupnost ¢asteénych soucti
fady funkci Z fn je stejnomérné ohranic¢ena na M. Pak fada Z fngn stejnomérné konverguje na M.
n=1 n=1

. Dusledek Dirichletova kriteria:
Necht ¢iselna posloupnost {a,}>2; je monotonni takové, ze lim a,, = 0 a posloupnost ¢aste¢nych soucti
n—oo

o0 o0
fady funkci > f, je stejnomérné ohrani¢ena M. Pak rada funkci Y a, f, stejnomérné konverguje na M.
n=1 n=1
. Abelovo kriterium:

Necht posloupnost funkei {g,,}5° ; je stejnomérné ohrani¢ena na M a necht Fada funkci Z fn stejnomérné
n=1

o0
konverguje na M. Pak fada . f,gn stejnomérné konverguje na M.
n=1

4.7 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti a rad

4.7.1 Véta

Necht posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C (Dom f, k funkci f. Je-li kazda
z funkei f,, spojita v bodé xg € J, pak je f spojitd v bod€ xy.

Bud ¢ > 0 libovolné.

Ponévadz f, =X f na J, existuje ny € N, Ze pro n > ny, x € J plati | f,(z) — f(z)] < g
Ponévadz f,, je spojita v xg, existuje § > 0, Ze pro x € (xg — §, o + §) N J plati | fn(z) — fu(zo)] < %

Ponévadz f,,(zo) — f(xo), existuje ny € N, Ze pro n > na plati | f,,(zo) — f(20)] < %
Pro n > max{ni,ne} a kazdé = € (xg — 9, z0 + 6) N J plati
[f(@) = flzo)l = [f(x) = fule) + ful(z) = fulzo) + fn(w0) = fl20)| <
< 1F@) = fa@)| + [ fale) = fal@o)] + [Faleo) = Flao)] < S+Z+2 = e

Wl ™
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4.7.2 Dausledek

Necht posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C (Dom f, k funkci f. Je-li kazda
z funkei f, spojita na J, pak je f spojitd na J.

4.7.3 Veéta (Moore [1882—-1974] - Osgood [1864—-1943])

Necht posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J C (Dom f, k funkci f. Necht zg € J
nebo z je krajni bod intervalu J a necht pro vSechna n € N existuje lim f,(z) = a,, € R. (V pfipadg, Ze x¢ je
xr—rx0o
krajni bod intervalu J, jedna se o pfislusnou jednostrannou limitu.) Pak existuje lim a, € Ra lim f(z) € R
n—oo

rT—rxo
a plati lim a, = lim f(z), neboli
n—oo T—xT(

lim ( lim fn(x)) = lim ( lim fn(ac)) .
n—o00 \ T—To r—xo \n—00
D.: Bud e > 0 libovolné. -
Podle 4.6.4 existuje ny € N takové, ze pro v8echna m,n > ng, x € J plati | fi,(x) — fu(z)| < 7
Limitnim pfechodem pro x — z¢ dostaneme |a,, — a,| < % < e. Posloupnost {a,} je tedy Cauchyovska a
podle 1.3.22 existuje lim a, =a € R.
n—oo
Ukazeme, ze lim f(z) = a:
T—rT0o

fn X funalJ = existuje ng €N, Ze pron > ngy, z € J je |fn(x)—f(:v)|<§
zlggo fo(x) =a, = existuje d >0, Ze prox € ((xg — d, 20+ 0) \ {zo}) N J je |fn(x) — an| < %
nl;ngo an =a = existuje n3 € N, Ze pro n > ngs je |a, —a| < %

Pro n > max{ng,ns} plati |f(x) —a| = |f(x) — fu(z) + fu(z) —an +an —a| < % + % + % =e. O

4.7.4 Véta

Necht posloupnost funkei { f,,} konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C (| Dom f,, k funkei f. Necht vSechny
funkce f,, jsou na [a, b] integrabilni v Riemannové smyslu a xg € [a, b] je libovolny. Pak funkce f je integrabilni
na [a,b] a pro kazdé = € [a,b] plati [ f(t)dt = lim [ f,(¢)dt, neboli

TL‘)OO:EO

zo

x

[ Qi o) = g ( [ o]

zo
pfidemz konvergence posloupnosti funkei na pravé strané je stejnomérna na intervalu [a, b].

D.: Nejdiive ukdZeme, ze f = lim f, je integrabilni. Bud ¢ > 0 libovolné.
n—roo
€

4(b—a)’
Ponévadz funkce f,, je integrabilni, podle 3.2.10 existuje déleni D = {xg,z1,..., 21} € 9([a,b]) takové,

e S(D, fny) = 5(Ds fao) < 5
Oznacme 71; = inf{fn,(z) : @ € [z, 1,2}, M; = sup{fn,(z): = € [x;_1, 2]},
m; = inf{f(x): z € [z;_1, 2]}, M; =sup{f(x): x € [x;—1,zi]}.

Ponévadz f, X f, existuje ng € N takové, Ze pro vSechna x € [a, b] plati |f,,(z) — f(z)] <
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coz podle 3.2.10 znamena, ze funkce f je integrabilni.
Ozna¢me RJa,b] mnozinu v8ech Riemannovsky integrabilnich (a tedy ohrani¢enych) funkei definovanych
na intervalu [a, b]. Pro ¢, 4 € Rla, b] polozme

ps(p, ) = sup{|p(z) — ¥(z)| : € [a,b]}.
Analogicky jako v 5.1.2.4 ov&iime, Ze (R[a, b, ps) je metricky prostor a snadno nahlédneme, Ze stejnomérna
konvergence posloupnosti funkei integrabilnich na intervalu [a, b] je konvergenci posloupnosti v prostoru

(Rla, b], ps). (Podle prvni ¢asti dikazu je prostor (R[a,b], ps) uplny.)
Definujme zobrazeni F' : Rla,b] — Cla, b] pFedpisem

Pro ¢, 9 € Rla, b] plati:
po(F(p), F(¥) = max{[F(p)(x) — F(¢)(z)]: x € [a,b]} =

— max /m<p(t)dt— ]1/;(t)dt cx€lab] p =

= max /((p(t) —(t))dt| : x € [a,b] p <
< max /|go(t) —(t)|dt| : x € [a,b] p <

< max /sup{|<p(7’) — ()| : 7 € a,b]}dt| : x € [a,b] p =

Zo

= max{[(z — o)l ps(p,¥) : @ € [a,b]} = max{(b— o), (x0 — a)} ps(p,¥).

Oznac¢ime-li tedy L = max{(b — xo), (xo0 — a)}, je pc(F(p), F(¥)) < Lps(p, ), coZ znamena, ze F je
Lipschitzovské zobrazeni a podle 5.5.10 spojité.

Podle 5.5.3 prevadi spojité zobrazeni metrickych prostort konvergentni posloupnost na konvergentni po-
sloupnost a plati

tim F(f) = F (lim f,) |

n—00

coZ je formule z tvrzeni véty. Navic konvergence posloupnosti v prostoru Cla, b] je stejnomérnou konvergenci
posloupnosti funkci. [J
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4.7.5 Véta

Necht posloupnost funkei { f,,} konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C (| Dom f,, k funkei f. Necht v8echny
funkece f,, jsou na [a,b] integrabilni v Riemannové smyslu. Pak funkce f je integrabilni na [a, b] a plati

b b
[ ft)dt = lim [ f,(t)dt, neboli
a n—oo a

b

/ (Jim fu())dt = lim /b ()t

a

D.: plyne bezprostiedné z 4.7.4 a z toho, ze z konvergence stejnomérné plyne bodova. [

4.7.6 Véta

Bud {f,} posloupnost funkei diferencovatelnych na otevieném intervalu J C () Dom f,,. Necht existuje o € J
takovy bod, ze (¢iselna) posloupnost {f,(xo)} konverguje. Jestlize posloupnost funkei {f)} konverguje stej-
nomérné na .J, pak posloupnost {f,} konverguje stejnomérné na J k diferencovatelné funkei f, pro niz plati
fl(x) = nh_)rrgo 11 (z) pro kazdé x € J, neboli

(i o)) = Jim s g (i o) = i (o)

D.: Piedev$im poznamenejme, Ze vzhledem k 3.3.16 zustava véta 4.7.4 v platnosti, zaménime-li [a, b] za (a, b).
Podle 3.4.3 a 3.1.5 existuje posloupnost {c,} takova, ze

n@=%+/ﬁww

Odtud plyne, ze f,(x9) = ¢, a tedy podle pifedpokladu existuje ¢ = lim ¢,. Podle piedpokladu dale
n—oo
existuje funkce g takova, ze f;, =X g na J. Pro z € J polozme

x

f(2) :c+/g(t)dt.

Zo

Funkce f je podle 3.4.3 diferencovatelna. Podle 4.7.4 [ f1(t)dt X [ g(t)dt, takze
ZTo o

fo=co+ [ fLt)dt =2 ¢+ [ g(t)dt = f apodle 3.4.3 pro kazdé z € J je f'(z) = g(z) = lim f}(z). O
xo o

n—r00

Poznamky:
1. Predpoklad o existenci xg € J takového, Ze existuje lim f,(z9) € R nelze obecné vynechat.
n—oo
Napf.: f,(z) =n, f, =0 X 0, avSak {f,} nekonverguje.

2. Z predpokladu stejnomérné konvergence posloupnosti diferencovatelnych funkei { f,,} neplyne (ani bodova)
konvergence posloupnosti funkei {f]}.

1
Napi.: fn(z) = —sinnx, J = (=2m,27). Pak f, = 0, f/(z) = cosnz, f,(7)=cosnt = (—1)".
n
Nésledujici véty plynou z predchozich uzitim posloupnosti ¢asteénych souctu rfady funkei.

4.7.7 Véta

Necht fada funkei Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu J C (| Dom f,, k funkci f. Je-li kazda z funkei f,
spojita na J, pak je f spojita na J.
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4.7.8 Véta

Necht fada funkci Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu J C () Dom f,, k funkei f. Necht x¢ € J nebo
je krajni bod intervalu J a necht pro vSechna n € N existuje lim f,(z) = a, € R. (V pfipadé, Ze x¢ je krajni
xr—rxo

bod intervalu J, jedna se o pfislugnou jednostrannou limitu.) Pak fada > a,, konverguje, existuje lim f(x) € R
Tr—rT0o
a plati Y a, = lim f(x), neboli

xr—rxo

4.7.9 Véta

Necht fada funkei Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C () Dom f,, k funkeci f. Necht vSechny funkce
fn jsou na [a,b] mtegrabﬂm v Riemannové smyslu a xg € [a,b] je libovolny. Pak funkce f je integrabilni na [a, b]

a pro kazdé z € [a,b] plati f fyde=>" f fn(t)dt, neboli

/(an /fn ,

pfi¢emz konvergence fady funkei na pravé strané je stejnomérna na intervalu [a, b].

4.7.10 Véta
Necht fada funkei Y f,, konverguje stejnomérné na intervalu [a, b] C () Dom f,, k funkci f. Necht Véechny funkce

fn jsou na [a,b] integrabilni v Riemannové smyslu. Pak funkce f je integrabilni na [a,b] a plati f f)dt =

fon t)dt, neboli

b

/b(z fa®)dt =37 /fn(t)dt

a

4.7.11 Véta

Bud ) f,, fada funkei diferencovatelnych na otevieném intervalu J C (| Dom f,. Necht existuje xo € J takovy
bod, Ze (¢iselnd) Fada > f,(zo) konverguje. Jestlize Fada funkei Y f; konverguje stejnomérné na J, pak rada
> fn konverguje stejnomérné na J k diferencovatelné funkei f, pro niz plati f/'(z) =Y f/ (z) pro kazdé = € J,

neboli
(Eh@) = Eh) i 5 (The) = X (500)

4.8 Mocninné rady
4.8.1 Definice

Bud {a,}52, posloupnost realnych &isel, 2o € R. Mocninnd (potenéni) Fada se stFedem zo a koeficienty ay, je

fada funkei > ap(z — 20)".
n=0

o
Specielné pro zg = 0 jde o fadu Y apz™ = ag + a1z + asx® + azz® + - - -
n=0

o0 o0
Substituce y = z — g prevede fadu Y a,(x —x0)™ v fadu Y a,y". Proto se v prvni ¢asti tohoto odstavce
n=0 n=0
o0
(po 4.8.11) omezime na mocninné fady tvaru . a,z"
n=0
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Mocninna fada konverguje ve svém stfedu a ma zde soucet ag.

4.8.2 Definice
o0 o0

Bud Y a,2™ mocninna fada. Jestlize tato fada konverguje pro kazdé = € R, fekneme, Ze fada > anz™ vidy
n=0 n=0

o0
konverguge. Jestlize tato fada pro kazdé x # 0 diverguje, Fekneme, ze fada > a,x™ vidy diverguge.
n=0

Priklady:
1. Rada Y. n"z" vidy diverguje.
n=1

2
Bud z; € R libovolné. Pro n > ol je [n"z]| > 2™ — oo, a tedy nemtize byt lim n"z} = 0. Podle 4.1.5
X n—0o0

[ee]
(Giselnd) fada > n"al diverguje.
n=1

~ oo n
2. Rada ) %7 vzdy konverguje.

n=1
mn+1
) (1) ) || . o S B .
lim ——— = lim —— =0, takZe podle 4.2.11 ¢iselna fada > Z; Fada absolutné konverguje.
n—00 }fl—’} n—oo N + n=1 "
4.8.3 Véta

o0
Bud > a,z™ mocninna rada.
n=0

(oo}
Jestlize existuje zo € R takoveé, Ze (&iselna) fada Y a,xj konverguje, pak pro kazdé z € R, |z] < |zo| Fada
n=0

o0
> apz™ konverguje absolutné.
n=0

o]
Jestlize existuje zp € R takové, ze (¢iselnd) fada > a,zf diverguje, pak pro kazdé = € R, |z| > |zo| Fada

n=0
o0
> apa™ diverguje.
n=0
o0
Jestlize mocninna fada 3 a,z™ ani vidy nekonverguje, ani vzdy nediverguje, pak existuje r € R takové, ze
n=0

tato fada konverguje absolutné pro kazdé = € R, |z| < r a diverguje pro kazdé z € R, |x| > r.

o0
D.: e Necht Y anzf konverguje. Bud z € R, |z| < xo.

n=0

o0
Ponévadz > a,xf konverguje, podle 4.1.5 je lim |anzy| = 0 a tedy podle 1.3.4 existuje k € R, Ze
n—>0 n—o00
lanzf| < E pro kazdé n € N.

n

<k

n
x

Lo

T

Pro x € R, |z| < |xo| plati |a,a™| = = |anzy|
o

x
anTH —
Lo

Zz

n o0 o0
+-| konverguje a tedy podle 4.2.4 konverguje i fada ) |a,z™|, neboli >° a,z™

n=0 n=0

Podle 4.1.3 fada 3 k

n=0
konverguje absolutné.

o] (o]
e Necht > anzf diverguje. Kdyby existovalo x1 € R, |x1| > |zo| takové, Ze by > a,z} konvergovala, pak
n=0 n=0

o0
by podle jiz dokézané ¢asti konvergovala i fada Y a,xj.

n=0

o0 o0
e Oznatme M = Sz €R: x>0, > apa” konverguje}. Ponévadz > a,2™ vidy nediverguje, existuje
n=0 n=0
podle pfedchoziho tvrzeni horni zavora mnoziny M. Podle 1.1.7 existuje r = sup M € R.

139



o0
Je-lliz e R, |z| >r, pak o ¢ M, > apz™ diverguje.

n=0
Je-li x € R, |x| < r, pak podle 1.1.6(s2*) existuje zo € M takové, Ze xo > |x|. Podle prvniho tvrzeni fada
o0

> ana™ konverguje absolutné. [
n=0

4.8.4 Definice

o o0

Cislo r z 4.8.3 se nazyva polomeér konvergence mocninné fady Y a,z™, a otevieny interval (—r,r) se nazyva
n=0

konvergencni interval této rady.

o0
Jestlize fada > a,a™ vzdy konverguje, klademe r = oo, jestlize tato fada vzdy diverguje, klademe r = 0.
n=0
oo In
Priklad: Y5 —
n=1
Pro x =1 se jedna o fadu harmonickou, tedy podle 1.1.2.1 divergentni.
Pro x = —1 se jedna o fadu Leibnizovu, tedy podle 4.3.8 konvergentni.
V tomto p¥ipads je tedy r = 1, konvergenéni interval je (—1, 1), obor konvergence je [—1,1).

4.8.5 Véta (Cauchy [1789 —-1857] - Hadamard [1865 — 1963])
Bud > a,z™ mocninna fada a r jeji polomér konvergence. Pak
Lo limsup {/|an| -

r n—00

Piitom klademe r = 0 pro limsup {/|a,| = co a r = oo pro limsup {/|a,| = 0.

n—oo n—oo
D.:
e Necht limsup {/|a,| = 0. UkdZeme, Ze > anaz™ vzdy konverguje.
n—oo
1
Bud zg € R, xg # 0 libovolné. Pak ﬁ > 0 = limsup {/|a,|. Tedy existuje ng € N, Ze pro n > nyg
xo n— o0
1 10\" 1 1\" - 1"
plati —— > {/|a,|, tedy [ = ) —— > |an|. Odtud |a,||zo|” < (= | .Rada} | =] podle4.1.3
2|o| 2) |zl 2 2

konverguje a tedy podle 4.2.4 fada Y a,xf konverguje absolutné.
e Necht limsup {/|a,| = oo. UkadZeme, Ze > anz™ vzdy diverguje.

n—oo

1
Bud zp € R, xg # 0 libovolné. Pak pro nekone¢né mnoho indext n plati {/|a,| > 2ol a tedy pro
Zo

nekoneéné mnoho indext n plati |ay||xo|™ > 1. To znamend, Ze nemize byt lim an,zj = 0 a tedy
n—roo

podle 4.1.5 fada Y anz{ diverguje.
e Necht 0 < a = limsup {/|an|.

n—roo
. 1 .
— Bud zp € R, 0 < |zo| < —. UkédZeme, Ze > anz{ konverguje.
a

1 1 1
Zvolme b € R, |zo| < b < —. Pak 5 >aa tedy existuje ng € N, Ze pro n > ng je {/|an| < 7
a

1 n n
Odtud {/]an||xo| < @, lanzl| < b—n|x0|" = (@) . Ponévadz, @ < 1, fada ), (%)
podle 4.1.3 konverguje, a tedy podle 4.2.4 fada > a,z{ konverguje absolutné.
1
— Bud zp € R, |zg| > —. UkdZeme, Ze Y anz{ diverguje.
a

: 1 :
Pro nekoneéné mnoho indext n plati {/|a,| > —, |apzf| > 1 a nemize byt lim |a,zf| = 0.
n—oo

|70
Podle 4.1.5 fada Y a,af diverguje.
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4.8.6 Dausledek

Bud {a,} posloupnost kladnych ¢isel. Jestlize existuje lim ot
n—oo

= a € R*, pak mocninné fada > a,z” ma

1
polomér konvergence = — (pfitom klademe r = 0 pro a = oo a r = 0o pro a = 0).
a

D.: Plyne z 4.2.12. O

4.8.7 Véta

Necht mocninné fada Y a,2™ ma polomér konvergence r > 0. Pak tato fada konverguje stejnomérné na libo-
volném uzavfeném intervalu [a,b] C (—r,7).

Konverguje-li fada 3 a,r", pak mocninna fada Y a,2™ konverguje stejnomérné na uzavieném intervalu [a, r]
pro libovolné a € (—r, 7).

Konverguje-li fada Y a,(—r)", pak mocninna rada ) a,z" konverguje stejnomérné na uzavieném intervalu
[—r,a] pro libovolné a € (—r,r).

1
D.: Polozme ¢ = r — 5 (r — max{]al, [b|}). Pak pro kazdé z¢ € [a,b] je |xo| < ¢, tedy |anxy| < |anc™|. Podle
4.8.3 fada Y |anc™| konverguje a tedy podle 4.6.13 fada Y a,2™ konverguje absolutné a stejnomérné na
[a,b].
Necht fada Y a,r™ konverguje. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat » = 1. (V opa¢ném piipadé
lze pouzit substituci x — —.)
. r
(Ciselna) fada ) an, = > a, 1™ konverguje.
Ukazeme, ze fada funkei > a,z™ konverguje stejnomérné na [0, 1].
Bud e > 0 libovolné. Podle 4.1.4 existuje ng € N takové, Ze pro n > ng a libovolné m € N je
€
|an+1 + Ap+-2 +-+ an+m| < 5
Bud z € [0,1). Pak
|(Ln+1.’Iin+l 4 an+2$n+2 R an+mxn+m| _

_ |an+1(xn+1 _ xn+2 + $n+2 _ $n+3 + $n+3 L anrm + anrm) +
+an+2(xn+2 _ xn+3 4 xn+3 L xn-{-m 4 xn-i—m) R
+an+m71(xn+m—l _ xn—i—m + xn—i—m) + an+mxn+m| _

= |ap1 (@ = 2™) 4 (anp1 + ang2) (@ — 2" +
F (i1 F Gngz F Gng3) (@3 — 2" b (@1 F Qo o Gy ) (2T — 2T 4
+(6Ln+1 +anq2 + -+ an+m)$n+m| =

= |(1 - I)[an+1xn+1 + (an+1 + an+2)iEn+2 + (anJrl + Ap42 —+ an+3)xn+3 + o+
F(@nt1 4+ anr2 + -+ Gngm-1)Z" T + (o1 + anga + o F Apgpm)z" T <

< (1 _ x)a(xn—i-l + In+2 + In+3 N :En-i-m—l) + Exn—i—m _

B € pppl—amtmt e ¢
= (I-o)3@ -z 2" T3

Tedy pro kazdé z € [0,1] je |ant12™ ™ + apiod™ ™ + -+ + @pima™™| < g, coZ podle 4.6.10 znamena, Ze

fada funkci Y a,2™ konverguje stejnomérné na [0, 1].

Treti tvrzeni lze dokézat analogicky. [J

(;Cn-l-l _ x?n—i—m 4 xn—i—m) S E.’L’n+l < e.

4.8.8 Vé&ta (Abel [1802 — 1829])

Necht mocninna fada Y a,z™ ma polomér konvergence r. Pak soucet s této fady je funkce spojita na intervalu
(=r,7).

Necht 0 < r < 0o a fada Y a,r™ (resp. fada Y a,(—r)™) je konvergentni. Pak soucet s fady > a,z™ je funkce
zleva spojita v bodé r (resp. zprava spojita v bodé —r).

D.: Véta plyne z 4.8.7, 4.7.7a 4.7.8.
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4.8.9 Poznamky

[e°]
1. Necht mocninné fada Y anz™ mé polomér konvergence r. Pak fada
n=0

>ty - St = [ (Sue)a

n=1

mé také polomér konvergence r. (sr. 4.7.9)

lim sup U = lim sup U hrnsup Ve | =1-r=r0
n—o0 n—r00

2. Necht mocninna fada Z anz™ ma polomeér konvergence r. Pak rada
n=0

oo oo /
Z(n + Daprz™ Z napxz" " = (Z anx”>
n=0

n=0
ma také polomér konvergence r. (sr. 4.7.11)

3. Necht mocninna fada Y a, 2™ ma polomér konvergence r. Pak soucet s(x) této fady mé na (—r, r) derivace
v8ech fadu, pri¢emz k-tou derivaci obdrzime k-nasobnym derivovanim této fady ,,¢len po ¢lenu* a vznikla
mocninna fada ma opét polomér konvergence r.

4.8.10 Priklad

rd dt [
arctg(x) = T arctgtdt = e -
0

x

0
0o ) [ee) t2n+1 x o 2n+1
= —0" [ 2rdt = —1)n — —1)n
S [ = S s = S
n=0 0 n=0 n=0
T arctgl = i(—l)” ! = 7T:4i(—
4 o 2n +1 =
499999
4 Z = 3.141590653589793240462643383269502884197
2 +1

(Podtrzenim jsou vyznaceny nespravné cifry; jsou ¢tyfi na prvnich ¢ty¥iceti desetinnych mistech.)

4.8.11 Definice

Bud f funkce, ktera ma v bodé zy € R derivace vSech fadu. Taylorovou Tadou funkce f v bodé xg rozumime
mocninnou fadu

o "o > f£(n) (g
f(O) (I_IO)2+f2(!O)(I_xO)3+..._ZofT(!o)(:E—xo)n

f(wo) + 1

(x — x0) +

Specielné pro zg = 0 mluvime o Maclaurinoveé Fadé.

4.8.12 Véta

Necht funkce f ma v bodé xg € R derivace vSech fadu. Jeji Taylorova fada konverguje na néjakém intervalu J
obsahujicim bod x( k funkci f pravé tehdy, kdyz pro posloupnost jejich Taylorovych zbytka plati lim R, = 0.
n—oo

D.: Vyuzijeme v&tu 2.4.8 a oznafeni v ni pouzivané. Pro posloupnost {s, } ¢astecnych sou¢tit Taylorovy fady
plati s, (x) = T, (2) = f(z) — R,. O
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4.8.13 Véta

o0

Necht mocninna fada > a,(x — 20)” ma polomér konvergence r. Pak je tato fada Taylorovou fadou svého
n=0

souctu f v konvergen¢nim intervalu (£ (zq) = a,n!).

D.: Analogicky jako 2.4.5. O

4.8.14 Definice
Funkce f se nazyva analytickd v bode zy € R, jestlize existuje okoli O(xg) bodu zy takové, Ze na ném lze f

o0
vyjadrit jako soucet mocninné fady. T.j. pro = € O(zo) plati f(x) = > an(x — x0)".
n=0

Funkce f se nazyva analytickd na otevieném intervalu J, je-li analyticka v kazdém x € J.

Je-li funkce f analytickd, jeji vyjadieni mocninou Fadou (rozvoj do mocninné fady) je Taylorovou Fadou.
Zejména analytickd funkce f méa derivace vSech radu.
Opac¢né tvrzeni neplati. Funkce, ktera mé derivace vSech fadt nemusi byt analyticka.

~1/lal 0
Piiklad: Funkee f(z) = {g T 0 mé v bodé 0 derivace vSech fadu rovny 0, tedy jeji Maclaurinova
3 T =
fada 0 + Oz + 022 4+ 023 + - -+ ma4 na intervalu (—oo, 00) soucet 0, a pfitom f(x) > 0 pro z # 0, coZ znamena,

ze funkce f neni v bodé 0 analyticka.

1
D.: Je-li x > 0, pak f(z) =e"V/*, f'(z) = —26_1/1,

x
2 1 1
(x) = —ﬁe_l/m + Ee_l/w =P E) e~1/* kde P, je polynom,
" / 1 1 —1/z 1 1 —1/z 1 —1/x :
f""=P il B e e + FPQ p e =P; p e , kde Pj5 je polynom, atd.

1
lim f)(z) = 113& P, (E) e~V = lim P,(t)e”/* = 0.

r—04 t— o0
1 1
Je-li < 0, pak f(x) =e/*, f'(z) = ——2el/w = (—) e!/? kde Q1 je polynom,
x x
2 1 1
(x) = —361/1 + —461/1 =Q3 —) e'/? kde Qs je polynom, atd.
x T x
1
i (n) — 1 Z)el/z = | —tle ! =
A S0 = g Qa5 ) o = i @alme =0

Celkem tedy je f(™(0) = Hmo S (x)=0.0
T

4.8.15 Maclaurinovy rady nékterych elementarnich funkci

1. e = x—, r =00
n=0 n!
o x2n+1
2. sm:v:nzz:o(—l) Tl r =00
jo%s) x2n
3. cosx:nzz:o(—l)"w, r =00
4 Wm(l+z)=>S ()", r=1, ze(-1,1]
n=1 n
5 (142 =Y ( Z )x" r=1, ze(-1,1)
n=0
o x2n+1
6 arctgx:ngo(— )"2n—+1, =1, ze[-1,1]

Sr. 2.4.7 a 4.8.10.
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4.8.16 Aplikace mocninnych rad

1. Vypocet funkénich hodnot

2. Vypocet limit

3. Vypocet derivaci

4. Vypocet urcitych i neurc¢itych integrala

5. Sumace Ciselnych rad

6. Vypocet obecného ¢lenu posloupnosti zadané rekurentné

7. ReSeni pocatecnich taloh pro obyc¢ejné diferencialni rovnice

4.9 Cviceni

Najdéte soucty rad

1 1 1 1,1 1 1 1 1
l)ﬁ—F +5—+ﬁ+... 2)§+§+ﬁ+ﬂ+g+ﬁ+...
3) + 2 —|— +8i+%+... 4) 1+ qcosa + ¢%cos2a + ¢® cos 3a + . ...
Rozhodn e o konvergenci fad
5) Z \ m 6) > 10001n+1 U n 711 1 8) %
n=1 n=1 n=1 + n= 1
00 37l 0o el n(n—1) 0o nd ( 1)

13) Dokazte, ze Fada prevracenych hodnot ¢leni aritmetické posloupnostl diverguje.
Rozhodnéte o konvergenci a absolutni konvergenci rad

- (=" . n? wn?
14) 21% ) Z \/_J’_ 1)71 16) Z:l]‘n n-é_l n2+1

17) Ukazte, Ze druh& mocnina (chéapana jako Cauchyiv souc¢in) konvergentni fady Z Je fada divergentni.

Najdéte obory konvergence a absolutni konvergence rad funkci

18) 5 & 19) 3 1% 20) 3% G
n=1 n=1
21) 3 5k 2) 3. i 23) 3 ()
n—1 n=1
24) 2 n2yn(l—z) 25 Zo 2 (29) 26) 3 BOE
Rozhodnete zda uvedené rady kOIlVGI‘gqu na daném intervalu stejnomérné
27) Z CUC (-2,2)  28) 2_)1(1+ i b 212 29) z_jozw—;l, [1,2]

NaJdete poloméry konvergence mocninnych fad

30) 3 = 2(a>1) 31) Y 2 (a>0,0>0) 32) > (#) 42n
n=1 n=0 n=0
NaJdete obory konvergence mocninnych rad
3) 2 g 80 X Gl ) 5 e
Funkce rozvinte v Maclaurlnovu radu
-5z
36) 1+z 2&02 37) 1—z— 12 38) lfzixz
39) m 40) m 41) xarctgz — 1n\/ 1 + .IQ
Najdéte soucet mocninné fady

%) 00 n o0 yn—1

2) ¥ nlgn 43) 21% 4) 2 o

45) Z 7’L2$n_1 46) Z 2n+1 2n 47) Z ﬁ,@n
n=1 n=1

Najdéte soucet ¢iselné rady
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o0
1 1 1 1 +1
B8)l—3+s -5+ 49)71703""!

135 | 1357 ~ 7
50)1_§+__246+2-4»6-8_"' 51) 2_:0 (2n+1)!
S presnosti alesponn 0.001 vypodcitejte integraly
0.2 0.4 0.1
sin z?dx 53) [ 1=—"dx 54) de
)] [ o o
Vypocitejte limity
m2 sin @

55) lim ©s2=e" 2 56) lim ((2% — 22 + L)er —/2® +1)  57) lim 1=l T0

z—0 x T—00 x—0 x

Vysledky: 1)3 2)3 3)2 4)1712230%1‘(12 5)diverguje 6)diverguje 7)konverguje 8)konverguje 9)diverguje
10)konverguje 11)konverguje 12)konverguje 14)diverguje 15)konverguje relativné 16)konverguje absolutné
18)absolutné pro z € (—oo, —1)U(1, 00) 19)absolutné pro z € (—1,1) 20)relativné prox € R\ {-1,-2,-3,...}

21)absolutné pro z € (1,00) 22)absolutné pro z € R\ {—1,1} 23)absolutné pro z € (—1 1), relativné pro

x < 1 24)absolutné pro z € (1_7\/5, %) U (;, 1+‘/_) 25)absolutné pro z € (—oo, —1) U (—1,00) 26)absolutné

pro z € (—1,1] 27)ano 28)ano 29)ne 30)00 31)max{a b} 32)Vv2 33)(—2,2) 34)[-1,1] 35)[-1, 1)

150 (1 — (—2)m)gn Vot o (BN S .
36)5 > (1—(=2)")a", |z] < 5 37)\/— Z +(-1) > " = anz", kde {a,} je Fibo
n=1 n=0
nacciho posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21,..., a, = ap—1 + an-2, |z| < @ 38) > (cos )z, |z| < 1

n=0

= —(=n" = mn n n IQ
39)5 5 (n+ 252 e Jaf <1 403 Ertlon Jo| < 1 41)2( 1) gt el < 1
42) e%(1+1+ﬁ) 43)In -, —1 <z < 1 44) 2zarctgz —In(1 +2? ) |a:| <1 45)(11+3f)3,|:17| < 146) ¢® (14222
47)1‘“1 2y x| < 148)1 2 + Y27 49)3,/6 50)2 51)-L 52) 0.001 53) 0.364 54) 0.1 55) — 5 56) 1
57) 1
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Kapitola 5

Metrické prostory

5.1 Pojem metriky

5.1.1 Definice

Bud P # () mnozina a p : P2 — [0, 00) zobrazeni, které pro vSechna z,y, z € P spliiuje

M1) plz,y)=0sz=y (axiom totoznosti)

(M2)  p(x,y) = p(y, x) (axiom symetrie)

(M3)  p(x,y) + p(y,z) > p(x,z) (trojuahelnikova nerovnost)
Zobrazeni p nazgyvame metrika na P, prvky mnoziny P nazyvame body metrického prostoru (P, p), ¢islo p(z,y)
nazyvame vzddlenost bodu x, y.

5.1.2 Priklady

1. Diskrétni metricky prostor

L, z#y

P # () libovolna mnozina, p(z,y) = { .
0, z=y

2. Metrika na R

3. Metriky na R™
P=R" = (x1,22,...,24),y = (Y1,Y2, .-, yn) € R"

n
p2(z,y) =4 > (i — y4)? euklidovska metrika
i=1
n
pi(z,y) = v — vil souctova metrika (taxikarska metrika)
i=1
Poo(@,y) = max{|x; —y;|: i =1,2,...,n} maximalni metrika

Axiomy (M1), (M2) jsou splnény trivialné. (M3) ovéfime postupné:

n n n n
pr: pi(,y) + iy, 2) = 21 |z — yil + 21 lyi — 2| = Zl(m yil + lyi — zil) = Zl [z — zi| = p(2, 2)
i= i= i= i=
oot Poo() + poo(y 2) = mas{fzs — gl 1 i = 1,2, )+ max{lys — 5] - i = 1,2,...,0} >
> max{|z; — yz|+|yz—zz| ci=1,2,. }Z | —yil + yi — zi| > |xl—zl| pro hbovolne
i€{1,2,3,...,n} a tedy poo(z,y) —i—pooy, ) > max{|z; — 2| : i =1,2,...,n} = pool(x, 2)

p2: Vyjdeme z nerovnosti Z uv; <4 Z uzy | Z v? (Cauchy-Buiakovski-Schwarz)

=pi+ G, vi=q: Z(pz"’%)%_ sz+%) qu

1=1
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=1

Ui = Pis Vi =Pit+Gi: Zpi(pi-f—qz‘)ﬁ\/z;?? > (pi +4)?

Sec¢tenim: 3. (pi + ;)2 S\/Z (pi +ai)? < Yopi+ \/Z q3>
i=1 i=1 ' '

n n n
neboli, [ > (pi +¢i)> <,/ > p? + \/ >~ ¢? (Minkowského nerovnost)
i=1 i=1 i=1

Piseme-li v posledni nerovnosti x; — y; misto p; a y; — z; misto ¢;, dostaneme

\/Z _Zz2<\/z —i)? \/Z i — 2i)2, tedy

p2(, 2) < pa(w,y) + p2(y, 2

4. Bud P = Cla,b] — mnozina funkei spojitych na intervalu [a, b]
pc(f, ) max{|f( ) g(x)|: = € [a,b]} metrika stejnomérné konvergence
f |f(x x)|dz integralni metrika

1.7.12 ukazuje, 7e pc je definovana korektng. (M1) a (M2) jsou opét splnény trivialné.

Platnost (M3) pro po ovéfime podobné jako v piipadé p na R™.
Platnost (M3) pro py ovéfime s vyuzitim 3.3.6 a 3.3.3:

b

b
pi(f,h) = [lf(z)=h(2)lde = [I|f z) + g(z) — h(z)|dz <

a

b b
< JUf(@) —g@)+1g(x) = h(x))dz = [[f(z) - g(x)ldz + [|g(z) -

= Zl(fa g)+pr(g,h) .

5. Bud P = {, — mnozina ohrani¢enych posloupnosti

poo({an}; {bn}) = sup{|a, —bn|: n € N}
Platnost (M1), (M2) a (M3) ovéiime stejng, jako v piipadé po na R™.

5.1.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Pro a € P, r € R, r > 0 definujeme:
Kla,r] ={x € P: p(x,a) < r} — uzaviend koule se stfedem a a polomérem r,
K(a,r)={xz € P: p(xz,a) <r} — oteviend koule se stfedem a a polomérem r,
Specialné: oteviena koule O.(a) = O(a) = K (a, ) se nazyva (epsilonové) okoli bodu a.

Ziejmé plati: € <6 = O.(a) C Os(a).

5.1.4 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Pro ) # A, B C P definujeme:
p(A, B) = inf{p(a,b) : a € A, b € B} — vzddlenost mnozin A, B,
d(A) =sup{p(z,y) : ® € A, y € A} — primeér mnoZiny A.
Jestlize mnozina {p(z,y) : * € A, y € A} neni ohrani¢ena shora, klademe d(A) = oo
Vzddlenost bodu x od mnoZiny A definujeme: p(x, A) = p({z}, A).

5.1.5 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Rekneme, 7e mnozina A je ohranicend, jestlize d(A) < oo.

Mnozina A je zfejmé ohranicena, jestlize existuje bod a a ¢islo r > 0, ze A C K(a,r).
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5.1.6 Poznamka

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Pro z,y € A definujeme pa(x,y) = p(x,y). Zobrazeni p4 je ziejmé metrika
na A.

5.1.7 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Metriku p4 zavedenou v 5.1.6 nazyvame metrikou indukovanou na mnoziné
A metrikou p. Metricky prostor (A, pa) nazyvame podprostorem metrického prostoru (P, p). Piseme (A, pa) C
(P, p).

5.1.8 Véta

Budte (P1,01), (P2,02) metrické prostory. Polozme P = P; x P, a definujme zobrazeni p : P2 — [0,00)
predpisem

p((z1,22), (y1,92)) = \/(Ul(ﬂfla y1))? + (02(22,2)) "

Pak p je metrika na P.

D.: Nejdiive dokazeme pomocné tvrzeni: Necht (R, o) je metricky prostor a a, b, ¢ € R. Pak existuji a, 3,y € R?
takové body, zZe
o(a,b) = pa(a, B), a(b,c) =p2(B,7), ala,c) = pa(a,7),
kde py je euklidovska metrika na R2.
Pro struénost oznacme r = o(a,b), s = o(a,c), t = o(b,c). Nyni staci volit

72+ 52— 12 \/(2rs — 12 — 2 +12)(2rs + 12 + 52 —t2)>

o = (0,0), B - (Tv O)a Y= ( 2 ’ 2r

(Jedna se o konstrukci trojuhelnika v roving, zname-li délky stran.)
Necht (z1,x2), (y1,Y2), (21, 22) € P.

e Pro (z1,22), (y1,92) je p ((z1,22), (y1,92)) = 0 pravé tehdy, kdyz o1 (z1,y1) = 0 a o2(22, y2) = 0, coZ
podle (M1) nastane pravé tehdy, kdyz z1 = y1 a x2 = ya, tedy (21, 22) = (y1,y2). p splimje (M1).

o p((@1.@2), (91,32) =/ (01(@1,90)) + (02(w2,92))* =/ (01(y1,21))* + (0 (g2, 22))* =
= p((y1,92), (x1,22)), takze p splije (M2).

e Podle pomocného tvrzeni existuji realna ¢isla &1, &a, €3, &4, M1, M2, M3, M4, C1, (2, (3, (4 takova, ze

2 2 2

oi(wr,yn) = 4| DG —m)% or(@, ) = | Y (G =62 oy z) = | D (= G
=1 =1 =1
4 4 4
02(22,y2) = Z(fz‘ —ni)?,  02(x2,22) = Z(fz‘ — G2 o2(y2,22) = Z(m —G)?.
=3 =3 =3
Pak
4
p((w1,22), (y1,92)) = | (& —m)? = pa (61,62, 80), (1,213, m0))
i=1
4
p((U1,2), (21,22)) = | D= G2 = pa((m,7m2,m8,ma), (G1s G2y G5, Ca))
i=1
4
p(x1,22), (21,22)) = D (&= G)? = p2((61,6,63,60), (G1, G0, G, Ca))
=1

kde po je euklidovska metrika na R*. PonévadZ py splituje nerovnost (M3), splituje ji také p.

149



5.1.9 Definice

Bud'te (Py,01), (P2, 02) metrické prostory, P = P; X P5 a p metrika definovana v 5.1.8. Prostor (P, p) nazyvame
(kartézskym) soucinem prostori (Py,o1) a (Pa, 02).

5.1.10 Definice

Budte (P1,p1), (P2, p2) metrické prostory. Zobrazeni f : P; — P5 se nazyva isometrické (izometrie), jestlize
p2(f(x), f(y)) = p1(z,y) pro vSechny dvojice bodi (z,y) € P2,
Jestlize existuje izometrie f: Py — P», fekneme, Ze prostory (Pi, p1), (Pa,p2) jsou isometrické.

Naptiklad vSechna shodné zobrazeni znAmé z geometrie jsou izometriemi.

5.1.11 Poznamka

Isometrické zobrazeni je prosté.

D.: Kdyby existovaly body z,y € P; takoveé, ze f(z) = f(y), pak by podle (M1) platilo
0= p2(f(z), f(y)) = pr(z,y) # 0, coz by byl spor. O

Tedy metricky prostor a jeho isometricky obraz lze povazovat za dvé kopie téhoz prostoru.

5.2 Podmnoziny metrického prostoru

5.2.1 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Bod a € P se nazyva

vnitini bod mnoziny A, jestlize existuje e > 0 takové, ze O.(a) C A,

— unéjsi bod mnoZiny A, jestlize existuje € > 0 takové, ze O.(a) N A = 0,

hranicni bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé e > 0 plati O (a) N A # 0, O (a)N (P \ A) # 0,

— bod uzdvéru mnoziny A, jestlize p(a, A) = 0,

— hromadny bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé € > 0 plati (Oz(a) N A) \ {a} # 0,

— izolovany bod mnoZiny A, jestlize existuje € > 0 takové, ze O.(a) N A = {a}.
MnozZina vSech vnitinich bodd mnoziny A se nazyva vnitfek mnoZiny A a znadi se A° (nékdy int A),
Mnozina vSech hrani¢nich bod@ mnoziny A se nazyva hranice mnoZiny A a znadi se 0A (n&kdy fr A),

Mnozina vSech bodt uzavéru mnoziny A se nazyva uzdvér mnoZiny A a znadi se A (nékdy cl A),
Mnozina vSech hromadnych bodt mnoziny A se nazyva derivace mnoZiny A a znadi se A’.

Piiklad P =R, p(z,y) = |z — |

a) A=(0,1): A°=(0,1), 9A={0,1}, A=[0,1], A’ =[0,1]

b) A=[0,1)NQ: A°=0, 9A=[0,1], A=[0,1], A' = [0,1]

b) A=[0,1]U{2}: A°=(0,1), dA=1{0,1,2}, A=[0,1]U{2}, A’ =[0,1]
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5.2.2 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A, B C P. Pak plat{

1. 0=10, 0°=0.
2. P=P, P°=P
3. °CACA

D.: 1. — 4. je trividlni

6. eP\(P\A)P ©zg(P\A)° & (Ve>0)(0#0(x)N(P\(P\A) =0:(z)NA) &=
S p(r,A)=0zxc A
te€P\P\A ©2¢dP\Asc:=px,P\A)>0s (YyeP\A)(p(z,y) >¢c) &
SO0 (x)N(P\A) =00 (r) CAs e A°

5. 1€ A°NB° =xe€A° ANz e B°= (31)(O (x) C A) A (3e2)(Oc,(2) € B) =
= Omin{EhQ}(IT) CANB=zxE¢€ (A N B)o
r€(ANB)° = (3e>0)(O(x) CANB) = (e > 0)(O(x) CANO.(z) C B) =
=rze€A°NreB°=zrecA°NB°
S vyuzitim 6., jiz dokdzané ¢asti a de Morganovych pravidel dostaneme

AUB =[P\ (P\APJU[P\(P\B)°]=P\[(P\A)°N(P\B)’|=P\[(P\A)N(P\B)" =

—P\[P\(AUB)°=AUB

7. Bud z € A. Pak 0 = p(x, A) = inf{p(z,y) : y € A} > inf{p(x,y) : y € A}, nebot podle 3. je A C A a tedy
{p(z,y): y € A} D {p(x,y) : y € A}. Ponévadz ale inf{p(z,y) : y € A} = p(z, A) > 0, jest p(z, A) =0 a
tedy = € 4, t.j. A C A. Opacna inkluze plyne z 3.

Druhou ¢ast tvrzeni dokdzeme analogicky. [

5.2.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. MnoZina A se nazyva oteviend, jestlize A = A°, mnoZina A se nazyva
uzaviend, jestlize A = A.

Zejména podle 5.2.2.6 A° je oteviend mnozina, A je uzaviend mnozina.

5.2.4 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Mnozina A je oteviena pravé tehdy, kdyz P \ A je uzaviena; mnozina A
je uzaviena pravé tehdy, kdyz P\ A je oteviena.

D.: Necht A = A°. Podle 5.2.2.6 je A= P\ P\ A. Z toho plyne, ze P\ A= P\ (P\ P\ A) =P\ A atedy
P\ A je uzaviena.
Necht P\ A= P\ A. Pak podle 5.2.2.6 je A°=P\P\A=P\ (P\A) =A
Platnost druhého tvrzeni ukdZeme analogicky. [
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5.2.5 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a T soustava vSech otevienych mnozin prostoru (P, p). Pak plati
(T1) PeT,0eT,

(T2) Ae¢T,BeT=ANBEeT,

(T3) Vee)(A,eT)=UA eT.

el
.t (T1) Plyne z 5.2.2.1 a 5.2.2.2.

(T2) Je-liz € ANB, pak x € A = A°, x € B = B° a tedy existuji €1, €2, ze O (x) C A, O, (x) C B.
Polozime-li € = min{e1, e2}, pak O.(z) C AN B, tedy kazdy € AN B je vnitinim bodem, coZ znamena,
7e AN B je oteviena.

(T3) Necht z € |J A,. Pak existuje vg € I, ze v € A,,. Ponévadz A,, je oteviena, existuje € > 0 takoveé, ze

el

O.(z) C A, C UA,.DO
el

5.2.6 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a F soustava vSech uzavienych mnozin prostoru (P, p). Pak plati
(i) PeF, DeF,
(i) Ae F,Be F=AUBE€EF,

(i) Vee (A, € F) = QIAL € F.

D.: Plyne z 5.2.4, 5.2.5 a z de Morganovych pravidel. [J

5.2.7 Poznamky

7 5.2.5 plyne, ze prunik libovolného kone¢ného systému otevienych mnozin je oteviend mnozina; z 5.2.6 plyne,
7e sjednoceni libovolného kone¢ného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.
Priinik nekoneéného systému otevienych mnozin nemusi byt oteviend mnozina:

11 ~
A, = <——, —) , neN. ﬂ A, = {0}, coZ neni oteviena mnozina v R s metrikou p(z,y) = |z — y|.

n'n

n=1

Sjednoceni nekone¢ného systému uzavienych mnozin nemusi byt uzaviena mnozina:
A 1+ ! 1 ! eN G A (—1,1)
=|-14—,1—-—|, n . = (- .
n n 3 n ) n 3
n=1
5.2.8 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Pak 9A = AN P\ A.
D: z€9A & (Ve>0)(O(x)NA#D#O(x)N(P\A) < (Ve>0)(p(x,A) <eAplx,P\A) <¢e) &
& px,A)=0Ap(x,P\A) =0 & z€ ANP\A.O

5.2.9 Definice
Bud (P, p) metricky prostor, A C P. MnoZina A se nazyva hustd v prostoru (P, p), jestlize A = P.
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5.2.10 Véta

Bud (P, p) metricky prostor, A C P. Mnozina A je husta v P pravé tehdy, kdyz ke kazdému e > 0 a kazdému
x € P existuje a € A, Ze p(x,a) < &, t.j. a € O:(x). (Neboli kdyz kazdy bod z € P je hromadnym bodem
mnozZiny A.)

.t ,=% Necht A = P. Vezmeme € > 0 a x € P libovolna. S vyuzitim vlastnosti 1.1.6(i2*) dostaneme

r€P=A= p(x,A) =0=inf{p(z,a) : a € A} =0 = existuje a € A4, Ze p(r,a) < €.

,<=": Jestlize existuje x € P\ A, pak podle 5.2.4 a definice oteviené mnoziny existuje € > 0, Ze O.(z) C P\ A,
tedy p(x,a) > e pro kazdé a € A. Podle 5.2.2.3 je A C A, coZ znamena, Ze p(x,a) > € pro kazdé a € A. O

5.3 Konvergence

5.3.1 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {x, }°2 ; posloupnost bodi z P (t.j. zobrazeni N — P). Rekneme, ze posloupnost
{x,}22, konverguje k bodu x € P (je konvergentni v P) a piSeme lim z,, = x (struéné limz,, = z, =, — ),
n—oo

jestlize lim p(xy,,z) = 0.
n—roo

5.3.2 Priklady

1. (P, p) diskrétni (viz 5.1.2.1)
Tn = 2 < (Ing € N)(n >no =z, =x)

2. (R2,p1) (viz 5.1.2.3)
(TnyYn) = (T,y) & 0 =, yp — y v R s metrikou p(x,y) = |z — y|.

D.: (xn,yn) — (z,y) © 0 = lim(Jz, — 2| + |y, — y|) = lim |2, — 2| + lim |y,, — y|. Av8ak podle 1.3.5.1
lim |z, —z| > 0, lim |y, — y| > 0, takze lim |z, — 2| =0, lim |y, —y| = 0. O

Analogické tvrzeni plati pro vSechny metrické prostory z 5.1.2.3.

3. (Cla,b], pc) (viz 5.1.2.4)
fn = f v tomto prostoru < (Ve > 0)(3Ing € N)(Vn > ng)(Vz € [a,b])(|fn(z) — f(2)] <e).
(Ma-li posloupnost funkei definovanych na intervalu [a, b] vlastnost uvedenou na pravé strané ekvivalence,
fekneme, Ze posloupnost funkei {f,}52, stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] k funkci f.)

D.: f,— fv (Cla,b],pc) & (Ve > 0)(Fng € N)(Vn > no)(pe(fn, f) <) &
< (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(max{|fn(x) — f(z)]: € [a,b]} <e) &
& (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vx € [a,b])(|fn(z) — f(z)| <e) O

5.3.3 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {z,}52, posloupnost bodii z P. Rekneme, Ze posloupnost {z,, }°2, je ohranicend,
jestlize mnozina {x, : n € N} je ohrani¢en4 ve smyslu definice 5.1.5.
5.3.4 Véta
Bud (P, p) metricky prostor. Pak plati
1. Kazda posloupnost {z,} C P méa nejvyse jednu limitu v P.
2. Posloupnost konvergentni v (P, p) je ohranic¢ena v (P, p).

3. lim x, =z € P pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z,,} vybranou z {z,} plati lim z,, = .
n— 00 k—o0

D.: 1.3.3,1.3.4,1.3.14. O
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5.3.5 Definice

Bud (P, p) metricky prostor a {z,, }°° | posloupnost bodii z P. Rekneme, Ze posloupnost {x,,}°° | je cauchyovskd,
jestlize ke kazdému e > 0 existuje ng € N, Ze pro v8echna m,n > ng je p(@m, x,) < €.

5.3.6 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a {z,}52; posloupnost bodu z P. Je-li {z,}52, konvergentni v (P,p), pak je
cauchyovska.

D.: Necht z,, — 2 a bud ¢ > 0 libovolné.
€ C . €
K 3 > 0 existuje ng € N, Ze pro v8echna n > ng je p(a,,z) < 3
Pro libovolné m > ng a libovolné n > ng tedy s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti plati p(z,,,x,) <

e €
(T, x) + pTn, ) < 3 + 5 =€ O

Obracené tvrzeni obecné neplati: P = (0,1), p(z,y) = |z — y|, {za}o2, = {2}72, je cauchyovska, ale nenf
konvergentni; 0 ¢ P.
5.3.7 Véta

Bud (P, p) metricky prostor a A C P. Mnozina A je uzaviena v (P, p) pravé tehdy, kdyz pro kazdou konvergentni
posloupnost {z,} C A, z, — z plati z € A.

.t ,=“ Necht A = A, {x,} libovolna konvergentni, z,, — z. Kdyby = ¢ A, pak by ¢ = p(x, A) > 0 a tedy pro
kazdé x,, by platilo p(z,, ) > €, coz by bylo ve sporu s x,, — x.

»<" Necht plati podminka. Bud y € A libovolny bod. Pak p(y, A) = 0. Podle 1.1.6(i2*) ke kazdému + > 0
existuje z,, € A, Ze p(x,,y) < % To znamend, Ze pro takto vytvorenou posloupnost {x, } plati
lim p(z,,,y) =0, , — y. Z podminky plyne, ze y € A. Tedy A C A a podle 5.2.2.3 A = A. O

5.3.8 Definice

Bud P mnozZina a p, o metriky na P. Rekneme, ze p a o jsou ekvivalentni metriky na P, jestlize pro kazdou
posloupnost {z,,}°; C P plati: 2,, = x v (P, p) pravé tehdy kdyz z,, = x v (P, o).

5.3.9 Piiklady

1. P =R". Metriky p1, p2, poo zavedené v 5.1.2.3 jsou ekvivalentni:

o= (b 2k . 2E) e R, = (21,20,...,2,) €R™.

klim vr =z v (R" p1) & (Ve > 0)(3ko € N)(VEk > ko) (Vi € {1,2,...,n})(|2F — 2] <€)
— 00

klim =2 v (R" p2) & (Ve > 0)(Fko € N)(VE > ko) (Vi € {1,2,...,n})(|zF — 25| <€)
—00

klim =2 v (R", pso) & (Ve > 0)(3ko € N)(Vk > ko) (Vi € {1,2,...,n})(|JzF — 2] < &)
—00

2. P = Cla,b]. Metriky pr a pc (viz 5.1.2.3) nejsou ekvivalentni:

(n+1la+ (n—1)b (n—1a+ (n+1)b
0, xe{a, o ]U[ o ,b
) 2nz—(n+1)a—(n—1)b (n+1a+(n—1>b a+bd
fnl) = b—a ’ xe( 2n T2 ] ’
—2nx+ (n—1a+ (n+1)b a+b (n—1Da+ (n+1)b
b—a ’ 3:€< 2 2n >

~
If
=)
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b b—a
p1(fo. f) = [ fulz)dz = -0

2n
pc(fus f) =1

5.3.10 Poznamka

Bud'te p, o ekvivalentni metriky na P. Z 5.3.7 plyne, Ze mnozina A C P je uzaviend v (P, p) pravé tehdy, kdyz
je uzaviena v (P, o). Z 5.2.4 dale plyne, 7e mnozina A C P je oteviena v (P, p) pravé tehdy, kdyz je oteviena
v (P, o).

5.3.11 Véta

Budte p, o metriky na mnoziné P. Jestlize existuji kladné konstanty a, b takové, Ze pro vSechny dvojice bodi
(z,y) € P? je
ao(z,y) < p(z,y) < bo(z,y),

pak jsou metriky p a o ekvivalentni.

D.: Necht je podminka splnéna, x € P, a necht {z,,}22; C P je takova posloupnost, ze lim o(z,,x) = 0. Pak

n—oo

ac(xn, ) < p(Tn,x) < bo(xy,z) az 1.3.7 plyne lim p(z,,x) = 0.
n—oo

1 1
Ditkaz se dokonéi analogickou tivahou s vyuzitim nerovnosti gp(a:,y) < o(x,y) < —p(z,y), ktera je
a

ekvivalentni s nerovnosti v podmince véty. [J

5.4 Uplné a kompaktni prostory

5.4.1 Definice

Metricky prostor (P, p) se nazyva iplng, jestlize v ném méa kazda cauchyovska posloupnost limitu.

5.4.2 Priklady
1. Prostor R s metrikou p(x,y) = |z — y| je podle 1.3.22 aplny.

2. Prostory (R™, p1), (R™, p2), (R™, poo) (viz 5.1.2) jsou tplné:
Je-li posloupnost {z*}2° | = {(z,25,...,2%)}2° | cauchyovska v prostoru (R, p1), pak je zfejmé kazda
z posloupnosti {zf}2° | {x5}2e ... {2k} | cauchyovska v prostoru (R, p). Pak podle 1.3.22 kazda tato
posloupnost je konvergentni v (R, p1), lim zf = z;, lim 2§ = zo,..., lim z*
k—o00 k—o00 k—o00
i posloupnost {z¥}22, je konvergentni v prostoru (R", pl),kli_)m ¥ = (v1,29,...,2,) € R™.
o0

= x,,. Odtud vyplyne, ze

Podle 5.3.9.1 jsou metriky p1, p2, poo ekvivalentni.

3. Diskrétni metricky prostor (P, p) (viz 5.1.2.1) je uplny.
Bud ¢ = 3. p(zy, zm) < 5 pravé tehdy, kdyZ @, = xy,. Tedy je-li {z,}22, cauchyovska, pak je od jistého
indexu poéinaje stacionarni a to podle 5.3.2.1 znamen4, Ze je konvergentni.

4. Q s metrikou indukovanou p; neni aplny:
Napt. {(14 £)"}°2, konverguje v (R, p1) ke € Q.

5. Prostor (Cla, b], pr) (viz 5.1.2.4) neni uplny:

[avb] = [_171]
-1, z€[-1,1)
fn(ilf) = nr, HANS [_%7 %] )
1, =ze(iq]
p1(fns frip) = n2inp’

lim pr(fu, fnep) = 0, tedy {fn} je cauchyovska. Avsak jedind moZzné limita posloupnosti funkei {f,} je
n—oo
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-1, ze€[-1,0)

funkce f(z) =90, x=0 , coz neni spojita funkce, f ¢ C[—1,1] a tedy {fn} neni v (C[—1,1], pr)
1, z¢€(0,1]

konvergentni.

6. Prostor (Cla,b], pc) (viz 5.1.2.4) je tplny:
Bud {f,}52 libovolna posloupnost funkci cauchyovska v (Cla, b, pc).
Bud e > 0 libovolné ¢islo. K nému existuje ng € N takové, Ze pro viechna n,m > ng je pc(fn, fm) < €.
Bud zg € [a,b] libovolny bod. Pak pro n,m > ng je

[fn(@o) = fm(xo)| < max{|fu(x) — fm(2)| : @ € [a,b]} = pc(fn, fm) <&,
coZ znamend, ze ¢iselnd posloupnost { f,(20)}52; je cauchyovska a tedy podle 1.3.22 konvergentni.
Ponévadz zg € [a, b] byl libovolny bod, existuje lim f,(x) pro kazdé x € [a, b].

n—oo

Definujme funkei f : [a,b] — R predpisem: f(x) = nh_)rrgo fn(x).

Ukazeme, ze sup{|fn.(z) — f(z)| : = € [a,b]} — 0:

Ponévadz {f,} je cauchyovska, tak k g > 0 existuje n; € N takové, Ze pro vSechna n,m > nj je
pc(fn, fm) < % Pro kazdé = € [a,b] a viechna n,m > n; je tedy |fn(x) — fi(2)] < %, coz podle 1.3.5.1
znamena, ze pro kazdé = € [a,b] a kazdé n > nq je "}E)nm [fn(@) = fr(2)] < % Tedy pro n > n; a kazdé
z € [a,b] je |fu(@) = f@)| = lim_[fa(e) = fin(@)] < 5, takze pro n > ny je

€
sup{|fn(2) = f(2)]: 2 €a,b]} < 5 <e.
Zbyvé ukézat, ze funkce f je spojita.
Podle predchoziho tvrzeni k % > 0 existuje ne € N, Ze sup{|fn,(x) — f(z)| : © € [a,b]} < g

Bud z; € [a,b] libovolny bod. Ponévadz funkce f,, je spojité, k ¢islu % > 0 existuje § > 0, ze pro vSechna

x € [a,b] takova, Ze |z1 — x| < d je | fn,(®1) — fno(x)] < % Pro z € [a, ] takové, Ze |x1 — x| < § tedy plati

|f($1) - f(‘r)l = |f($1) - fnz(xl) + fnz(‘rl) - fnz(x) + fnz(x) - f($)| <
< |f(@1) = fro @)+ [fna(#1) = fro (@) + [ fra (2) = f(2)] <
< sup{|fn, (@) = f(@)] + @ € @, 0]} + [fns (1) = o (2)] + sUD{ |, () = J(@)] + @ € [a, B} <

< % + 3 + g = ¢, coZ znamena, ze funkece f je spojitd v bodé 21 € [a, b]. Ponévadz tento bod byl libovolny,
je f spojita na [a, b].

5.4.3 Véta

Je-1i metricky prostor (P, p) tplny a mnozina A C P je uzavien4, pak metricky prostor (A, pa), kde pa je
metrika indukovana metrikou p, je uplny.

D.: Bud {z,}52, libovolna cauchyovska posloupnost. Ponévadz (P, p) je uplny, existuje lim z, = z € P.
n—oo

Podle 5.3.7jex € A. O

5.4.4 Definice

Bud (P, p) metricky prostor. Rekneme, Ze metricky prostor (Q, o) je dplngm obalem metrického prostoru (P, p),
jestlize

(i) (Q,0) je tplny prostor,
(i) (P,p) C (Q,0),

(iii) Mnozina P je husta v (Q,0).

Napiiklad (R, p1) je tplnym obalem (Q, p1).
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5.4.5 Véta

Ke kazdému metrickému prostoru (P, p) existuje jeho uplny obal. Tento tplny obal je uréen jednozna¢né v tomto
smyslu: Jsou-li (Q1,01) a (Q2,02) dva tplné obaly prostoru (P, p), pak (Q1,01) a (Q2,02) jsou isometrickeé.

Kroky dikazu:

1. Na mnoziné vSech cauchyovskych posloupnosti z prostoru (P, p) definujeme relaci ~ vztahem:
{zn} ~{yn}t & p(@n,yn) — 0.

2. Ukazeme, Ze ~ je ekvivalence.

3. Polozime @@ = P| ~ (rozklad mnoziny P podle ekvivalence ~). Prvky mnoziny @ jsou tiidy ekvivalence
~. Ozna¢ime [{x,}] € Q takovou tfidu ekvivalence, Ze {x,} € [{z,}].

4. Polozime o([{zn}], {yn}]) = hm p(Zn,yn). UkdZeme, Ze o nezalezi na vybéru representanti a ze o je

metrikou na Q.

Ztotoznime [{x,x,...}] € Q@ sz € P. Pak je (P,p) C (Q,0).
Ukéazeme, Ze prostor (Q, o) je aplny.

Ukéazeme, 7e P = Q.

e

Ukazeme, Ze je-li (Q1,01) uplnym obalem prostoru (P, p), pak (Q,0) a (Q1,01) jsou isometrické. [

5.4.6 Definice

Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je kompakini, jestliZe z kazdé posloupnosti jeho bodi lze vybrat posloupnost
konvergentni.
Rekneme, ze mnozina A C P je kompaktni, jestlize podprostor (A4, pa) je kompaktni.

5.4.7 Véta

Je-li A kompaktni mnozina v metrickém prostoru (P, p), pak je A uzaviena a ohranicena.

D.: Piipustme, 7e A # A, tedy Ze existuje x € A\ A. Pak p(z, A) = 0 a podle definice infima existuje
{zn} C A, Ze p(xy,,2) — 0, neboli z,, — x. Pro kazdou vybranou posloupnost {x.,, } z posloupnosti {z,}
je podle 5.3.4.3 hm Tn, =T & A, coz je spor s kompaktnosti A.

Pripustme, ze A neni ohrani¢ena. Bud z; € A libovolny bod. Existuje 22 € A\ K(z1,1). (Kdyby neexis-
toval, byla by mnoZzina A ohrani¢end.) Déle existuje 3 € A\ K(x1, p(x1,22) + 1) atd. Posloupnost {z,, }
i kazda posloupnost z ni vybrana neni cauchuovské, nebot p(z,,,z,,) > 1 a tedy podle 5.3.6 nemuZe byt
konvergentni. [

5.4.8 Véta

Mnozina A C R™ je kompaktni v (R™, p1) pravé tehdy, kdyZ je v tomto prostoru uzaviena a ohrani¢ena.

D.: Nutnost podminky plyne z 5.4.7. Dokazeme jeji dostatecnost.
Bud {z%}2, = {(af, 2k, ..., 2F)}%2, posloupnost bodi z A. Ponévadz A je ohranitend, je kazda z ¢i-
selnych posloupnosti {z¥}2° ., i = 1,2,...,n ohrani¢ena. Podle 1.3.19.1 lze z kazdé {2F}2°, vybrat
posloupnost {:vkl}j’ol konvergentni. Vybereme tedy z posloupnosti {x’f}iozl konvergentni posloupnost

K1 0 __ . K100 .

{7}, _, a oznacime 2§ = K}gnoo x}". Potom z posloupnosti {z5'}, _, vybereme konvergentni posloup-

nost {xQZ}K _, & oznacime = hm x7?. Tak postupujeme déle, az z posloupnosti {xn" ! }N VY-
— 00 n—1—
Kn

bereme konvergentm posloupnost {3: },‘i _1, kterou budeme pro prehlednost znacit {In}zzp a oznacime

0 1 11 - .
2% = lim z!. Timto postupem ziskime posloupnost { ohoah, .. ,:cn)}l_l, ktera je vybrana z posloup-
=00 =
nosti {(zf, 25, ... ak }l_l a plati lim (24,2}, ...,2}) = (29,29,...,2%) = 2°. Ponévadz A je uzaviena,
= =0

je podle 5.3.7 2% € A. O

Z ekvivalence metrik p1, p2, poo (viz 5.3.9.1) plyne, Ze analogické tvrzeni plati i pro (R™, p2) a (R™, pso).
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5.4.9 Véta
Je-li metricky prostor (P, p) kompaktni, pak je uplny.

D.: Bud {z,}52, libovolna cauchyovska posloupnost v prostoru (P, p). Ponévadz (P, p) je kompaktni, existuje
posloupnost {x,, }7°, vybrana z posloupnosti {z,, }72, takova, ze klirn Tp, =T € P.
—00
UkéZeme, 7ze x = lim x,,.

n—r 00
Bud € > 0 libovolné &islo.

Ponévadz {z,, }72, konverguje k =, tak k % > 0 existuje ko € N takové, ze pro k > kg je p(an,,,x) < g

£
Ponévadz {x,}>2, je cauchyovska, tak k 3 > 0 existuje n; € N takové, ze pro n > n; a m > n; plati

€

(T, ) < 7

Polozme ng = max{ni,nk, } a necht n > ng a k > ko jsou libovolna ¢&isla. Pak také ny > ng. S vyuZzitim
trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

p(meCC) < p(xnuxnk) + p(,ibnk,(E) <

coZ znamena, ze x = lim z,. [
n—oo

5.5 Zobrazeni metrickych prostori

5.5.1 Definice

Budte (P, p), (Q,0) metrické prostory, F': P — Q.

Rekneme, Ze zobrazeni F je spojité v bodé xy € P, jestlize ke kazdému okoli V' bodu F(xg) v (Q, o) existuje
okoli U bodu zq v (P, p) tak, ze F(U) C V.

Rekneme, ze zobrazeni F je spojité na P, jestlize je spojité v kazdém bodé x € P.

Zobrazeni F je spojité v bodé xg, jestlize (Ve > 0)(30 > 0)(Vx € P)(p(z,z0) < 6 = o(F(x), F(z9)) < €).

5.5.2 Véta

Budte (P,p), (Q,oc) metrické prostory. Zobrazeni F' : P — @Q je spojité na P pravé tehdy, kdyz ke kazdé
oteviené mnoziné V C F(P) existuje oteviena mnozina U C P takova, ze F(U) C V.

D.: =: Necht F je spojité, V. C F(P) oteviena. Ke kazdému yo € V existuje zg € P takové, ze F(x9) = yo.
Ponévadz V' je otevrena, k libovolnému yo € V' existuje gy, > 0 takové, ze O (yo) C V. K g, existuje

dy, > 0 takove, ze F'(Os, (20)) C O, . Mnozina U = |J Os, (w0) je podle 5.2.5(T3) oteviena a ziejmé
YoV
plati F(U) =V.

«<: Bud z¢ € P libovolny bod, V okoli bodu F(z¢). Existuje oteviena U C P takova, ze F(U) C V. Ponévadz
U je oteviena, existuje okoli O(zg) bodu zq takové, ze O(x¢) C U. Pak F(O(xp)) C F(U) CV a tedy F
je spojité v bodé xg. [

5.5.3 Véta (Heineova podminka)

Budte (P, p), (Q, o) metrické prostory. Zobrazeni F : P — @ je spojité v bodé zy € P pravé tehdy, kdyz pro
kazdou posloupnost {z,}52; bodi z P takovou, Ze x,, — x¢ v (P, p) plati F(x,) — F(xo) v (Q,0).

D.: =: Necht {z,} C P, x, — .
Bud O.(F(xp)), € > 0, libovolné okoli bodu F(xg) . Existuje 6 > 0 takové, ze F(Os(xo)) C O (F(xp)).
K 6 > 0 existuje ng € N takové, Ze pro viechna n > ng je p(z,, o) < &, neboli z,, € Os(xo).
Odtud plyne, ze F(z,) € O:(F(z0)) pro véechna n > ng, neboli o(F(x,), F(xg)) < € pro viechna n > ny.
To ov8em znamena, ze F(z,) = F(x0).
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<: Necht plati podminka a p¥ipustme, ze F' neni spojité v bodé xq. Pak existuje okoli V' = O.(F(zg)) bodu
F(xo0) takové, Ze v kazdém okoli U bodu g existuje x, Ze F'(x) ¢ V. Zejména v okoli O (zo) existuje bod
xyn takovy, ze F(z,) ¢ V. Plati x,, — x¢ a tedy F(zy,) — F(x¢), coz znamen4, Ze existuje ng € N takové,
ze 0(F(xn,), F(x0)) < e, tedy F(zp,) € O (F(z0)) =V, coZ je spor. O

5.5.4 Véta

Budte (P,p), (Q,0) metrické prostory, A C P, F': P — @ spojité zobrazeni. Je-li mnozina A kompaktni, pak
je 1 F(A) kompaktni.

D.: Necht A je kompaktni a bud {y,} libovolna posloupnost bodt z F(A). Ke kazdému y,, € F(A) existuje
xn € A takové, ze F(x,) = y,. Ponévadz A je kompaktni, lze z posloupnosti {x,} vybrat posloupnost
konvergentni {z,, }, klim Xp,, = x9 € A v (P,p). Oznacme yo = F(xg). Pak yo € F(A) a podle 5.5.3

—00
klim Yny = klirn F(zp,) = F(xo) = yo v (Q,0). Nagli jsme tedy posloupnost {y,,} vybranou z {y,},
—00 —00
ktera konverguje k yo € F(A). To znamena, ze F(A) je kompaktni mnozina. [J

5.5.5 Disledek (Weierstrassovy véty)

Reéalna funkce spojitd na uzavieném intervalu je na tomto intervalu ohrani¢ena a nabyva na ném své nejvétsi a
nejmensi hodnoty.

D.: Uzavieny interval [a, b] je podle 5.4.8 kompaktni v (R, p1) a tedy podle 5.5.4 je f([a, b]) kompaktni. Podle
5.4.8 je f([a,b]) ohraniena a uzaviena.
K L > 0 existuje y, € f([a,b]) takové, ze sup f([a,b]) — L < yn, y» — sup f([a,b]) a podle 5.3.7 je
sup f([a,b]) € f([a,b]). Funkce f nabyvé na [a,b] svého suprema, tedy své nejvétsi hodnoty.
Analogicky ukaZzeme, Ze funkce f nabyva na [a,b]) i své nejmensi hodnoty. OJ

5.5.6 Véta

Budte (P, p), (Q,0), (R, T) metrické prostory, F': P — @, G : @ — R. Je-li zobrazeni F spojité v bodé zg € P
a zobrazeni G je spojité v bodé F(xo) € Q, pak je sloZené zobrazeni G o F' : P — R spojité v bodé z. Je-li
zobrazeni F' spojité na P a zobrazeni G je spojité na @, pak je sloZené zobrazeni G o F': P — R spojité na P.

D.: K ((’)(()?(F(xo))) C R existuje O(F(x0)) C Q, 7e G(O(F(xg))) € O(G(F(xg))), ponévadz G je spojité
v F(zo).
K O(Z?'(xo)) C @ existuje O(xg) C P, ze F(O(xp)) C O(F(x0)), nebot F' je spojité v xo.
Nyni G o F(O(xo)) = G(F(O(x0))) € G(O(F(x0))) € O(G(F (o).
Druhé tvrzeni je disledkem prvniho. [J

5.5.7 Definice

Budte (P,p), (Q,0) metrické prostory, F : P — Q. Rekneme, 7ze zobrazeni F je stejnomérné spojité na P,
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé dva body z,y € P takova, ze p(z,y) < J plati
o(F(x), Fy)) <e.

Stejnomeérné spojité zobrazeni je ziejmeé spojité.

5.5.8 Véta (Heine - Cantor)

Bud (P,p) kompaktni metricky prostor, (@, o) metricky prostor, F' : P — @ spojité zobrazeni. Pak je F
stejnomérné spojité.

D.: Necht (P, p) je kompaktni a F': P — @ spojiteé.
Pripustme, Ze F' neni stejnomérné spojité. Pak existuje g > 0 takové, ze ke kazdému 6 > 0 existuji
x,y € P tak, ze p(z,y) < d a o(F(z),F(y)) > eo.
K § = L existuji ,,y, € P, Ze p(2y,yn) < + a o(F(zy), F(yn)) > €. Ponévadz P je kompaktni, lze
z posloupnosti {z, }72, vybrat posloupnost {z,, }7°, tak, ze khﬁngo Tn, = T € P.
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Déle p(zo,Yn,,) < p(%0, Tn, ) + p(Tn,, Yn,) — 0 pro k — oo a tedy také klirn Yn, = Zo-
—00

Podle 5.5.3 plati o(F(zp,, ), F(yn,)) < o(F(an, ), F(z0)) + o(F(zo), F(yn,)) — 0 pro k — o0, coz je spor
s o(F(z), F(y)) > co. 0

5.5.9 Definice

Budte (P, p), (Q,c) metrické prostory, F': P — Q.

Rekneme, ze zobrazeni F' je lipschitzouvské, jestlize existuje konstanta L € R, L > 0 takova, ze pro vSechny
x,y € Pje o(F(x),F(y)) < Lp(x,y). Konstanta L se nazyva Lipschitzova konstanta.

Rekneme, ze zobrazeni F je kontrakce, je-1i lipschitzovské s konstantou L < 1.

5.5.10 Véta

Budte (P, p), (Q, o) metrické prostory, F': P — Q. Je-li zobrazeni F lipschitzovskeé, pak je stejnomérné spojité
(a tedy také spojité).

o

D.: Necht F je lipschitzovské s konstantou L. Bud & > 0 libovolné. Polozime § =
Jsou-li z,y € P libovolné body takové, ze p(z,y) < 6, pak o(F(z), F(y)) < Lp(z,y) < Ld = L% =ce. O

5.5.11 Pyiklady

1. Bud f realna funkce definovana na intervalu [a, b], ktera ma na tomto intervalu ohrani¢enou prvni derivaci.
Pak f je lipschitzovska s konstantou L = sup{|f’(z)| : = € [a,D]}.

D.: Podle 2.3.4.1 ke kazdym z,y € [a,b] existuje £ z intervalu o krajnich bodech x a y takoveé, Ze
f(x) = fly) = [z — ).
Odtud | f(z) = f(y)l = [/(O] |z —y| < L|z — y|. O

b
2. (Cla, b, pc), (R,p1), F:Cla,b] — R definované predpisem F(f) = [ f(z)dz.

b
<[If x)|de <

b b b
o n(F(f), F(g9)) =|[ f(a)dz — [ g(z)dz| = | [(f(z) -
b

b
< Jmax{[f(§) = g(&)] : € € [a,b]}dx = max{|f(§) — g(&)| : € € [a,b]} [da =

a a

=(b—a)pc(f.9)
(prvni nerovnost plati podle 3.3.9, druha podle 3.3.6.)

Zobrazeni F' je tedy lipschitzovské s konstantou b — a, coz podle 5.5.10 znamené, Ze je spojité.

e 7 5.5.3 plyne: Jestlize posloupnost funkef { f,,}52; spojitych na intervalu [a, b] konverguje k funkei f
V prostoru (C[a b, pc) (stejnomérné konverguje k funkei f, sr. 5.3.2.3), pak plati

b
ff dx—f hm Sz )dx:nlirgoffn(x)dx

5.5.12 Definice

Budte (P, p), (Q,0) metrické prostory, F : P — @ a xy € P hromadny bod. Rekneme, Ze zobrazeni F md
v bod€ xg € P limitu yo € Q a piSeme lim F(x) = yo, jestlize ke kazdému okoli V' bodu yo v (Q,0) existuje
xrT—rTo

okoli U bodu zg v (P, p) tak, ze F(U \ {zo}) C V.
Ziejmé plati:
o lim F(z)=yo< (Ve >0)(3 > 0)(Va € P)(0 < p(z,z0) < 0= o(F(x), F(xp)) < ¢).

xrT—rxo

e Jestlize ma zobrazeni F' v bodé z( limitu F(x¢), pak je v tomto bodé spojité.
e lim F(z) = yo pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z,, }22 ; bodi z P takovou, ze pro kazdé n € N

xr—rxo

je xn £ xo a xy, — xo v (P, p) plati F(z,) = yo v (Q,0).
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5.5.13 Definice

Necht P je mnoZina a F': P — P. Bod x € P se nazyva pevny bod zobrazeni F, jestlize F(x) = x.

5.5.14 Véta (Banach [1892-1945], o kontrakci)

Bud (P, p) tplny metricky prostor, F' : P — P kontrakce. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni F. Tento
pevny bod je limitou posloupnosti {z,}52 1, kde 1 € P je libovolny bod a zp4+1 = F(z5).

D.: e Nejdiive ukazeme, Ze posloupnost {x,}, z,+1 = F(z,) je cauchyovska:
Pro libovolné n € N plati p(zp, Znt+1) = p (F(Tn-1), F(zy)) < Lp(zp_1,2n) = Lp (F(xn—2), F(zn_1)) <
< L2p(Tp—2,Tp_1) = -+ < L p(x1, 22).
Odtud a z (M3) plyne, Ze pro libovolna n,p € N plati
p(Tn, $n+p) < p(@ns Tot1) + p(Tot1, Tg2) + -+ p(ajner,l, InJr;D) <
< L' p(xy,m0) + L"p(z1, 22) + L™ p(wy,20) + -+ - + L"P2p(2q, 20) =
= (Lt Lr+ LM 4 L) p(ay, @) = (L4 L4 L2 4+ 4+ LP7Y) L (2, 20) =
1-LP I, 1'2)

— Ln—l <Ln—1p(
T L elanee) < 1-L

— 0 pro n — 00, nebot L1 = 0 pro n — oo.
e Ponévadz (P, p) je uplny, existuje zo = lim z, € P.
n—oo

o p(xo, F(x0)) < p(xo,2n) + p(@n, F(20)) = p(xo, 2n) + p(F(2n-1), F(20)) <
< p(xo,xn) + Lp(xp—1,20) = 0 pro n — oo nebot lim p(xg,z,) = lim p(zp—1,20) =0 pro n — oo.
n— oo n— oo

e Je-li y jiny pevny bod zobrazeni F, pak p(y,zo) = p(F(y), F(z0)) < Lp(y, o).
Odtud plyne, ze (1 — L)p(y, zo) < 0 a ponévadz O < L < 1, musi byt p(y,z) = 0. O

5.5.15 Aplikace (Newtonova itera¢ni metoda)

Necht realna funkce g ma na uzavieném intervalu I druhou derivaci a nenulovou prvni derivaci. Jestlize existuje

11
€ > 0 takové, ze pro kazdé x € I plati W < 1—¢, pak rovnice g(z) = 0 ma na intervalu I jediny kofen
g (z
xo a plati zg = lim x,, kde posloupnost {x,,}22 ; je dana rekurentné:
n—oo
1 € I je libovolné ¢islo, zp41 = x, — g/(xn) .
9 (n)
D.: Uvazujme metricky prostor (I,p) s piirozenou metrikou p(z,y) = |z — y|. Tento prostor je podle 5.4.8
kompaktni.
Definujme funkei f : I — R piedpisem f(z) = 2 — g/(:v) . Cislo z je koFenem rovnice g(x) = 0 pravé tehdy,
T

kdyz je pevnym bodem zobrazeni (funkce) f. Podle 2.3.3 plati p (f(x), f(v)) = |f(z)—f(y)| = | ()| |z—yl,
kde & je n&jakeé ¢islo mezi z a y. Ozna¢me L = sup{|f’(¢)| : &€ € I'}. Podle predpokladu

O = |1-

(7'(€) — 9(€)g" (€) |
(g'(6))°

pro kazdé & € I. Funkce f je tedy kontrakci a tvrzeni plyne z 5.5.14. [J

5.6 Cviceni

|z —y|
L+ [z —y|
2) Vypocitejte vzdalenost funkei f(z) = In(1 + ) a g(z) = z R prostoru C[0, 1] s metrikami pc a py.
e —

1) Ovérte, ze p(z,y) =In(1+|z—y|) ao(x,y) = jsou metriky na R. Jsou tyto metriky ekvivalentni?

3) Vypocitejte vzdalenost mnoziny M = {(x,y) eER:y> \/|£C|3} od bodu (3,0) v prostoru (R?, p2)
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4) Vypocitejte vzdalenost bodu (3,2) od mnoziny M = {(x,y) ER?: y4+bx < O}, kde b > 0, v prostoru

(R27 pl)

5) Vypoditejte pramér mnoziny M = {f(z) = 2™ : n € N} v prostoru (C[0, 1], pr).

6) Najdéte vnitiek, uzaver, hranici a derivaci mnoziny A = {2 : n € N} U[1,2)U((2,3)N ) v prostoru (R, p).

7) Rozhodnéte, zda plati tvrzeni: Jsou-li mnoziny A, B uzaviené a p(A, B) = 0, pak AN B # (). Pokud ano,

dokazte; pokud ne, uvedte protipiiklad. o

8) Mohou existovat neprazdné podmnoziny A, B metrického prostoru takové, 7e A C B, A# Ba ANB = ()?
+

Pokud ne, dokazte; pokud ano, udejte priklad.
b

9) Necht F je zobrazeni prostoru (Cla, b], pc) do prostoru (R, p) dané predpisem F(f) = f ( . Rozhodnéte,

zda je toto zobrazeni spojité. Je stejné definované zobrazeni spojité na prostoru (Cla, b, pr)?

10) Necht A, B jsou neprazdné uzaviené a disjunktni mnoziny v prostoru (P, p). Najdéte spojité zobrazeni
1, z€A

0, r€B’

11) Rozhodnéte, zda zobrazeni F : [0,1] — [0, 1] dané pfedpisem F(z) =/x je Lipschitzovské. Existuje pevny
bod tohoto zobrazeni?

12) Najdéte kofen rovnice cosz = x s presnosti na ¢tyfi desetinna mista.

F: P — R (R uvazujeme s pfirozenou metrikou p) takové, ze F(z) =

Vysledky: 1) Ano 2) In(e — 1) — &2 = 0.1233, 2In

pokud b>15) $ 6) A° = (1,2) U (2,3), A 1
7) Ne. Napf. v prostoru (RQ, pg) jsou mnoziny A

2 = 0.0953 3) (/105 4) 2+ 3b pokud b < 1, 3+ 2,
: neN}u 1,3, , 0A={L:neN}uU[23], 4 ={0}U[L,3]
{(,0): 2> 1}, B={(z,1): 2 > 1} uzavené a p(A, B) =
1

N1, B=0,2]NQ. 9) Ano, ne 10) F(z) = ——£&-5)

0. 8) Ano. Napi. v prostoru (R, p) mnoziny A = [0, @A) (@ B)

11) Ne. Dokonce dva: 0 a 1 12) 0.7391
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Kapitola 6

Fourierovy rady a integralni transformace

6.1 Hilberttv prostor
6.1.1 Definice

Bud V realny vektorovy prostor a ( . | . ) : V xV — R zobrazeni, které pro vSechna u,v,w € V splhuje
podminky:

(Ul) u#0=(u|u)>0,

(U2) (wfo)=(v]|u),

(U3) (aulv)=a(ulv),

(U (utolw)=(ulw)+(v|w)

Zobrazeni ( - | - ) se nazyva skaldrni (nebo téz vnitini) soucin vektori.

6.1.2 Poznamky
Lu=0&(ulu)=0
D.: Je-li u =0 pak u = Ov pro libovolny vektor v € V a tedy podle (U3) je
(u|u):(0@|u):0(v|u)20
Je-li ( u | u ) =0, podle (Ul) nemtize byt u # 0. O
2. (u|av):a(u|v)

D: (u|law)=(aw|u)=a(v|u)=a(u|v)
Prvni rovnost plyne z (U2), druha z (U3) a t¥eti opét z (U2). O

3 (ufotw)=(ulv)+(u|w)
Di (ulvtw)=(vtw|u)=(v]u)+(wlu)=(u|v)+(u|w)
Prvni rovnost plyne z (U2), druha z (U4) a tfeti opét z (U2). O

6.1.3 Véta (Cauchyova [1789 — 1857] - Bunjakovského [1804 — 1889] - Schwarzova
[1843 — 1921] nerovnost)

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ) Pak pro vSechna u,v € V plati

[(ulv)] <y/(ulu)(v]v),

pri¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz vektory u, v jsou linedrné zavislé.
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D.: Necht ( U | v ) # 0. Pro kazdé a € R podle (Ul), 6.1.2.1 a pravidel pro po¢itani se skalarnim sou¢inem
plati
Og(au+v|au+v):aQ(u|u)—|—2a(u|v)+(v|v),
coZ znamena, ze kvadratickd rovnice s neznidmou «
(u|uw)a?+2(ulv)at(v|v)=0 (6.1)

mé nejvySe jeden redlny kofen, tedy 4( U | v )2 — 4( U | U ) ( v | v ) < 0, nebot koeficient u o? je
kladny. Odtud plyne dokazovana nerovnost.

Ukézeme, Ze jsou-li vektory u, v linearné zavislé, nastane ve Schwarzové nerovnosti rovnost. Necht tedy
v = fu, pak

(ulo)l = 18(ulu)l =y (ulu)(ulu) =/(ulu)(Bulbu) =
= J(ulu)(v]v).

Nakonec ukazeme, Ze nastava-li ve Schwarzové nerovnosti rovnost, jsou vektory u, v linearné zavislé. Necht
2
tedy(u|v) :(u|u)(v|v)
[(ulv)]

Je-li (| u ) # 0, mérovnice (6.1) kofen o = —

a pro takové a je ( au + v | au + v ):O,

ulu)
coz podle 6.1.2.1 znamené, ze au + v = 0, neboli v = —au.
Je-li ( U | U ) =0, je tvrzeni trivialni. [J
6.1.4 Véta
Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem ( - | - ). Pro u € V poloZme |u| =/( v | u ). Pak

pro v8echna u,v € V, a € R plati
(N1) w0 Ju] >0,
(N2) Jou] = [a Jul,
(N3) Ju+ ol < Jul + o]
D.: Jediné netrivialni tvrzeni je (N3). S vyuzitim 6.1.3 dostaneme:
lu+o|> = (ut+v|utv) = (u|u)+2(u|v)+(v]v) =

Jul® + 2 (w0 ) [+ o) < IIUI|2+2\/( wlu ) (vlo)+ol* = (Jul+[ol)* .

O

Cauchyovu - Bunjakovského - Schwarzovu nerovnost lze zapsat:

[Culo)<lullvl nebo (ulv)®<ful? o).

6.1.5 Definice

Bud V realny vektorovy prostor a || : V' — R zobrazeni, které pro vSechna u,v € V, a € R spliiuje podminky
(N1), (N2), (N3) z 6.1.4. Pak ||-| se nazyva norma (na vektorovém prostoru V).

6.1.6 Véta

Bud V realny vektorovy prostor s normou ||-|. Definujme zobrazeni p : V x V' — R piedpisem p(u,v) = |u — v].
Pak p je metrika na V.

D.: Axiomy totoZnosti a symetrie jsou ziejmé. Trojthelnikova nerovnost plyne z (N3):
plu,w) = Ju—w| =fu—-v+v—w|<|u—-v|+[v-w]=pluv)+ p(v,w). O

Je-li V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ), budeme V uvazovat sou¢asné s normou
zavedenou v 6.1.4 a s metrikou zavedenou v 6.1.6.
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6.1.7 Véta

Bud V reédlny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem ( . | . ), pak zobrazeni ( . | . ) : V' xV — R je spojité.

D.: Na V x V zavedeme metriku po predpisem pa((u1,v1), (u2,v2)) :\/||u1 —ug|® + o1 — v
Pro v8echny dvojice (u1,v1), (ug,ve) € V x V plati

lur — ua| < p2((u1,v1), (uz,v2)), v —v2| < pa((ur,v1), (w2, v2)) .

Bud (ug,vg) € V x V libovolna dvojice a € > 0 libovolné ¢islo. Polozme

2
\/(Iluoll + [vol)™ + 28 — Jluoll — Jlvol
5 :

Pak 6 > 0 a 62 + (Juo + |vo]) 6 = %
Bud dale (uq,v1) € V x V libovolna dvojice takova, Ze pa((u1,v1), (ug,vo)) < 9. Pak s vyuzitim 6.1.3

dostaneme

[Cuafvr )= (uofeo )| = [(wr—uofvr=vo )+ (uo|vi—vo)+(w—uolvo)| <
< J(uw—uo|vi—vo )[4+ (uo|vi—vo )|+|(wr—wuo|v )| <
< Jua = ol for = voll + Jluoll [vr = voll + Jvol Jur — uo| <
< 8+ uol 8+ ol 6 =5 < e,

coZ znamena, ze zobrazeni ( . | . ) je spojité v (ug,vg). Ponévadz (ug, vp) byla libovolna dvojice z V x V,

je toto zobrazeni spojité na V x V. [J

6.1.8 Dusledek

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( : | . ) a {v,}59 posloupnost vektoru takova, ze
lim v, =v. Pak lim |v,| = |v| a pro libovolny vektor u € V plati lim (v, |u )= (v |u ).
n—o00 n—o00 n—00

D.: Plyne z 5.5.3. O

6.1.9 Definice

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ) f{ekneme, ze vektory u,v € V jsou ortogondlni
a piseme u_lv, jestlize u 20 # v a ( U | v ) =0.

Rekneme, Ze mnozina S C V. je ortogondlni, jestlize pro kazdé dva riuzné vektory w,v € S je ulwv. Jestlize navic
pro kazdy vektor u € S plati |u| = 1, nazyva se mnozina S ortonormdln.

1
Je-li mnozina S ortogonalni, je mnozina {Hu tuw € Sy ziejmé ortonormalni.
U

Oznaceni: Je-li V vektorovy prostor a S C V', pak podprostor generovany mnozinou S (linearni obal mnoZiny

S, mnozinu vSech linearnich kombinaci vektori z S) ozna¢ime Lin(.S).
Mohutnost mnoziny M oznac¢ime card M.

6.1.10 Véta (Gramova [1850-1916] - Schmidtova [1876-1959] ortogonalizace)

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ) a S C V konetna nebo spocetna linearné
nezavisla mnozina. Pak existuje ortonormalni mnozina R C V takova, ze Lin(S) = Lin(R) a card S = card R.
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D.: Necht S = {uy,uq,...}. Definujme vektory x1,za,... a uj,ug,... takto:

1
T = Uy U1 = —”551”3:1
1
$2=U2—(U2|1}1 )’Ul ’ngml'g
2
k ' 1
Thpr = Uk — 2 (Upgr |05 )i V4l = T Thy1
i=1 |7k

Tento postup konéi, je-li mnozina S kone¢na vycerpanim vsech jejich prvki. Jinak muZeme neomezené

pokracovat. PoloZzime R = {v1,va,...}. Zfejmé je card S = card R.

Uplnou indukei ovéfime, ze vektor v, je linearni kombinaci vektortl uy, usg, . .., u, a naopak, vektor u, je
linearni kombinaci vektorii vy, va, ..., v,. Tedy Lin(S) = Lin(R).

Je-li mnozina {x1, o, ...,z } ortogonalni, tak pro kazdé j € {1,2,...,k} plati

)) -

(wnpr o) (vifey) =

k
(o le) = (o= 3 (] u)u

i=1

-

= (ursr |2y ) -

i=1

= |l

1
= (wer [z ) =) ([ ) =3 (@i |25 ) =
i=1 sl
= (wr |2 )= (wen |z ) = 0.
Tedy zgp+1la; pro kazdé j € {1,2,...,n}, coz znamend, Ze mnozina {x1,2a,..., Tk, Tk4+1} je ortogo-
nalni. Z principu matematické indukce plyne, Ze mnoZzina {x1,x2, ... } je ortogonalni a tedy mnozina R je
ortonormalni. [

6.1.11 Poznamka

Bud V realny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem ( . | ) {un}n 1 posloupnost vektori z V. Pro kazdé

n € N polozme s, = Z u;. Rekneme, 7e nekoneénd fada vektori Z Uy, konverguje k vektoru s a piSeme
i=1 n=1

E Uy = s, jestlize hm Sp = § v prostoru s metrikou zavedenou v 6.1.4.
n=1

6.1.12 Véta

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ), {un}52, ortonormalni posloupnost vektori
7z V a {7,}°2, posloupnost redlnych ¢isel.

o0 oo
e Je-li prostor V tplny a ¢iselna fada > +2 konverguje, pak také rfada vektorti . ~,u, konverguje.
n=1 n=1

o0 o0
e Jestlize fada vektori Y v,u, konverguje k vektoru v € V, pak &iselna fada Y. 2 konverguje a pro kazdé
n=1 n=1
n € N plati v, = ( v | U, )

n
D.: Oznaéme s, = > Yrug.
k=

o0
Necht V je tplny a Y. 42 konverguje. Bud & > 0 libovolné. Podle 4.1.4 existuje ng € N takové, Ze pro
n=1
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n+m

>

n >ng, meN je <e.Pron >ng, p>ng, p>nje tedy

k=n+1
p 2 P P
Isp—sal’ = || S ]| = ( S | m) _
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
p p p
= > > wulwm|y ) = > R <e,
k=n+1j=n+1 k=n+1

coZ znamena, Ze posloupnost {s,}52, je cauchyovska a protoze je V uplny, je tato posloupnost konver-
gentni.

Necht Z Ynun, = v € V. Kdyby Z 72 = oo, pak by z analogického vypoétu jako v piedchozim kroku

vyplynulo Ze posloupnost {s,}2° by nebyla cauchyovska, coz by byl spor s jeji pfedpokldadanou konver-
genci.
S vyuzitim 6.1.8 dostaneme

(v]w) = nm(iw

u;g) = lim Z% ul|uk) = nlirgoVk = k-

n—oo

6.1.13 Definice

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem ( . | . ), {un}52 ; ortonormélni posloupnost vektort z V/
aveV.Cislay, = ( v | Uy, ) se nazyvaji Fourierovy koeficienty vektoru v vzhledem k ortonormdlni posloupnosti

o0
{un}2, atada > vuu, se nazyva Fourierova Fada vektoru v vzhledem k ortonormdini posloupnosti {u,}22 ;.

n=1
6.1.14 Veéta
Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem ( . | . ), {u,}22, ortonormalni posloupnost vektoriiz V,

v €V, {}52, posloupnost Fourierovych koeficienti vektoru v vzhledem k posloupnosti {u,}22; a {8,}52,
libovolna posloupnost redlnych ¢isel. Pak pro kazdé n € N plati nerovnost

n n
v — E Yiti|| < ||v— E Biug
i=1 i=1
(mezi vSemi linearnimi kombinacemi vektort uy, ua, ..., u, méa od vektoru v nejmensi vzdalenost ta, jejiz koe-

ficienty jsou Fourierovymi koeficienty vektoru v) a

= [l Z%

n
U= E Yilbi
i=1

(Besselova identita).

167



D.: Dokazovana nerovnost i Besselova identita plynou z rovnosti
n 2 n
v— E Biui — 2 Biug )
i=1 i=1

ol =" B (i | v Zﬂl ol ) 4SS 88 (i [y ) =
=1

1=1 j=1

||v||2—2Zﬁm+Zﬂ? = Iol? + (62 - 280 =

i=1

Jol® +Z P=a) = ol Z% +Z

( U= i Biug
i=1

O

6.1.15 Disledek (Besselova [1784 — 1846] nerovnost)

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ), {u,}22; ortonormalni posloupnost vektora
zV,v eV, {7}, posloupnost Fourierovych koeficientii vektoru v vzhledem k posloupnosti {u,}2> . Pak

plati
n
2
> a2 < ol
i=1

Z Besselovy nerovnosti a z 6.1.12 plyne, ze v uplném prostoru Fourierova fada libovolného vektoru konverguje.

6.1.16 Véta

Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem ( . | . ), ktery je uplny, {u,}22; ortonormalni posloup-
[ee]

nost vektorii z V a v € V. Fourierova fada > vy,u, vektoru v vzhledem k {u,}2°; konverguje k vektoru v

n=1

pravé tehdy, kdyz plati
o0
2
Do =l
n=1

(Parsevalova rovnost).

D.: Podle 6.1.8 a 6.1.14 plati

00
v — § TYnUn
n=1

2

n
v —= Z%‘ui

=1

2 n 0
. 2 2
= lim (nvn —Zﬁ) = ol ="
i=1 n=1

lim
n— 00
O

6.1.17 Definice

Reélny vektorovy prostor, ktery je tplny a v némz existuje nekonecna ortonorméalni podmnozina se nazyva
Hilbertiv prostor.

6.1.18 Priklad

o0
Necht ¢? je mnoZzina posloupnosti {;}22, takovych, Ze fada > a? konverguje.
i=1
o0
Jsou-li {;}22,,{B:}22, € €2 pak fada Y a;3; konverguje absolutné.
i=1
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D.: |a;8i| < max{a?, %}
k k k 0 0
> max{ad, B7} < 3l ai+ 3B < Yl ai+ 3 B < oo
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

~ o0
Rada s nezapornymi ¢leny Y max{a?, 42} ma ohrani¢enou posloupnost ¢éstecnych souéti. Podle 4.2.1
i=1

o0
tato Fada konverguje, takze podle 4.2.4 konverguje i fada Y |a;3;|. O
i=1
(? tvoii realny vektorovy prostor a lze snadno ovéfit, Ze zobrazeni ( . | . ) : 0?2 x (> — R definované pro

u={o;}32, € 0% v={B;}32, € (* predpisem ((u |v )= > @if; je skaldrni soucin.

i=1
. 0, i#J
Polozme e, = {6,:}52;, kde 6;; = ) . Pak zfejmé pro kazdé n € N je e, € €2, |en| =1,
;1=
(en | em ) =0pron#m. Tedy {e,}52; je ortonormélni posloupnost v ¢2.
Bud u = {a;}2; € £2 libovolny Vektor Fourierovy koeficienty tohoto vektoru vzhledem k {e, }5 ; jsou

Tn = u|€n g Qi0ni = Qip -

Dale
n 2 n n
nh_}rrgo u—;aiei = nh_)ngo( u—l;azel u—l;aiei ) =
= nh_)rrgo (u|u)—22az(u|ei)+ZZaza](el|eJ) =
i=1 i=1 j=1
= le <Za —2204 —I—Za) = le Z oz? =0,
=1 i=n+1

takze Fourierova fada libovolného vektoru u € £? konverguje k u.

6.2 Prostor £%(a,b)

Necht a,b € R*, a < b.
Symbolem C?(a, b) oznaéime mnozinu viech funkci f spojitych na intervalu (a,b), pro néz f 7))%dx < oo.
Jsou-li a,b € R a lim+ f(z) € R, liril f(z) € R, je nerovnost trivialni. V opafném piipadé rlka ze prislusny
T—a r—b—

nevlastni integral konverguje.

6.2.1 Poznamky
b b
1. Jsou-li f,g € C%(a,b), pak [|f(z)g(z)|dz < 00 a —oc0 < [ f(z)g(x)dz < oco.

D.: Necht uvazované integraly jsou nevlastni. (V opatném piipadé by tvrzeni bylo trividlni.)

b

b b b
[lr@g@lds < [max{(s@)* g)?)de < [(F@)e+ [ @) < o

a

Druhé nerovnost plyne z 3.5.8. [J
2. Jsou-li f,g € C%(a,b), pak také f + g € C*(a,b) a pro kazdé o € R je af € C*(a,b).
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b

(f(z) + g(x)*dz = / d:c+2/f d:c—i—/( (z))%dz <

a

e

b

/( dx+2/f r)dz +/(g( N)2dz <

a
b

/ d:c+2/|f |dx+/(())2dx < o0,

a

IN

IN

/b (0f(@)?dr = o / (F@)de < o.

O
3. C%(a,b) tvori realny vektorovy prostor, nulovym vektorem je funkce f = 0. (Budeme ji znadit 0.)

D.: Plyne bezprostiedné z predchoziho tvrzeni. [J

b
4. Zobrazeni @ : C*(a,b) x C*(a,b) — R dané predpisem ®(f,g) = [ f(x)g(z)dz je skalarnim soucinem.
D.: Nejprve poznamenejme, Ze zobrazeni ® je podle 1. definovano korektné.
Ovéfime platnost podminky (U1):
Necht f # 0. Pak existuje zg € (a,b) takové, ze f(zg) # 0 a ze spojitosti funkee f plyne existence
okoli O(xg) = (zo — 6,20+ 9) C (a,b) bodu zq takového, Ze (f(z¢))? > € > 0 pro viechna z € O(xo).

o+
Podle 3.3.1 je [ (f(z))*dz > 2¢6 a tedy
ngé
b x0—0 ) +6
O(f, )= [(f(@)*dz = [ (f(z))*dz+ f r))23dz + f z))*dz > 0+ 2e6 + 0 > 0.
a a ro—9 zo+0

Platnost podminek (U2) — (U4) je ziejma. O

< \/f 2dx\/f ))2dz .

D.: Plyne z pfedchoziho tvrzeni a z 6.1.3. [J

5. Jsou-li f,g € C%(a,b), pak ff( x)dw

6.2.2 Definice

Bud f funkce definovana na intervalu (a,b).

Rekneme, 7e funkce f je po édstech spojitd, je-li mnozina jejich bodu nespojitosti kone¢né.

Rekneme, ze funkce f je po cdstech monotonni, existuji-li ¢isla zg, z1,...,z, € R* takova, ze

a=x9<x < < Tp_1 <z, =D>0afunkce f je monotonni na kazdém z intervala (z;—1,z;), i =1,2,...,n.

Symbolem L2 (a,b) ozna¢ime mnozinu vSech po ¢astech spojitych funkei f definovanych na intervalu (a,b),

pro néz f ))?dz < co.

Pro kazdou funkei f € £2 (a,b) oznacime symbolem N (f) mnozinu jejich boda nespojitosti.

6.2.3 Poznamky

. b
1. Na mnoziné £%(a,b) definujme relaci ~ piedpisem: f ~ g < [(f(z) — g(x))?dz = 0. Pak ~ je relaci

a

ekvivalence na mnoziné £2(a, b).
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D.: Reflexivita a symetrie jsou ziejmé.
Necht f ~ g, g ~ h. Budte xg,21,...,2, € R* takova, Ze a = 29 < 21 < - < 2,1 < Ty, = b a
N(f)UN(g) UN(h) C {zo,x1,...,2,}. Pak kazda z funkci f, g, h je spojitd v kazdém intervalu

(xi—1,x;) a plati fl (f(x) — g(x))*da = T (g(x) — h(x))?dx =0, i=1,2,...,n

Ti—1 Ti—1
S vyuzitim 6.2.1.5 dostaneme

o
IN
~

8
S~—"

|
=
roum)

8
~—
S~—"

N

Q.

8

I

- B —
~—
~
roum)

8

~—~
|

Q

—

8
S~—"
+
Q
~—

8
S~—

|
=
roum)

8
S~—
~—"

N

Q.

8

I

= 0423 [ () - g@)(gla) - h)a +0 <

Zq

/ (f(2) — 9())(g(x) — h(x))de

Ti_

IN

23

1
T

22:1J /(f(x)g(ﬂﬁ)yde /(9($)—h(:v))2dx =0.

Ti—1

IN

b
takze [(f(z) — h(z))*dz =0, coZ znamena f ~ h. [J

R b
2. Jsowli f, g, f1,01 € L*(a,b) aplati f ~ f1, g~ g1, pak —oco < [ f(z)g(z)dz = [ fi(2)g1(z)dz < oc.

D.: Budte zg,z1,...,7, € R* takovi, Ze a =20 <21 <+ < Tp_1 < T, =b a
N(f)UN()UN(fl)UN(Ql)C{$0,£C1,-- T}
Pak ff r)dz = E f f(x)g(x)dz a f,g € C?>(x;_1,7;) pro kazdé i = 1,2,...,n. Z 6.2.1.1 tedy

b
plyne —oo < [ f(z)g(z)dz < cc.

Dale podie 6.2.1.2 £, g1, f~f1,9-01 € i1, 2)a [ (f@)=fi(@)de = [ (g(e)=g1(2))*dx = 0
pro kazdé i = 1,2,...,n. S vyuzitim 6.2.1.5 dostaunemr;e1 o
b b b
0 < /f(x)g(x)d:z: _/ / R

<

b
/ F(@)(g(z) — g1 (2))dz + / ((2) — fi(@))gn (2)dz
/ (f(2) - Fr(2))gn (@)dz
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=13 [ 1@ - at@de + > [ (@) - A <

=
8]
S~—
|
)
=
8
S~—
S~—
Q
[
~—
~—
ol
IN

Odtud plyne rovnost mezi integraly. [J

3. Jsou-li f1, g1, f2, g2 € L%(a,b) takové, Ze fi1 ~ fo, g1 ~ go a @ €R, pak fi1 + g1 ~ fo+ g2 a afi ~ af.

D.: 0= jz(fl(x) — fa(x))?dx = jlz((fl(x) — fa(x)) — 0)2dx, takze f; — fo ~ 0. Podle predchoziho je

a a

b b
J(fi(x) = fa(2))(91(x) — ga(z))dz = [0(g1(2) — g2(x))dx = 0, tedy

a

b b
/Kmm+m@wwﬁ@+mum%x=/«mw—h@wumw—wwm%w=

b b b
= /(fl(x) — fa(@))?dzx + 2/(f1(:1:) — f2(2)) (g1 () — ga(z))da + /(gl(x) — ga(2))2dz = 0.
Dale
b b
/(af1(:r) —afy(x))?dz = o /(fl(a:) — fa(z))?dz = 0.

O

Pro kazdé f € L£2(a,b) polozme (f) = {h € L?(a,b) : f ~ h}. Neboli: mnoziny (f) jsou t¥idy rozkladu
mnoziny £2(a,b) podle ekvivalence ~, (f) € £2(a,b)/ ~; (f) = (g) & f ~g.

Oznacme £2(a,b) = L?(a,b)/ ~ .

Dale pro (f), (g) € £L*(a,b), a € R klademe

(N +{g) = (i+9) (soucet)
of) = (af) (nésobeni skaldrem)

pricemz f1 € (f), g1 € (g). Podle 6.2.3.3 soucet ani nasobeni skalarem nezavisi na vybéru representantt f1, g1.
Mnozina £2(a, b) tvoii redlny vektorovy prostor. Jeho nulovym prvkem (0) je t¥ida obsahujici funkei f = 0.
Zobrazeni ( - | - ) : £*(a,b) x £*(a,b) — R definované pro (f), (g) € £(a,b) predpisem

b
(m|@>=/ﬁ@mwm,

kde f1 € (f), g1 € {g), nezavisi podle 6.2.3.2 na vybéru representanti fi, g;.
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Necht f; €

(f). Pak plati

Je tedy splnéna podminka (U1) z 6.1.1. Platnost podminek (U2) — (U4) je ziejmé. Zobrazeni ( . | . ) je skalarnim
sou¢inem na £2(a, b).

'V dalsim budeme pro zjednoduSeni zapisu prvky mmnoziny L2(a,b) znacit stejné jako funkce z mnoziny
L£2(a,b). (Tridy rozkladu ztotoziiujeme s representanty. )
Vzdalenost dvou funkei f, g v prostoru £2(a,b) je

b

I —gl = / (f(x) — g(x))?dx

a

a nazyva se stiedni odchylka funkci f, g
Konvergence posloupnosti funkei v prostoru £2(a, b) se nazyva konvergence (posloupnosti funkei) podle stiedu.

6.3 Fourierovy rady vzhledem k trigonometrickému systému

Uvazujme prostor £?(—m, ) a posloupnost funkef

Plati

{1, cosz,sin x, cos 2z, sin 2z, . . ., cosnx, sinnz, . .. }.

™

(1|1):/dx:27r,

—T

9 1+ cos2nx 1 sin2nz "
( cosnx | cosSNT ) = cos” nxdxr = ———dx = |-z + =,
2 2 dn | __
[ 1 cos2 1 sin2na]”
( sinnx | sinnx ) = /sin2nxd:1: = /ﬂdx = |-z — S ZnT =T,
2 2 4n o
T 1 . .
( 1 |cosn:1: ) = cosnxdr = |—sinnx =0,
n -7
: [ T 1 " N
(1|sinnz ) = [ sinnzde = |——cosna = _E((_l) — (=" =0,

1
( sinnz | cosmz ) = /sinnzcosmxd:z: =3 /(sin(n—l—m)x—l—sin(n—m)x)dx = 0.

—T —T

Odtud plyne, Ze uvazovana posloupnost funkef je ortogonalni v prostoru £2(—m, ) a tedy posloupnost funkei

1 1 1 1 1 1
, cos ¥, —= sin x, —= cos 2z, sin 2z, . cosnx, — sinn, . . .
{\/ﬂ i VT VT i R VT }
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je ortonormalni posloupnosti funkei v prostoru £2(—n, 7). Tato posloupnost se nazyva trigonometricky systém
funkci.

Je-li f € L2(—m, ), pak Fourierova fada této funkce vzhledem ke zminéné ortonorméalni posloupnosti je

1 +i ( cosSNT L5 sinnz)
g — Ay ——F—— n—— |
Vor &~ NG NG
kde

™

oy = \/%/f(x)dx, o, = \/%/f(ac)cosn:vdx, By = \/%/f(:v)sinmcd:v, n=123,....

—T

Tuto fadu lze zapsat v prehlednéjsim tvaru

% + ;(an cosnx + by, sinnz) ,
kde
1 1 .
a, = — | f(z)cosnzdr, n=0,1,2,... b, = — | f(z)sinnzdz, n=1,2,....
T T

Z 6.1.16 a 4.3.13 plyne

6.3.1 Véta

Bud f € £?(—7, 7). Fourierova fada funkce f vzhledem k trigonometrickému systému konverguje k funkci f
podle stfedu (v metrice prostoru £2(—m, 7)) prave tehdy, kdy#

a2 oo o0
2
S+ an+y b= I
n=1 n=1

7.6.1.4 a 4.1.5 plyne

6.3.2 Véta

Necht f € L?(—m,7) a aog, a1, az,...,b1,ba, ... jsou Fourierovy koeficienty této funkce vzhledem k trigonomet-
rickému systému. Pak lim a, = lim b, = 0.
n—oo n—oo

6.3.3 Véta (Dirichlet [1805 — 1859])

Necht funkce f je ohrani¢ena, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni na intervalu [—, ]. Pak jeji Fourierova
fada vzhledem k trigonometrickému systému bodové konverguje na intervalu [—m, 7] k funkei f, pFi¢emz

f(@), x € (—m,m), f je spojita v x
fl@) = {3 (tlglglf(t) +t£g1+f(t)) , @€ (-m7), f nenispojiti v
3 (t_lgfr}ﬁf(t) + tl_i}rp_ f(t)) . ze{-mm}

D.: Viz V. Novék, Nekone¢né rady.
Poznamenejme jen, Ze podle 1.6.15 piislusné jednostranné limity existuji. [J
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Ziejmé f ~ f, t.j. f = f v prostoru L2(—m, ).
(Bodovy) soudet Fourierovy fady vzhledem k trigonometrickému systému je 2m-periodicka funkce. Tedy

(bodovy) soudet Fourierovy fady je 2m-periodické rozsiteni funkee, ktera je na intervalu (—m, w) ekvivalentni (ve
smyslu 6.2.3.1) funkei f.

Je-li f € LS(—7, ) suda funkce, pak b, =0, n = 1,2,... a Fourierova fada této funkce vzhledem k trigo-
nometrickému systému ma tvar

o0 2 71'
@—I— E an cosnr  kde an:—/f(a:)cosn:rdzc, n=20,1,2,....
2 — T

n= 0

Tato Fada se nazyva kosinovd (fada funkce f).
Je-li f € L£%(—m,7) licha funkece, pak a, = 0, n = 0,1,2,... a Fourierova fada této funkce vzhledem
k trigonometrickému systému ma tvar

K

> 2
ansinn:v kde b,, = —/f(x)sinmcd:v, n=12....
T

n=1 0
Tato Fada se nazyva sinovd (Tada funkce f).

6.3.4 Priklad

Necht f(z) = x pro « € [—m,7w]. Je to funkce licha, proto a,, =0, n=0,1,2,....

1 11 1 I
b, = —/:zrsinnxda: = — [——xcosnx} —l——/cosna:dx =
T T n .
1 1 1 1. ™
= —|—=mcosnm — —mwcosnm) + — [sinnz]” | =
T n n n
2 2 2
— _ = = —Z(1 no_ 1 n+1 <
~ cosnT n( ) (-1) -

Tedy pro z € (—m,m) je

T
Zejména pro x = ) je

tedy

6.3.5 Véta (Dirichlet [1805 — 1859] - Jordan [1838 — 1922])

Necht funkce f je 2m-periodicka, ohranic¢ena, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni na intervalu [—m, 7]. Je-
li f spojita na intervalu (a, b), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k trigonometrickému systému konverguje
stejnomérné k funkei f na kazdém uzavieném podintervalu intervalu (a,b).

D.: Viz V. Novék, Nekoneéné rady.
Poznamenejme jen, Ze interval (a,b) nem4 zadny vztah k intervalu [—m, 7). O
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6.3.6 Priklad

f(x) = 2% pro x € [-7,7]. S vyuZitim vysledku 6.3.4 dostaneme

< < X 1\n+l X (_1\n+1 Y
flx) = 2/tdt = 2/(2 g Lsinnt) dt = 4 g L/sinntdt =
n n
0 0 n=1 n=1

0

oo -1 n+1 1 0 -1 n+1
= 42 L—[—cosnt]ﬁ = 42 %(COSO —cosnz) =
n=1 n " n=1 "
s -1 n+1 s n+1 n+1
= 42(%(1—cosnx) = 42(7—42 cos nx
n
n=1 n=1
%) 1 n+1
(Vypocet je korektni, nebot fada 3 ( )2 (1 — cosnz) konverguje absolutné.)
n=1 n

Soucasné plati
e 17 1
E —/f(x)d:z: = — [ 2%dz = —[xg]7T - .

Tedy pro = € [—m, 7] je

Zejména pro x = 7 je

Mimochodem také vyslo
n+1

6.3.7 Fourierovy rady funkci z prostoru £3(a,b)

Necht f € £%(a,b) je ohranifena, po ¢astech spojitda a po ¢astech monotonni. Polozme

b— b
gt)=f ( 5 4 + a—2|— ) Pak g je ohranicené, po ¢astech spojita a po ¢astech monotonni funkce definovana
0

2 —a—>5
na intervalu [—m, 7] a plati f(z) =g (wbiaw). Podle 6.3.3 je
—a

g(t) ~ — 0 4 Z (o, cosnt + By sinnt), kde

17 17
oy = —/g(t)cosntdt, n=0,1,2,... B = —/g(t)sinn:z:dt, n=12,....
s v
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20 —a—b 21 2 b+a

Substituci t = ————, dt = dx a pfi oznaceni ¢, = ——nmw, ¥, = ——nn dostaneme
b—a b—a b—a b—a
cosnt = cos(ppx —1) = €oSpux costy, + sin g,z sin, ,
sinnt = sin(gpx — 1Y) = sing,x cos, — cos P, sin, ,
) b
An = T4 /g(cpnw — 1) cos(pnr — Y)da =
b b
2
= 3 cos wn/f(x) cos pprdr + sim/)n/f(x) sin ppzde | |
—a
b
2 .
B = s [ alons —W)sin(gnz — v)do =
b b
2
= 3 cos Uy, / f(z)sinppzdr — siny, / f(z) cos ppxde
—a
Ozna¢me
2 / 2
an, = b_a/f(ac)cosbﬁﬂ;bxd:v, n=20,1,2,...,
¢ 6.2
b (62)
2
b, = b_a/f(:v)sm TT zdr, n=1,2,
Tedy
2c —a—b ao = . . .
flx) =g 5" Y 5 + Z[(an €08 Yy, + by, sin by, ) (cos ppa costhy, + sin ppx siny,) +
—a
n=1
+(by, costy, — ay, siny, ) (sin g,z cos,, — cos ppx sin,)] =
= % + ;[(cos On €OS% 1y, + sin @,z sin, cos, —
— sin @, sin, cos,, + cos p,x sin® Un)an +
(cos pnx sinp, cos, + sin p,x sin? ¥, +
+sin p,x cos? P — €COS ppx sinty, cosPy)b,] =
= % + ;(an COS P + by Sin ) .
To znamena, ze
= 2 2
f(z) ~ %—i—; (ancosbiﬂax—i—bnsinbﬁﬂ;x) , (6.3)

kde koeficienty a,,, b, jsou dany vztahy (6.2).
Pro bodovou a stejnomérnou konvergenci fady (6.3) plati véty analogické 6.3.3 a 6.3.5.
Vzorec (6.3) mizeme jesté upravit. Polozme

2nm

b
, Ap = a% + b%a op, = arctg —.
b—a an
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Pak plati

AR AT

= A, (cos op, coswnx + sin g sinw,z) = A, cos(wp,x — ©)

p, COSWn T + by sinwpx = /a2 + ( coswy + sin wn> =

a formuli (6.3) miZzeme piepsat na tvar

fz) ~ % + Z Ay cos(wnz — @n).

n=1

Hodnoty w,,, 4, a ¢, se nazyvaji frekvence, amplituda a fdze n-tého ¢lenu Fourierovy fady funkce f. Rozlozeni
frekvenci, amplitud a fazi se (zejména v elektrotechnické literatuie) nazyva frekvencni spektrum funkce f.

6.3.8 Priklad

1
x cos 2nmadr + /(1 —x)cos2nmxdr | =

1

2

an

|
[N}
O\ml»—A

=

1 1 1 !
= 2 [i sin2nmr + ——— cos 2n7r:v] + [— sin 2nmwx — L sin 2nmr — ———— cos 2n7rx} ) =

2nm 4n2x2 o 2nm 2nm An2n2 1
2
1 1 1 1 1 0, n sudé
(4712772 SN 422 T 4n2pe + dn2n? % mr) n2m? ((=1) ) —%, n liché
T

1

2
b, = 2 (/xsin 2nradr + /(1 —z)sin2nmedx | =
0

1

2

z 1 1 !
= 92 <[4n2 3 sin2nmx — % CcOoS 2nﬂ':1:] ) + {% cos2nmx — ) sin2nmx — D CcOoS 2nﬂ':1:] ) =

1
= 2 —MCOSTLW—F%—%—mCOSTLTF—F %COSTLW) = 0
Celkem
1 0o
(r) = Z_TFQZ cos2(2n+1)

Zejména pro z = 0 dostaneme



6.3.9 Komplexni tvar Fourierovy rady

Fourierova rada funkce f € 52(—%T, %T) vzhledem k trigonometrickému systému je podle 6.3.7 dana formuli

1 - 2k 2k
flx) ~ 500 + ; <ak cos Twa: + by sin Tﬂx) ,

kde

ap =

r
2km 2 . 2km
f(x)cosTxd:r, k=0,1,2,..., bk—T/f(a:)smed:r, k=0,1,2,....

Nl
\NH

Sl
|
Sl

Piitom je splnéna Parsevalova rovnost (sr. 6.1.16, 6.3.1)

n

Jad+> @+ = 2 [ (@) an
k

=1 T
2

[N

Polozme nyni

1 1
= —ayp, C, = g(ak_ibk)a C_f = §(ak+ibk), k=1,2,3,..., (6.4)

neboli
aog = 2¢y, ar =cp+c_p, bp=i(ck—c_k), k=1,2,3,.... (6.5)

Fourierovu fadu pii tomto oznaceni miizeme piepsat do tvaru

1 > 2k 2k
fx) ~ 5(260) + ,; ((ck + c_) cos Tﬂ-x +i(cr — c—g)sin Tﬂx) =
=co+ Z (ckei%Tfr +c_pe 12?{) Z ke T 4o + che e Z cpe T
k=1 k=—o00 k=—o00
Pritom
T T
12 1/ 20
=37 [ fakdo =7 [ e ¥
r T
2 2
T T
1(2 .2
=357 / f(z) cos —axdx — iz / f(z)sin —adx | =
T T
2 2
T T
1/ 2k 2 1/ 2
=7 / fx) <cos N isin T:z:) do = T / flx)e ¥ ode, k=1,2,3,...,
r r
2 2
T T T
2 2 1] 2
C = T / ) cos —xdx +1 iT / s1n—:1:dx =7 / f(x)e T %dz, k=1,2,3,....
T T T
2 2 2
Jesté prepiSeme Parsevalovu rovnost. Ze vztaht (6.4) vidime, Ze c_p = €, |ck| = |c—k| a ze vztahi (6.5)
vypocitame

ai + b =c2 +2cpc_ g + 2 — (i—Qckc_k—i—cgk) :4ckc_k=4ck@=4|ck|2.
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Parsevalova rovnost tedy bude mit tvar

T
7 o0
2 1
T/(f(:c)) = s+ (o} +1}) —2co+42|ck| _9 Z o2
k=1 k=—o0

Z provedenych vypoc¢ti vidime, Ze Fourierovu fadu funkce f vzhledem k trigonometrickému systému muzeme

!

prepsat v komplexnim tvaru

T
2
= okx 1 .
> el kdeey= / f@)e e, ke Z; (6.6)

k=—o0 B

(6.7)

> lal =g [ (f@)de

k=—o0 r
2

6.4 Fourierova transformace
Druhou z relaci (6.6) mtzeme chépat jako definici zobrazeni, které funkci z mnoziny £2 piifadi komplexni

o0
> Jex]? < oo. Jinak Feceno, oznaéme

posloupnost {cy}r . s vlastnosti
k=—oc0
S = {{ck}io_oo CC: Z ler)? < oo}
k=—o0
a definujme zobrazeni G : £2 — S vztahem
T o
1 2
0() =47 [ et
_r
2 k=—o0
tj. pri rozepsani do slozek
N
2
1 2k7r
g(f)k:T/f(x) Idx k=. _35_25_1507152737""
T
-3

Naopak, prvni z relaci (6.6) mizeme chapat tak, Ze posloupnosti {c },-.__ € S pfifazuje funkci f € £2 takovou,

o0

ze
flx) ~ Z cpe T
k=—oc0
Mame tak definovano inversni zobrazeni G=1 : S — £2,
o0

— 27671‘
G ({ertpe_ ) () ~ Z cke' T .

k=—oc0

linearni funkcional (linearni zobrazeni, které funkci — vektoru — p¥iradi ¢islo redlné nebo

Integral je podle 3.3.5
komplexni — skalar). To znamené, ze také zobrazeni G je linearni
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Dostali jsme tak jedno-jednoznacnou korespondenci mezi funkcemi definovanymi na intervalu (—%T, %T)
symetrickém kolem pocatku — nebo, coz je totéZz, mezi T-periodickymi funkcemi — a komplexnimi posloup-
nostmi {¢x}po . Tuto skute¢nost mizeme vyjadrit také tak, Ze mame transformaci G vektorového prostoru
L2 realnych funkei na vektorovy prostor S komplexnich posloupnosti a transformaci inversni.

Definujme nyni funkci g jako analogii zobrazeni G predpisem

f(z)e % dz. (6.8)

—u

T—o0

96 = [ fa)e e de = lim

Sl

pokud tato limita existuje; takto definovany integral, nazyvany nevlastni integrdl ve smyslu hlavni hodnoty,
nemusi byt nevlastnim integralem ve smyslu definice 3.5.1. Funkce ¢ je komplexni funkci jedné realné proménné
£.
Polozme déle
2km

&k = a (6.9)

pro kazdé k € Z. Pak D = {... {3, 2,&1,&0,&1,&2,&3, . .. } predstavuje déleni intervalu (—oo, 00), pro jehoz
normu plati

2 .

V(D) = &kt1 — & = 7 a Jim v(D) = 0.

Porovnanim s relaci (6.6), vidime, ze
1
k= 79(&), ke (6.10)
Pro z z intervalu (—%T, %T) miizeme proto psat
- 1 i€ 1 E i€
F@)~ D0 mg(€)e™™ = o= 3 g(6)e (G — &)-
k=—o0 k=—o00

Posledni sumu miiZzeme chéapat jako integralni soucet piislusny ke komplexni funkci realné proménné definované
vztahem z — g(£)e™'*¢, déleni D a vybéru reprezentantit D; pojmy ,dé&leni intervalu® a ,integralni soucet®
jsou analogiemi pojmu zavedenych v 3.2.1 a 3.2.8 pro ohraniceny interval a omezenou realnou funkci. Muzeme
ocekéavat, ze bude platit

f@) ~ 5 [ g (6.11)

Z rovnosti (6.7), (6.9) a (6.10) muzeme jesté odvodit

1T . | 11 &
T / (f(z))’de = k:z_:oo lex|* = k:z_:oo T2 l9(&)I* = Tor k:z—oo 19(&)1* (€rs1 — &)
a oCekavat platnost rovnosti
1
[ G@)ar=o- [ 1o (612

Komplexni funkce g jedné realné proménné & € (—oo, 00) je zavedend formuli (6.8) pomoci redlné funkece f
jedné realné proménné z € (—o0, 00). Tuto relaci mizeme interpretovat jako pfirazeni komplexni funkce g funkei
realné f, nebo jako transformaci funkee f na funkei g. Formule (6.11) pak vyjadiuje zp&tnou transformaci. Zatim
se vSak jedna o vyjadireni pouze forméalni, nevime, zda uvedené nevlastni integraly maji skuteény vyznam, zda
v néjakém smyslu konverguji. Lze ovSem dokazat, ze pokud je funkce f : R — R absolutné integrovatelné, t;.

/OO |f(z)|dz < o0
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(ve smyslu definice 3.5.1), pak piislusné integraly konverguji.
Zavedeme mnoziny funkci

F = f:R%R:/‘f(:v)’dx<oo a G= g:R%C:/’g(m)’2dx<oo
a zobrazeni R
F:F=G, f=Ff)=Ff
definované vztahem -
fo) = [ s (6.13)

Na mnozinach F' a G je pfirozené definovan soucet a vnéjsi soucin
(f+9)(x)=f(x)+g(x) pro f,ge Faxz eR nebo f,ge GaxeC,

(af)(z) =af(z) pro feF, ax €R nebo feG, a,zeC,

mnozina F' je tedy vektorovym prostorem nad polem redlnych ¢isel a mnozina G je vektorovym prostorem nad
polem komplexnich ¢isel. Zobrazeni F je podle 3.3.5 linearni.

Zobrazeni F nazyvame Fourierovou transformact funkce f, komplexni funkci f = F(f) nazyvame Fouriero-
vgm obrazem funkce f. Vztah funkce a jejiho Fourierova obrazu je podle (6.12) dana rovnosti

[ G@)ar= 5 [ i@ ae,

kterou nazyvame Plancherelova.
Ptisné vzato, zobrazeni F neni prosté. Naptiklad pro dvé riazné funkce

0, x=#0,

filz)=0 a fz(I)—{l 0

plati F(f1) = 0 = F(f2), tedy jadro linearniho zobrazeni F neni jednoprvkové. Proto (podobné jako pii
konstrukei prostorit £2) definujeme ekvivalenci ~ na mnozinich F a G vztahy

pro fi1, f2 € F klademe f; ~ f2, pokud / | f1(z) — fa(z)]|e " dz = 0 pro viechna ¢ € R,
pro g1, g2 € G klademe g1 ~ g2, pokud / (91 (x) — gg(:v))2eiwgd§ = 0 pro v8echna x € R

a ekvivalentni funkce z mnozin F', G ztotoziujeme. Pak jiz zobrazeni F je prosté a tedy invertovatelné.
Inversni Fourierova transformace F~': G — F je podle (6.11) definovana vztahem

1

f@) =5 [ Fes (6.14)

6.4.1 Vlastnosti Fourierovy transformace

Uvazujme funkci f € F, ktera je navic diferencovatelna. Pak je tato funkce podle 2.1.3 spojitd a podle 3.5.7
plati
lim f(z) =0= lim f(z).

Tr—r—00 Tr—r00
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Odtud s vyuzitim 3.1.10 a skutecnosti, Ze funkce e 7 = cos 2€ + isin € ma realnou i imaginarni éast ohrani-
¢enou, dostaneme

716 = / fl(@)e ™ de = [f(x)e ] +i€ / fx)e "8 dz = i f(€).

To znamena, Ze Fourierova transformace pirevadi derivaci funkce na nésobeni jejiho obrazu ryze imaginarnim
¢islem; jinak fe¢eno, pfevadi infinitesimélni operaci na operaci algebraickou.

6.5 Fourieriv integral

Bud f spojita funkce definovana na intervalu (—oo, 00) takova, ze [ |f(t)|dt konverguje. Dale bud ¢ > 0.

— 00

Podle 6.3.7 pro kazdé = € <_§’ ;) je

- 2 2
f(z) = %—F;(ancos%x—i—bnsin%x),

kde
5 5
anzg/f(t)cos%—ﬂtdt, n=20,1,2 ... bnzg/f(t)sin%—wtdt, n=12....
14 14 14 14
-3 -3
Tedy
3 3
flz) = %/f(t)dt—i—zl%/f(t) (cos%thcos%wa—i—sin%thsin%wa) dt =
iy =L
5 5
1 1 27 2nm
) ay n=

Abychom dostali vzorec platny pro kazdé x € (—o0, 00), provedeme limitni prechod ¢ — co.

ks

o0
Z konvergence nevlastntho integralu [ |f(¢)|d¢ plyne Zlim
—00

— 00

f(t)dt| < oo a tedy

[VEN

Vyraz
i n cos nm (t—x)
14 14
n=1
L L . e . L 2w 4w 2mm ) . 2mm
je integralni soucet prislusny k funkci g(\) = cos A(t—x), d&leni D = 4 0, T T intervalu |0, 7
21 4 2
a vybéru representantii {Tﬂ-, TW, cee %} (sr. 3.2.8). Lze tedy o¢ekéavat, Ze za jistych predpoklada bude platit
< or 2 T
lim T cos ﬂ(t —x) = [ cosA(t —x)dA
l— 00 / Y4
n= 0
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a také

1 (] oo 1 o0 o0
= —/ /f )cos A\(t — x)dt = —/ cos)\x/f cos)\tdt—l—sm)\x/f t)sin Atdt | d.
T T
0 —00 0 —o0

6.5.1 Véta

Necht funkce f je definovana na intervalu (—oo, o) s piipadnou vyjimkou izolované mnoziny bodi. Je-li splnéna
alespon jedna z podminek

(i) integral f f(t)dt absolutné konverguje,
—o0
(ii) funkce f a jeji derivace jsou po ¢astech spojité na kazdém konefném intervalu, pficemz piipadné body

nespojitosti jsou prvniho druhu a navic plati lim f(x) = lim f(x) =0,
r—r—00 xr—r0o0

pak pro kazdé x € R plati

%(hm f()—|— hm f(t ) / A) cos Az + b(A\) sin Ax) dA,
0

kde

a(A) = 1 / f(t)cos Atdt, b(N) =

™

! / £(t) sin Mdt.
™

D.: V. Jarnik, Integralni pocet II, str. 524 — 533. (Véta je tam dokézana s ponékud obecnéjsimi predpoklady.)
O

Zejména je-li f v bodé x spojita, plati

A) cos Az + b(A) sin Ax) dA.

Il
0\8
S

Je-li funkce f suda, pak

BN

/f(t) cos Atdt, b(A) =0,
0

Je-li funkce f licha, pak

2 oo
a(A) =0, bA) = = [ f(t)sinAtdt.
|

Piiklad: Funkci f(z) = e **, 0 < 2 < 0o, a > 0 vyjadfit Fourierovym integralem

a) jako sudou funkci

2 [ 2 [ . 2 T
a(A) = —/e_o‘t cos \tdt = —/e_o‘tRee"\tdt = —Re/e("\_o‘)tdt =

7r T 7r

0 0 0
1 : > 2 1 2 o+ i\ 2a
_ —R |: (1>\—oz)t:| - ZR _ = —

T —alf 0 - a T+ A m(a? 4+ A?)

2a COS AT
—oax  _ 2 7 AN
¢ T / a? 4+ \2

0
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b) jako lichou funkeci

oo oo

2 —at s 2 —at ixt 2\
b(A) = ;/e sin AXtdt = ;/e ImeMdt = m
0 0
2 OO/\sin/\:zr
—ar _ =2 227
¢ 7r/042—i—/\2 A
0

6.6 Laplaceova transformace

Bud M mnoZzina realnych funkei definovanych na intervalu (0, 0o) takovych, ze integral [ f(t)e P'd¢ konverguje
0

a tlim f(t)e™P" = 0 pro viechna p > 0. Laplaceova transformace L pievadi realnou funkci f € M na realnou
— 00

funkci Lf definovanou na intervalu (0, c0) vztahem

L) = [ fe

Z uvedeného defini¢niho vztahu plyne, ze Laplacetv obraz funkce f € M je funkci ohrani¢enou a ze Laplaceova
transformace je linearni, tj.

L(cifi + caf2)(p) = c1Lfi(p) + caLfa(p).

Obrazy nékterych funkci v Laplaceové transformaci jsou uvedeny v tabulce 6.1.
Vypocitame Laplacetv obraz derivace funkce:

LUV = [FOerd = e, 4 p [ 1 = = lm )+ pLID)
0 0

Pfi oznadeni f(0+) = th%1+ f(t) tedy plati
—

L(f')(p) = pLf(p) - f(0+). (6.15)

6.6.1 Ukazka uziti Laplaceovy transformace — negativni zpétna vazba

Uvazujme dvé veliiny x a y zavislé na case, tj. x = x(t), y = y(t). Tyto velifiny na sebe pisobi tak, Ze rist
veli¢iny = je tmérny velikosti veli¢iny y, a noaopak, pokles veli¢iny y je tmérny velikosti veli¢iny x. Navic
predpokladejme, Zze na pocatku, tj. v ¢ase t = 0, je prvni veli¢ina nulova a druhé jednotkova. Veli¢iny x a y
chceme vyjadrit néjakym pfedpisem.

Zména veli¢iny je jeji derivace, tedy rust veli¢iny z je roven 2’(t), pokles veli¢iny y je roven —y/(¢). Oznacme
koeficienty imérnosti a a 1 jsou to kladn4 realna ¢isla. Hledame tedy funkce x = x(t) a y = y(¢), které vyhovuji
relacim

2(t) = ay(t), —y'(t) = Ba(t), (0) =0, y(0) = L. (6.16)

Pro zjednoduseni zapisu oznac¢ime

X(p) = L(z)(p), Y(p)=L(z)(p)

Vyuzijeme linearitu Laplaceovy transformace, vztah (6.15), t¥eti a ¢tvrtou rovnost (6.16) a napiSeme Laplaceovy
obrazy prvnich dvou rovnic (6.16). Dostaneme
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0 LIG) = [ fWerdt | £(&) | L) = [ Fe Pt
0 0
1 2
1 — tsinwt 5 WPQ 5
p (p* +w?)
t ! tcoswt P -
— cosw
P2 (p® + w?)?
n! w
", n=12 %t sin wt
, n , 2, prrEs e® sinw p—af 1o’
T 1 —
% a>—1 (a+1) e coswt p—_a
patl (p—a)? +w?
1 22
e sin® wt 5 v 5
p—a p(p? + 4w?)
te® ot cos? wt P+ 2w’
(p—a)? p(p? + 4w?)
|
t _ n: . a
tnea7 n—1,2,... W sinh at m
T 1
tYed v > —1 T+1) cosh at P
(p—a)*t p? —a?
. w . 2ap
sin wt ]m tsmh at m
2 2
coswt _P t cosh at e
P2 + w? (p® — a?)?

Tabulka 6.1: ,,Operatorovy slovnik* pro Laplaceovu transformaci

To je soustava dvou rovnic pro neznamé X (p) a Y (p), jeji feSeni je

X(p) = -2 _\/%m Y(p) = 7

p’+aB p>+ab’ Cp2tap’

Z osmého a devatého fadku v prvnim sloupci Tabulky 6.1 nyni vidime, ze

z(t) = % sinv/aft, y(t) =cosv/apft.

6.7 Cviceni

Rozvilite ve Fourierovu fadu na intervalu [—, 7| funkce
1) f(z)=2* 2) f(x) =|z| 3) f(z)=sinz|
Rozviiite ve Fourierovu fadu funkce
4) f(x) =e*, x € [~h,h] 5) f(x) =2, v €[a,a+2]] 6) f(xr)=wxcosz, v €[-F,F]
Rozvinte ve Fourierovu rfadu periodické funkce
7) f(z) =sgn(cosx) 8) f(x) =arcsin(sinz) 9) f(x) = — [7]

Rozvinte ve Fourierovu fadu 2m-periodické funkce, jestlize

10) f(z) =x proz € [0,7) a f je suda,
11) f(z) =x pro x € [0,7) a f je lich4,
12) f(z) = § prox € [0,7) a f je licha,

13) f(z) = %2 — I proxz € [0,7) a f je suda,
a urcete soucty téchto rad.

Najdéte soucty rfad
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—
>~
~—
118
0
=
L
—
ot
~—~
118
-

i~ k=1
16) kz—:l 2k—1)2 17)1—%4—%_%4_”
11 1 1 1 11 1 1
18 1+i-4-Lt4 L4l g1 -t4l-Ly Ly

Vysledky: 1)7T +4 Z

" coska 2) 24 kzo (Qk}H)Q cos(2k + 1)z 3) 2 — 4 m cos 2k

M

4) 2sinh h 2h —+ Z h2+ kﬂ.)z (h CcOS kzz Tk sin 27z kﬂ'x 5) a -+ l 4+ 2 21 Z (sm k?;’a cos # — oS k7;a sin qu)

o . O Nk =S — . & sin 2wkxz
6) & Z 7((4;2)_1)2 sin2kz 7) 2 (21@21 cos(2k + 1)z 8) 2 Z —(§k+)1)2 sin(2k + 1)z 9) L — 1 Y~ sin2rk
k= " k=1

10) 7 -4 Z T cos(2k + D 11) 2 Z " sin ka 12) Z snEIDr 13) Z ot 14) T3 15)
16) = 17) 18) % 19) 5%
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Kapitola 7

Diferencialni pocet funkeci vice
proménnych

7.1 Spojitost a limita

7.1.1 Definice

Bud M CR"™, M # (. Zobrazeni f : M — R nazveme (redlnou) funkci n (redlngch) proménngjch.
Mnozina M se nazyva definicni obor funkce f a zna¢i se Dom f, mnozina f(M) se nazyva obor hodnot funkce f
a znaci se Sf.

Zé’pls y:f('r)v y:f('rlv'rQaaIn)
pron=2: z= f(z,y)
pron=3: u= f(x,y,z)

a p.

7.1.2 Definice

Bud f funkce n proménnych. Rekneme, Ze tato funkce je ohranicend, je-li mnozina Sf ohranicend (jakozto
podmnoZzina R).

Na mnoziné R™ uvazujeme nékterou z ekvivalentnich metrik p1, pa, poo (sr. 5.1.2.3 a 5.3.9.1). Na mnoziné
Dom f potom je prislusna indukovana metrika. Funkci n proménnych lze tedy povazovat za zobrazeni metrického
prostoru Dom f na metricky prostor &f. O funkci f fekneme, Ze je spojita, stejnomérné spojita, lipschitzovska,
je-li toto zobrazeni spojité, stejnomérné spojité, lipschitzovské. Lze pouzit vSechna tvrzeni z 5.5.

Nebude-li fec¢eno jinak, budeme pouzivat maximalni metriku p~.. V tomto piipadé
O.(x) = Oc(x1, 22, .. .yxp) = (11 —€, 21 +€) X (x2 —€,82 + &) X -+ X (T — £, + €).

Abychom mohli i pro funkce n proménnych zavést pojem nevlastni limity, definujme okoli nevlastnich bod:
x = (x1,22,...,2,) € (R")", O(z) = (a1,b1) X (az,b2) X -+ X (an,by)

T; — €&, z; €R x; + €, z; € R
kde a; = { —o0, r;=—00, b=1{ 00, =00 , t=1,2,...,n.
ceR, x;=00 ceR, x;=—-

7.1.3 Definice

Bud f funkce n proménnych, 2o hromadny bod mnoziny Dom f. Rekneme, Ze funkce f md v bodé xo limitua € R*
apiSeme lim f(z) = a, jestlize ke kazdému O(a) existuje O(zy) takové, ze pro kazdé = € (O(xo)NDom f)\{zo}
xr—rxo

plati f(z) € O(a).
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7.1.4 Véta (Heineova podminka)

Funkece f n proménnych ma v bodé xg limitu a prave tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z, }2° ; takovou, Ze
x, € Dom f pro kazdé n € N, z,, # xg a x, — o plati f(x,) — a.

D.: Analogicky dikazu 5.5.3. Véta jiz byla dokonce obecnéji zformulovana za 5.5.12 [

7.1.5 Véta

1. Funkce f ma v bodé xg nejvyse jednu limitu.

2. M4-li funkee f v bodé z limitu a € R, pak existuje okoli O(xg) takové, Ze funkce f je na
(O(xo) NDom f) \ {0} ohranicena.

3. Necht lim f(x) =0 a existuje okoli O(zg) takové, Ze funkce g je na (O(zp) N Dom f) \ {z} ohranicena.
Tr—rT0o
Pak lim f(z)g(x) = 0.

Tr—rT0o

4. Necht lim f(z) =a € R, lim g(z) = b € R. Pak plati:
— o Tr—rTo

x

Jim [/(2)[ = Jal
lim (f(2) +g(x)) = a+b.
i (£(2) - g(@)) =a b
lim (f(x)g(x)) = ab

Je-li navic b # 0, pak lim =) =

alES]

5. Necht existuje okoli O(zg) takové, ze pro x € (O(zg) N Dom f N Dom g N Dom k) \ {z¢} plati
fz) < g(x) < h().
Jestlize lim f(z) = lim h(z) =a € R*, pak lim g(z) = a.
xrT—rTo

T—xT( T—To

D.: Analogicky dikazu podobnych tvrzeni v 1.6. O

7.1.6 Véta (vypocet limity funkce dvou proménnych)
Funkce z = f(z,y) ma v bodé& (z9,yo) limitu a € R prave tehdy, kdyz existuje p > 0 a funkce g : (0, p) — [0, 00)
takova, ze lim g(r)=0a
r—0+
|f(z0 +rcosp,yo +rsing) —al < g(r)

pro kazdé r € (0, p) a kazdé ¢ € [0, 27).
D.: Na R? uvazujme euklidovskou metriku ps.

Bud € > 0 libovolné. Ponévadz 1i%1+g(r) = 0, existuje § > 0 takové, ze pro r € (0,4) je g(r) < .

T
Tedy pro = € Os((z0,v0)) \ {(z0,y0)} plati |f(z,y) —a| <e. O

2?4+ (y—1)%

Piiklad: f(x,y) = 12

(z0,90) = (0, 1).

r?cos? o + (L+rsing)r?sin®p 72+ r3sin® o

flrcosp, 1+ rsing) = =1+rsindyp

r2 cos? ¢ + r2sin? o r2

lir(r)lJr(l + rsin® p) = 1, coz ukazuje, Ze a by se mohlo rovnat 1.
T—

|f(rcosp, 14 rsing) — 1| = |rsin® ¢

2 —1 2
Ponévadz lim |rsin® ¢| =0, je lim =% =1.
r—0+

(z,y)—(zo,y0) @2+ (y —1)2
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7.2 Derivace

7.2.1 Definice

Bud f funkce n proménnych, 2° = (29,29,...,29) € Dom f.
Polozme ¢(z) = f(2f,29,...,2% 1, z,29 1,29 ,,...,2%). Ma-li funkce (jedné proménné) ¢ v bodé z? vlastni
derivaci, nazveme tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f podle i-té proménné v bodé 2° a znaéime ji 3 (29),
€Lg
0 l 0 /(0
0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0 0 0 .0 0
of (%) = lim faf oy, o a) ,x) , xg,a) — f(@y, @y, a2, a2, )
Ox; z=0 z—a) '

Ma-li funkce f parcialni derivaci f;, ve vSech bodech né&jaké mnoziny M C Dom f, je tato parcialni derivace

sama funkci. Znac¢ime ji Er foir 11, f\/i'
T

7.2.2 Poznamky

1. Z definice 7.2.1 plyne jednoduché pravidlo pro vypocet parcialnich derivaci:
T1, X2, oy Tim1, Tit1, Tit2, - - -, Ty POVAZUjeme za parametry a x; za proménnou, podle niz derivujeme.

2. Funkce, ktera ma v bodé x° parcialni derivace podle viech proménnych, nemusi byt v tomto bodé spojita.
. 1, zy=0

. f2(0,0) = f,(0,0) =0 a f neni spojita v (0,0).
0, zy+#0

7.2.3 Véta

Necht funkce f a g maji na oteviené mnoziné M C Dom f N Dom g parcialni derivaci f|/z'7 g"i. Pak jejich soucet,
rozdil a sou¢in maji parcialni derivaci podle i-té proménné na M a plati:

(f + 9)11(1') = f\lz(x) + gfi(x),
(9),,(2) = Fi(@)g(x) + F(2)g,(x),
f)| (:C) _ f‘z(.’t)g(l‘) - f(x)g‘z(:v)

Ve vSech bodech mnoziny M, v nichz g(x) # 0 navic plati (— 5
g (9(x))
D.: Plynez 2.1.5.

7.2.4 Véta (o stfedni hodnoté)

Necht funkce f ma parcidlni derivace ve v8ech bodech mnoZiny [a1,b1] X [az,ba] X - -+ X [an, b,] € Dom f podle
v8ech proménnych. Pak existuji ¢isla & € (a1,01),&2 € (ag,b2),...&, € (an,by,) takova, Ze

.f(blvan' . 7b’n.) - f(alaaQa' .. 70‘77.) = Zf(i(blaan' "7b’ifla€iva”i+laai+25' .. aan)(b’i _ai)'
=1

Zejména pro n = 2: f(x1,y1) — f(w0,v0) = f2(&,y0)(x1 —20) + fy(z1,7m)(y1 — yo), kde € € (z0, 1), 1 € (Yo, y1)-

D.: Provedeme pro n = 2. S vyuzitim 2.3.3 dostaneme:

fl@r, 1) = f(ro,y0) = f(x1, 1) — f(@1,90) + f(x1,90) — f(@0, y0) = fy(x1,m)(y1 —yo) + f2(& yo) (x1 — 20).
O

7.2.5 Definice

Necht funkce f m4 parcialni derivaci podle i-té proménné na oteviené mnozing M C Dom f, z° € M. Existuje-li
parcialni derivace funkce f"l podle j-té proménné v bodé z°, nazveme tuto derivaci druhou parcidlni derivaci

0? R
(2%), fare, (20), f1, (a®), J1/(a®). V pEipade, ze i # j,

funkce f podle i-té a j-té proménné a znacime ji
xiaxj
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mluvime o smisené parcidlni derivaci.
Analogicky definujeme parcialni derivace vyssich fadu v bodé xg.

Také parcialni derivace vyssich fadu lze povazovat za funkce.

7.2.6 Véta (Schwarz [1843 — 1921])

Necht funkce f mé parcialni derivace fz,.;, fz;z;, spojité v bodé 20, Pak jsou tyto derivace zaménné, tj.
fria,(2°) = fu,0,(20).
D.: Provedeme pron = 2.
Polorme F(h) f(@o+h,yo +h) — fxo + h,hléo) — f(@o, 90 + h) + f(z0,y0)
e(y) = f(zo+ h,y) = f(zo,y), Y(@) = f(x,y0 + ) — f(z,y0)-

S vyuzitim 2.3.3 dostaneme
1

F(R)= 25 (ol + 1) — p(y0)) = 73/ (o + D1h)h =

= %(fy(iﬂo + h,yo +91h) = fy(zo, yo + V1h)) = %fym(:EO +J2h,yo + V1h)h =
= fym(xo =+ 192h, Yo + 191h), kde 191,192 e (0, 1)
Analogicky odvodime
F(h) = %(1/)(% +h) —(x0)) = fay(zo + I3h, yo + V4h), kde U3,94 € (0,1).
Tedy fyz(zo + P2k, yo +1h) = foy(xo + I3h, yo +94h) a ze spojitosti druhych parcidlnich derivaci plyne
pro h — 0: fyz(z0,90) = fay(0,y0). O

7.2.7 Dausledek

Maé-li funkce f na oteviené mnoziné M C Dom f spojité parcidlni derivace az do fadu m, pak hodnota m-té
parcialni derivace v libovolném bodé této mnoziny zavisi pouze na tom, kolikrat se derivovalo podle i-té proménné
(i =1,2,...,n), nikoliv na pofadi, v jakém se derivovalo.

7.2.8 Definice

Bud V,, n-rozmérny vektorovy prostor nad R, f funkce n proménnych, z° € Dom f, ¥ € V,.
Polozme ¢(t) = f(2° 4 ). Ma-li funkce ¢ derivaci v bodé 0, nazveme tuto derivaci derivaci funkce f ve sméru
¥ v bodé x° (smérovou derivaci) a znacime ji fi(z°), fz(a).

Ma-li funkce f derivaci ve sméru ¢ ve v8ech bodech néjaké mnoziny M C Dom f, je tato smérova derivace
sama funkci, znacime ji fz.

t—0 t

7.2.9 Poznamky
—~ Lo
1. Jelli€; = (0,0,...,0, 1 ,0,0,...,0) (€1, €4,...,6, je standardni baze V,,), pak fz = f"z

2. Pro smérové derivace plati:

(fx9)s = foEow
(f9)s = [fsg9+ fow,
( f ) ~ Jsg— foz
9/ g°
3. Existuji-li smérové derivace fg(aco) pro viechny @ € V,,, funkce f nemusi byt spojita v 2°.
1

Napf. f(z,y) = 0, inak

y=2%x>0 . . . o . o
mé derivace v (0,0) v jakémkoliv sméru, ale neni v tomto bodé& spojita.
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7.2.10 Véta (o stfedni hodnoté)

Necht funkce f ma derivaci ve sméru @ ve viech bodech tsecky {z : z = 2% + t0,t € [0,t0]}. Pak existuje
9 € (0,1), ze plati
F@® +to®) = f(2°) = to fu(a® + VtoT) .

D.: Polozme p(t) = f(2°+t7). Podle pfedpokladu pro kazdé t € [0, o] existuje ¢’ (¢). To podle 2.1.3 znamena,
7e ¢ je spojita na [0,¢o]. Odtud dale podle 2.3.3 plyne ¢(tg) — ¢(0) = ¢’ (Vto)to, coz je tvrzeni. O
7.2.11 Véta
Bud f funkce n proménnych, ¢ € V. Jestlize existuje fz(z), pak pro kazdé ¢ € R existuje f.z(x) a plati
few(@) = cfi(x).
tev) — tev) —
D.: f.p(x) =lim f@+tet) = flz) = lim cf(x ttet) = f (@) = cfz(x). O

t—0 t t—0 ct

7.2.12 Véta

Bud f funkce n proménnych, @ € V,,, © € V,,, 2° € Dom f. Necht fz existuje v 2° a je spojita v n&jakém okoli
O(2%) a necht fz(x°) existuje. Pak existuje fz,7(x°) a plati fz,5(z°) = fa(2®) + fz(zY).

D.: Polozme ¢(t) = f(2° + (@@ + ©)). S vyuzitim 7.2.10 dostaneme
o(t) —p(0) _ f(a° + ti +17) — f(2° +10) + f(a° +t0) — f(2°) _

! {ﬂﬁ%%ﬁ+ﬁ3—f@0fwj+f@p+ﬁﬂ—f@%

B t t B

= tfﬁ(x():— V%) + S+ m;) — /) — fa(2°) + f5(z°) pro t — 0.

O

Poznamka: Predpoklad o spojitosti fz v n&jakém okoli O(z") obecné nelze vynechat.

zy(z +y)

Napt.: f(x,y) = 224y Ex’yi 7 EO’Oi ;o (2%9%) =(0,0), @ = (1,0), 7= (0,1).
0, z,y) = (0,0

£o(0.0) = i XD o g 0,0) = 1 PO0ED — 0. p0,0) + 0,0 = 0

7.2.13 Definice

Bud f funkce n proménnych, 2° € Dom f a necht ma f v z° derivaci ve sméru kazdého vektoru o € V;, a necht
funkce ¢ : V,, — R dana piedpisem (%) = fz(z°) je linearni formou na V,,, coz znamen4, 7e existuje vektor
a €V, takovy, ze p(¥) = @ - U, kde - znadi skalarni souc¢in. Pak vektor @ nazveme derivaci (gradientem) funkce

f v bodé 2° a znacime @ = f'(z°) = Vf(2°) = grad f(z°).

Ma-li funkce f derivaci ve vSech bodech né&jaké mnoziny M C Dom f, pak je tato derivace zobrazenim
M — V,, (vektorovou funkcei). Znaéime ji f/, Vf, grad f.

7.2.14 Poznamky

1. Necht funkce f ma derivaci ve sméru kazdého vektoru v € V,, ktera je spojitou funkei na oteviené mnoziné
M C Dom f. Pak podle 7.2.11 a 7.2.12 ma f na M derivaci.

—~~
2. Necht f/(2°) =@ = (a1, aq,...,a,), o) = f3(2°) =a-v, & =(0,0,...,0, 1 ,0,0,...,0).
Pak ¢(€;) =d-¢;
Tedy a5 = f_‘i(xo) = f‘lz(xo)7 fl(xo) = (f|/17f|/27 N '7f‘ln7)'
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3. Funkce, ktera ma v bodé z( derivaci, nemusi byt v tomto bodé spojita. (Stejny priklad jako v 7.2.9.3)

4. Geometricky vyznam derivace:
Necht f ma derivaci v bodé 2° € Dom f. Pak pro libovolny vektor @ € V;, plati
f3(2%) = f/(2) - &= ||f(2°)|]||7]] cos @, kde « je thel, ktery sviraji vektory f’(z), @.
Odtud plyne, 7e f5(2°) je maximalni pro cosa = 1, tj. pro a = 0, tedy v piipads, Ze vektory f’(2°) a @
jsou rovnobé&zné. To znamena, Ze smérova derivace je nejvétsi ve sméry f/(z9).
Gradient — smér, ve kterém funkce nejrychleji roste.

7.3 Diferencial
7.3.1 Definice

Necht f je funkce n proménnych, 20 = (29,29, ...,2%) vnit¥ni bod Dom f. Rekneme, Ze funkce f je diferenco-
vatelnd v bod¢ x°, jestlize existuji realna ¢isla aq, as, ..., a, takové, Ze plati
lim f@Y +hy,2) 4+ hoy oo 20 + hy) — F(29,29,...,29) — (a1hy + asha + - + anhy) _0.
(h1,h2,.hn)—(0,0,...,0) V2 +h3+-+h2

Linearni funkce df(z") dana piedpisem (hi,ha,...,hy) = (arhy + aghs + -+ + anhy,) se nazyva (totdlni)
diferencidl funkce f v bodé .

Ekvivalentni formulace: Funkce f je diferencovatelna v bodé z°, jestlize existuji realna éisla a1, as, ..., a, a
funkce n proménnych 7 tak, ze

F@+he,2l+haoo oy + ) = f(ad, 25, 2 =

= (arh + azhy + -+ anhi) £ \/R B3+ 4 B2 T(h b, b)),
pricemz
lim T(hl,hg,...,hn)zo.
(h1,hg,...,hn)—>(0,0,...,0)

Definice 7.3.1 je v souladu s definici 2.2.3

Vh3 +h3 + -+ h2 je euklidovskd vzdalenost bodu (hy, ha, ..., h,) od poéatku soustavy soufadnic. Misto
ni Ize uvazovat vzdalenost v libovolné ekvivalentni metrice.

7.3.2 Véta
Je-li funkce f diferencovatelna v bodé 2, pak je v tomto bodé spojita.
D.: f(z) = f(a°) = f(af + (21 — 2), 2§ + (w2 — 2§),... 2} + (w0 — 27)) — f(af,25,... 2}) =

=(a1(z1 — 29) 4+ az(x2 — 29) + - + ap(x, — 2+

+/(or —aE+ (@ — a2+ F (= 0 (@1 — af), (w2 — 29), .., (e — 20)),

z ¢ehoz plyne lim f(x) = f(2°). O
xr—x

7.3.3 Véta
Je-li funkce f diferencovatelna v bodé z°, pak ma v tomto bodé parcialni derivace podle viech proménnych a
plati a; = fl’1 (29), a2 = f|’2(:170), ce Ay = f"n(xo), neboli df(z°)(h1, ha, ..., hy) = > fl’i(aro)hi.
i=1
D.: Z7.3.1a7.2.1plyne

f(x(l)’xgv"'7$?715I?+h7x?+17"'7‘r91)_f(x?axga"-axroz)_aih: f‘li(xo)_a’“ hZO
h—0 |h| a; — flli(Io), h<0
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7.3.4 Véta

Ma-li funkce n proménnych f v bodé z¥ spojité parcialni derivace podle viech proménnych, pak je v tomto
bodé diferencovatelné.

D.: Pro stru¢nost zapisu provedeme pro n = 2.
Ze spojitosti parcidlnich derivaci plyne jejich existence v jistém okoli bodu (g, yo).
S vyuzitim 7.2.4 dostaneme:

i @0t hyo + k) = f(zo, o) — falwo, yo)h — fy(xo, yo)k _
(h.k)=+(0,0) Vh?+ k2

lim fa(xo + D1k, yo)h + fy(xo + h,yo + V2k)k — fo(xo,y0)h — fy(x0,y0)k
(h,k)—(0,0) Vh2 4+ k2

h
2T +'l9 h7 —Jz(Zo, Vivamril fim
(fa(zo+91h, yo) = fa(z0 yo))m (h,k)—(0,0)

k
ViR

(fy(zo+h,yo+I2k)— fy (0, y0))

= lim
(h,k)—(0,0)

Posledni rovnost plyne z 7.1.5.3, nebot f, a f, jsou spojité a

k
<1l |l=——==|<1.0
B ‘\/hQ—Hc?

h
N

7.3.5 Poznamky

1. Podobné jako za vétou 2.2.5 lze zduvodnit, ze pfirtustky hi,ho,...,h, nezivisle proménnych muzeme
oznacit dzy,dxs, ..., dx,.
n 0 0 0
Diferencial pak zapiSeme df(z°) = Zgl fii(@®)dz; = 8{,:)5:; )d$1 + 8‘(’;5;; )dl‘z + 4 8”25;; )dIn-
0 0 0
d=—d —d s ——dxy,
o0x1 o1+ 0xo Tpbet oxy, .
Zejména: df (z,y) = fo(z,y)dz + f,(2,y)dy
af of
df = f.d dy = ==d —d
0 0
d=—d —d
Ox T dy v

2. Tec¢na rovina
Rovina z = ax + by + ¢ v prostoru R?® se nazyva tetna rovina ke grafu funkce z = f(x,y) v bodé

T= ('r()vy()a f(IOa yo)), jestliie
f(@o,90) = azo + byo + ¢,

fla,y) —aw —by—c
(@y)=(z0.y0)\/(x — 20)% + (y — yo)?

7 téchto rovnic dostaneme:
f(xuy) _f(‘r07y0) +f($07y0) —(LZC—by—C _

0:
(z,y)—=(20,y0) \/(.’E —20)2 4+ (y — v0)?
— pm @Y~ f(@e,y0) —ale —ao) — bz — yo)
(,9)—=(x0,¥0) V(@ —20)2+ (y — yo)?

Podle 7.3.1 je tedy df(z,y)(x — x0,y — yo) = alx — z0) + b(y — yo), takze podle 7.3.3
a = fw(‘rEOuyO)u b= fy(x07y0)-

Z prvni rovnice dostaneme ¢ = f(zo, yo) — %o f=(T0,Y0) — Yo fy(x0, Yo)-

Rovnice teéné roviny tedy je z = fu(zo,v0)(x — x0) + fy(xo, y0)(y — yo) + f(zo,yo)-
Oznacime-li zo = f(xo, y0), je rovnice teéné roviny

z— 20 = (fo(0,%0), fy(z0,90)) - (x — 20,y — v0),

neboli
z—20 = f'(z0,y0) - (x — o,y — Yo)
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Obecné v (n + 1)-rozmérném prostoru je rovnice te¢né nadroviny ke grafu funkce n proménnych y = f(x)
v bodé z°

y—f(@%) = f'(z°) - (z —2°).
3. Geometricky vyznam diferencialu: prirustek funkce méreny na teéné nadroviné.
flx) = f(2%) +df(2°)(z — 2°).

4. Priklad funkce dvou proménnych, ktera ma v bodé (0,0) derivaci, je v tomto bodé spojita, ale k jejimu
grafu neexistuje v tomto bodé te¢né rovina:

x, y=22,2>0
2 2
—y—x, x—<y<:z:2,:1:>0
fle,y)=q 2@ 2
2r— 2, 2?2<y<22?,2>0
T
0, jinak

Spojitost a existence derivace v daném bodé tedy jesté nezaruci diferencovatelnost funkce.

7.3.6 Definice

Rekneme, Ze funkce n proménnych f je tiidy C™ v bodé 2° € Dom f, existuje-li okoli O(z°) bodu z° takové, ze
O(2°) C Dom f a funkce f ma na O(z°) spojité viechny parcialni derivace az do Ffadu m véetné.

Rekneme, 7e funkce n proménnych f je tridy C™ na oteviené mnozine M C Dom f, je-li tiidy C™ v kazdém
bod& mnoziny M.

Rekneme, 7e funkce n proménnych f je tiidy C™ v bod¢ 2° € Dom f, je-li v tomto bodé t¥idy C™ pro kazdé
m € N.

Rekneme, ze funkce n proménnych f je tridy C'°° na oteviené mnoziné M C Dom f, je-li t¥idy C*° v kazdém
bod& mnoziny M.

7 7.3.4 plyne, 7e funkce t¥idy C' v bodé z° je v tomto bodé diferencovatelna.

7.3.7 Definice

Necht funkce n proménnych f je t¥idy C™ v bodé 2. Diferencidl m-tého ¥ddu funkce f v bodé z° definujeme
vztahem

! o™ f(x0) T .
A" F (20 (h, hay ... hy) = o 7. itz . pin
@) he ) ilHﬁZ;rin:mu!zz!---zn! Ozt 9z - oxly 1
! o™ f (a0 o :
dmf(a) = Y j:(“’) —dapdal - daly =
intig o in=m 1020 Int 01y 0wy - O]
B) B) B) "
= (—dz1 + —dzs+ -+ —daz, 0
<8:C1 I1+8x2 T2t +(’9wn . ) @)
B) B) B) "
d"™ = | =—d —d e ——daz,,
<8:C1 I1+8x2 T2t +(’9wn I)

Zejména pro n = 2:
m S m 8m Lo, 17.m—1
d™ f(zo,yo)(h, k) = Z < i > %h k

i=0

m - m '\ 9" f (o, y i1 m—i 0 0 "
d™ f(zo, yo) = Z ( i ) W?n—oi)dx dy™™" = (%dx + 6_ydy f(@oyo)
=0

d2f = fzzd$2 + 2 frydady + fyydy2
d3f = fmmmdxg + 3fmmyd$2dy + 3fmyyd$dy2 + fyyydy3
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7.3.8 Definice

Budte g1, g2, ..., gn funkce n proménnych. Funkce n proménnych F' se nazyva kmenovd funkce diferencidlu

g1(x1, 20, .. xn)day + go(21, T2, . . T )das + -+ + gn (21, 22, . .., 2p)day,

n
na otevrené mnoziné M C () Dom g;, jestlize na této mnoziné plati
i=1

F"l(x) = gl(x),F‘;(a:) = go(x ,,Fl’n(x) = gn(x), tj. dF = 2;gidxi.

7.3.9 Véta

n
Necht g¢1,92,...,9n jsou funkce n proménnych, které jsou t¥idy C' na otev¥ené mnozing M C [ Dom g;.
i=1
Kmenova funkce diferencialu g1dx; + godas + - - - + g,dx, existuje pravé tehdy, kdyz

891' _ 8gj
al'j 6:51

pro v8echna i,j =1,2,...,n, i # j.
D.: Provedeme pron = 2.

= Necht existuje kmenova funkce F, dF = gidz + gody. Pak F, = g1, Fyy = go.
Derivace Fyy = g1y, Fyo = g2, jsou spojité a tedy podle 7.2.6 zaménné. To znamena, Ze

on Jg2

_— = _F‘m = F = = .

Oy Y Y Ox

, . 091 0go . ,
<«: Necht Dy or Pro (xo,y0), (z,y) € M takové, ze {(zo+t(x — o), yo+t(y—yo)): t € [0,1]} C M

x y

polozme F(z,y) = [ g1(t,y)dt + [ g2(zo,t)dt. Pak podle 3.4.3
Zo Yo

Fm(xuy) = gl(xvy)
Dale s vyuzitim 2.3.3 dostaneme

5 J o1ty +h)dt — [ gi(t,y)dt
dy /91 (ty)dt = lim = = =
dy h

h—0
)
xT

o [atyh ety B
= }113%/ o dt = %g}% gip(t,y +9h)dt =

Zo Zo

= lim/gé‘l(t,y—i—ﬁh)dt = lim(g2(z,y + Oh) — ga(x0,y + V) =
h—0 h—0

zo

= g2(z,y) — g2(%0,9)

Odtud Fy(z,y) = ga(x,y) — g2(20,y) + g2(x0,y) = g2(, y).
O

7.4 Derivace slozené funkce, Taylortv vzorec

7.4.1 Véta (fetézové pravidlo)

Necht f je funkce m proménnych a g1, gs, .- ., gm jsou funkce n proménnych, které maji spojité parcialni de-
rivace prvniho fadu v bodé z° = (29,29,...,2%). Oznaéme u§ = g1(2°),ud = g2(2?),...,ul, = gm(2°). Je-li
funkce z = f(u1,uz,...,uy,) diferencovatelnd v bodé (ul,u3,...,u?), pak mé sloZzena funkce n proménnych
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z = F(x1,29,...,2,) = f(g (:Cl,:vg,.. Zn), g2(T1, T2y« Tn )y ooy Gn(T1, T2, . . ., 2p)) parcidlni derivace prv-
niho fadu v bodé 2° = (29,29,...,2%) a platl
— Of dy;
F‘l(:vl,:vQ,..., Zf‘] ul ud, .., n)g]‘l(xl,:vg,..., " zza— ul,ug,...,u%)axj_(x(l),xg,...,xg),
j=1 Uj 7
strucné
0z 0z 0wy 0z Oua 0z Ouy,

= — + = ++
Ox; Ouy Ox;  Oug Ox; Oy Oz
nebo
Zz; = Zuy Uiz T ZugU2z; + -+ Zuy, Ung; -

D.: Provedeme pro m =n =2, u=u(z,y), v =v(x,y), up = u(xo,yo), vo = v(Zo,Yo),

z = F(:c,y) = f(u(:v,y),v(:v,y)).
OF F(zo0 + h,yo) — F(20,Y0)

%(Io, Yo) = lim

h—0 h
~ lim f(u(wo + h,yo),v(z0 + h,y0)) — f(u(xo, yo), v(To, Yo))
h—0 h ’
Ponévadz f je diferencovatelnéa v (ug, vg), existuje podle 7.3.1 a 7.3.3 funkce 7 = 7(h, k) takova, Ze
T(h,k)=0a

lim
(h,k)—(0,0)
f(u(zo + h,yo), v(xo + h,yo)) — fuo,v0) =

fuluo,vo)(u(zo + h,yo) — uo) + foluo, vo)(v(xo + hyyo) — vo)+

+v/ (u(zo + h,yo) — u0)? + (v(wo + h, yo) — v0)? T(u(xo + h,yo) — uo, v(zo + hyyo) — vo) .

Ozna¢me a(h) =/ (u(zo + h,yo) — u0)% + (v(zo + h, yo) — v0)? T(u(zo + h, yo) — o, v(xo + b, yo) — vo).

Pak g_i(wo,yo) = hE% : (fu(uo, vo)(u(zo + h,yo) — uo) + fu(uo, vo)(v(zo + h, yo) — vo) + a(h)) =

a(h
= fu(uo, vo)uz (o, yo) + fo(uo,vo)va(zo, yo) + 113% %
UkéZeme, Ze lim ( ) = 0: Podle 2.3.6
h—0

I (u(zo + Ny yo) — uo)? + (v(xo + Py yo) —v0)*

im -

h—0 h2

~ lim 2(u(zo + h,yo) — uo)uz (w0 + h, yo) + 2(v(xo + h, yo) — vo)vz(To + h, Yo) _

h—0 2h

= (ux(20,90))* + (v (20, %0))?,

v (w(zo + h,yo) — u0)? + (v(o + h, yo) — vo)?
h

tedy funkce je ohranic¢ena a tvrzeni plyne z 7.1.5.3.

Dokazali jsme tedy

OF

B (0 %0) = fuluo, vo)us (o, yo) + fu(uo, vo)va (o, Yo) -
Analogicky dokazeme

oF
6_y(x0’y0) = fu(uo,v0)uy (20, Y0) + foluo, vo)vy(To,yo) -
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7.4.2 Poznamky

1. Vzorce ve vété 7.4.1 lze zapsat maticové:

ouq ouq Ouy

92 0z’ ' 0w,

Ous Ous Ous

0z Oz 0z \ [0z 0z 0z dxy’ Bry’ T Oz,
(8—961’ Tm""’@)_<6—m’8—w""’ﬁ> : S :

P2 Do’ 7 Oz,

2. Pomoci fetézového pravidla lze pocéitat i druhé parcidlni derivace:
Necht funkce u = u(z,y), v = v(x,y) maji druhé parcialni derivace v bodé (zg,yo). Oznaéme
up = u(ro,%0), vo = v(xo,yo0). Je-li funkce z = f(u,v) t¥idy C? v bodé (ug,vo), pak slozena funkce
z=F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)) ma druhé parcidlni derivace v bodé (xq,yo) a v ném plati

me = fuuui + 2fuvuwvm + fvvvi + fuumw + fvvww
Fry = fuulaty + fuo(Ugy + Uyvs) + fooUaVy + fullsy + foVay
F,, = fuuufl + 2 fuptlyvy + fwvg + fullyy + foUyy

D.: Odvodime prvni formuli. Ostatni lze odvodit analogicky.

F;E;E = (Zm)w = (Zuum + Z’U’UI)I = (Zu)wuw + ZyUge + (Z'U)wvw + 2yUge =
(Zuwtle + ZupVz )t + (2ol + 2o0V2) Ve + 2uller + 20Vze =

= zuuui + ZupUz Vg + Zpy Uz Vg + zwvz + ZyUze + ZuVzg -
Odtud jiz plyne dokazovana formule, nebot podle 7.3.6 a 7.2.6 je zyy = 2yy = fun- O
3. Predchozi vzorce si lze pamatovat pomoci formalni mocniny nebo sou¢inu. Napf.:
(E@ L E@)Q _ (@)2 49 O Budv & (@)2
Ooudxr Ovox Ou? \ Ox Oudv Ox x  Ov2 \Ox ) ’

coz jsou prvni tfi ¢leny prvniho vzorce.

4. Analogicky lze pocitat i derivace vyssich fadua.

7.4.3 Véta (Taylor)

Necht funkce n proménnych f je v bodé xo = (29,29,...,29) t¥idy C™*!, tj, existuje okoli O(2”) bodu °

takové, Ze f ma na ném spojité parcialni derivace az do fadu m + 1 véetné. Bud = = (21,72, ...,2,) € O(z).
Pak existuje ¥ € (0, 1) takové, Ze plati

f(x17x27"'7$n):f(xg,l'g,...,l'%)—i-

1
+F(f11(‘r?7x(2)77x701)(x1_$(1))+f12($?,$g,,l'rol)(xg—xg)-i-—l—fwn(x(l),,f&’x%)(xn_xg))_F_|_
1 m! omf(x9,29,...,29) o i oo
+t— — - - - (g — 2)) " (xe — 29)"? - (T, — @)+

m! i1+ig+z»+in:m“!22!"'ln! alelax?---ax%" ( 1 1) ( 2 2) ( )
1 (m+1)! 0™ f(a +9(x1 —af),..., 20 + Iz, — ) o o
+(m+1)! Z iqlin! iy Oz - Hrin (@1 —27)" (@ —2,)"™
inetip=mat1 L2 n ) Tn

D.: Polozme F(t) = f(2% +t(x1 — 29), 25 + t(z2 — 29),..., 22 + t(x, — 22)). Tvrzeni nyni plyne z 2.4.8, 7.4.1
ar7.4240
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Vzorec v predchozi vété se nazyva Tayloruv.
Polynom n proménnych

Tm(xIVTQu' "7x’ﬂ) = f(xg)?‘rg? i ,$2)+

1
+F(f11(x?,xg,...,x2)(x1 _‘T(IJ) +f12(x?7x37"'7x701)(x2 _‘Tg) + +fwn(‘r?7‘rgvvxn)(xn _‘ng)) +oeet

1 m! o f(af,29,...,2%) ; ; ;
e > iligh il awilalg;igz.’, . 6;;%" (21 — )" (w9 — 23)" -+ (w, — a)) "+
28 : 107y b

Ciiigtetin=m

se nazyva Tayloriv polynom m-tého stupné funkce f se stredem z° a vyraz

R (x1, 20, .. ,2y) =
1 Doomfal + 9z —20), ..., 20 +9(x, — 29 - -
- ! Z ; (|m|+ ) | Jli ot :fll), ’;En Lk Zn)) (21 — x(l))“ o (an — x%)ln
(m+1) = ma 21090 1! 8$1 817"”
se nazyva zbytek v Taylorové vzorci.
Tayloruv vzorec lze stru¢néji zapsat pomoci diferencialu:

0 1 0 0 0 L ooeo 0 0
To(z) = f(z )—I—Fdf(:z: Vo1 — 2y, ... xn —ap) + ﬁd f@) (1 —aY, .. xn — )+ F

1 ! !

—i—ﬁdmf(xo)(xl —af, .. x, —20)

1

R, (z) = md’”*lf(xo)(:z:? +9(x1 —29),...,20 + I(z, — 20))

7.5 Pribéh funkce vice proménnych

7.5.1 Definice

Rekneme, Ze funkce f nabyvd v bode x* lokdlniho mazima (resp. minima), jestlize existuje okoli O(x*) bodu z*
takove, ze O(x*) C Dom f a pro kazdé = € O(x*) plati f(z) < f(z*) (vesp. f(z) > f(z*)).

Jsou-li tyto nerovnosti pro x # z* ostré, mluvime o ostrém lokalnim maximu (resp. minimu).

(Ostra) lokalni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostré) lokdini extrémy.

7.5.2 Priklad
1. f(z,y) = /22 +y?> ma v bods (z*,y*) ostré lokilni minimum, nebot f(z,y) > 0 = f(0,0) pro kazdy
(z,y) € R\ {(0,0)}.

1, (Iay) = (an)

N mé v bodé (z*,y*) ostré lokilni maximum.
0, jinak

2. f(z,y) = {
V bodé ostrého lokdlniho extrému funkce nemusi byt diferencovatelné ani spojita.

7.5.3 Definice

Rekneme, ze x* € R™ je staciondrnim bodem funkce f, jestlize f mé v tomto bodé parcialni derivace podle vSech
proménnych a plati

fa@®) = flpa®) = = fi,(z") = 0.
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7.5.4 Véta

Necht funkce f mé v bodé z* € R™ lokalni extrém a necht v tomto bodé existuji v8echny parcialni derivace
funkce f. Pak x* je stacionarnim bodem funkce f.

D.: Kdyby f|/i($*) > 0, pak by podle 2.5.2 existovalo £ > 0, Ze
flay, x5, ...

fa, a3,

a tedy by v * nemohl byt lokalni extrém.
Podobné vylouéime moznost f"z(x*) < 0.0

* * * * * *
ST T — €Ty, ) < f(a] 25,

* * % *
AR A TR

* * * * * * * * * *
ST, e Ty, ) > f(a, X, T, X, g, T,

Poznamka: Stacionarni bod nemusi byt bodem lokilniho extrému. Napt. f(z,y) = 22 —y?, (2*,y*) = (0,0).

7.5.5 Definice

Je-li * € R” staciondrnim bodem funkce f a f pfitom nenabyva v z* lokidlniho extrému, fekneme, ze z* je
sedlovy bod (sedlo) funkce f.

7.5.6 Neékolik pojmi z linearni algebry

)T €V, ®(h) =hTAh = Y ai;jhih; kvadra-

ij=1

e Necht A = (a;;) je symetricka matice, h = (h1, hs, ..

ticka forma.

4

negativné semidefinitni
negativné definitni
positivné semidefinitni
positivné definitni

Rekneme, ze matice A je indefinitni, existuji-li vektory h, k € Vj,, Ze fI)(ﬁ) <0, @(E) > 0.

Rekneme, Ze matice A je plati-li pro kazdy nenulovy he Vi

S S S S
S N N N
VIV ACIA
oo oo

it

o Plati:

— Symetrickd matice A je positivné (resp. negativné) definitni pravé tehdy, kdyz vSechna vlastni ¢isla
matice A jsou kladna (resp. zaporna).
Symetrickd matice A je positivné (resp. negativné) semidefinitni pravé tehdy, kdyz v8echna vlastni
¢isla matice A jsou nezaporné (resp. nekladna).

— Symetrickd matice A je positivné definitni pravé tehdy, kdyz vS8echny hlavni minory matice A, tj.

determinanty
aj; a2 a3
air a2
a , , | az1 a2 asz |, ..., detA
a21 Aa22
asp as2 ass

jsou kladné.
Symetrickd matice A je negativné definitni pravé tehdy, kdyz hlavni minory matice A st¥idaji zna-
ménka pocinaje zapornym.

7.5.7 Véta

Necht z* € R" je stacionarni bod funkce f a necht f je tifdy C? v bodé x*. Polozme A = (a;;) = (fli(&))-
Je-li matice A v positivné (resp. negativng) definitni, ma funkce f v bodé z* ostré lokalni minimum (resp.
maximum).

Je-li matice A indefinitni, funkce f neméa v bodé z* lokalni extrém.

D.: Necht A je positivné definitni.
Bud h = (hy, hy, ..., hy) € Vi, libovolny, ale pevné zvoleny vektor. Polozme Frp(x) = 32 fli;(@)hih;.
ij=1

Ponévadz funkee f je t¥idy C? v bodé z*, je funkce F}: spojitd v bodé z* a ponévadz (f|/ij (x*)) je positivné
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definitni, existuje okoli O(x*) bodu z* takoveé, zZe pro kazdé = € O(z*) je Fj:(x) > 0.
Ponévady h byl libovolny vektor, tak pro v8echny x, 2 € O(x*) plati F,_.«(Z) > 0.
Nyni podle 7.4.3 je pro z € O(z*)

F@) = 1)+ 5 D2 Figle® + 0 — 2~ a) (s — ) = f@7) + 3P (@ + 0w~ 37)),

i,7=1

kde ¥ € [0,1]. Tedy a* + J(z — =*) € O(z*) (uvazujeme euklidovskou metriku) a f(x) > f(z*), coz
znamena, ze funkce f nabyva v bodé z* svého ostrého lokdlniho minima.

Tvrzeni pro maximum se dokaze analogicky.

Necht A je nyni indefinitni. Pak existuji vektory h = (h1, ha, .. .,hn),E = (k1,ka, ..., kn) € V;, takové,

ze Y. fij(@ )hih; <0a 3 fl(a")kik; > 0. PonévadZ f je tridy C? v bodé x*, existuje okoli Oy (x*)
ij=1

i,j=1

bodu z* takové, Ze pro vSechna z € O1(2”) je 3_ f[;(x)hih; <O0a 32 fl(x)kik; > 0.

3,j=1 i,j=1
Bud O(z*) libovolné okoli bodu z*, dp, 0 takova kladna ¢isla, ze x1 = z* + 5hﬁ € O1(z*) N Oz(z*) a
To = x* + 5kl€ S 01($*) n OQ(.I*)
S vyuzitim 7.4.3 dostaneme

Pl = £ + 5 D2 fyle + 0605y < f(2°),

ij=1
Flea) = F@) + 5 S fyla® + 00 R)5Thkiky > F(a),

i,j=1

takze v bodé z* neni lokalni extrém funkce f. O

Je-li matice (f/;;(2")) positivné nebo negativné semidefinitni, nelze o kvalité stacionarniho bodu rozhodnout.

7.5.8 Dausledek

Necht funkce dvou proménnych f je t¥idy C? ve svém stacionarnim bodé (z*,y*). Jestlize
D(*,y") = faa (@, y") fyy (@™ 4") = (fay(&™,97))* > 0,

pak méa funkce f v bodé (z*,y*) ostry lokdlni extrém a to minimum, pokud f,.(2*,y*) > 0 a maximum, pokud

fzz(x*ay*) <0.
Jestlize D(x*,y*) < 0, pak v bodé (z*,y*) lokalni extrém nenastéava.

D.: Prvni tvrzeni bezprostfedné plyne z 7.5.7 a z tvrzeni o minorech v 7.5.6.
Necht D(x*,y*) < 0. Uvazujme kvadratickou formu

O(hi,ho) = for(@,y" )T + 2f0y (2™, y* ) h1ho + fyy(z*, y")h3 =
* * h ? * * h * *
= 2| fou@® ") (2 ) + 2 uy (@ y") T + Fuy(zt,y?) |
ha ha

Ponévadz D(z*,y*) < 0 mé kvadraticky polynom P(\) = fou(z*,y*)A? + 2fouy (x*, )X + fyy (2%, y*) dva
realné rizné kofeny, coz znamend, %e nabyva kladnych i zapornych hodnot. Existuji tedy vektory (hi, hs)
a (h1, he) takove, ze ®(h1,ha) > 0 a ®(hq, he) < 0. To znamena, Ze forma ® je indefinitni. O

7.5.9 Definice

Bud f funkce n proménnych, M C Dom f. f{ekneme, ze funkce f nabyva v bodé z* € M globdlniho minima
(resp. mazima) na mnozing M, jestlize f(x) > f(x*) (resp. f(x) < f(x*)) pro kazdé x € M. Jsou-li nerovnosti
ostré pro kazdé x # x*, mluvime o ostrgch globdlnich minimech (resp. mazimech) na M.

(Ostra) globalni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostré) globdini extrémy funkce f na mnozing M.

Misto slova ,,globalni“ se nékdy pouziva slovo ,,absolutni“.
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7.5.10 Poznamka

Je-li bod globalntho extrému z* na mnoziné M vnitinim bodem této mnoziny, pak je x* bodem lokalniho
extrému.

Funkce f tedy muze mit globélni extrém na mnoziné M v bodé lokdlniho extrému funkce f nebo v hrani¢nim
bodé mnoziny M, pokud tento bod do mnoziny M patii.

7.5.11 Poznamka
Necht funkce f je t¥idy C? v bodé 2° = (29,29, ...,29).

Grafem funkee g : (z1,22,...,2,) = f(2%) + f/y(2°) (21 — a?) + fo(a°) (21 — 29) + -+ + f,(2°)(x — 27) je
podle 7.3.5.2 teéna nadrovina ke grafu funkce f v bodé z°.

Necht A = (a;5) = (f"ij(:zro)).

Stejnym zpusobem jako v dukazu véty 7.5.7 lze dokazat:

Je-li matice A positivné definitni, pak existuje okoli O(z°) bodu z° takové, Ze pro viechna z € O(z) je
f(x) > g(x). Body grafu funkce f v okoli bodu x° leZ nad te¢nou nadrovinou, funkce je v bodé 2° konvexni.
Je-li matice A negativné definitni, pak existuje okoli O(z") bodu z° takové, Ze pro vSechna z € O(z) je
f(z) < g(x). Body grafu funkce f v okoli bodu z° lezi pod te¢nou nadrovinou, funkce je v bodé z° konkavni.

7.6 Implicitni funkce
7.6.1 Definice

Necht I je funkce dvou proménnych, (zo,y0) € R? je takovy bod, Ze F(xg,y0) = 0 a 6 > 0 je redlné ¢&islo.
Rekneme, ze funkce y = f(x) je na (xg — 6,29 + 0) zaddna implicitné rovnici F(x,y) = 0, jestlize pro
x € (xg — 0,20 + 0) je F(z, f(z)) =0.
7.6.2 Véta
Necht F' je funkce dvou proménnych a jsou splnény predpoklady:

e existuje (xo,y0) € Dom F, ze F(xg,y0) = 0,

e existuje a € R, a > 0, Ze F je spojitd na mnoziné R = (xg — a,zo + a) X (yo — a,yo + a) N Dom F,

oF
e [ m4 spojitou parcidlni derivaci podle y v bodé (xo,yo) a plati M #£0.
Y

Pak existuje kladné ¢islo 6 a jedina spojita funkce y = f(x), které je na (xg — 9, x4 0) zadéna implicitné rovnici
F(z,y) =0.

D.: Na R? uvazujme metriku po, a polozme d = F,(xo,yo). Podle predpokladu je d # 0.

d
Ponévadz Fy je spojita v bodé (x¢, o), k % > 0 existuje € > 0 takové, ze pro
. d
(xvy) S OE(IanO) - (.IO —&,%0 +E) X (yO —&,%0 +E) Je |F’y(x7y) - d| < %7

neboli pro (z,) € Ox (20, o) je
F,(z,y) 1
1] — 7 —.
-2 <
Bud Q ={g € Clzg —e,20 — ] : g(x0) = yo,|9(x) —yo| < € pro x € [xg —&,29 — &]}. Pro g € Q tedy
plati g(x0) = yo, F(20,9(x0)) = F(x0,y0) =0, g i F jsou spojité a tedy k ¢ existuje 6; > 0 takové, Ze pro
x € [xg — 01,20 + 1] je

(7.1)

<e. (7.2)

g
g(x) d Yo

Polozme 6 = min{e, d;} a P = QN Clxg — 0, 29+ d]. Mnozina P tedy obsahuje funkce z Q, jejichZ definiéni
obor je zazen na [xg — d,xg + ).

F
Definujme zobrazeni T' : P — Clzg — 0,z + d] pfedpisem: T'(g)(x) = g(x) — w Je-li funkce f
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pevnym bodem zobrazeni T' (sr. 5.5.13), pak f(z) = f(x) — pro x € [xg — d,x0 + ¢], neboli

F(z,g(z))
d
F(z, f(x)) =0prox € [xg—0d,x0+ 9], tj. [ je spojita funkce, ktera je na (xg — 9, o+ d) implicitné zadéna

rovnici F(z,y) = 0.
Existenci jediné funkce f této vlastnosti dokdzeme pomoci Banachovy véty o kontrakei 5.5.14.
Na P uvazujme metriku stejnomérné konvergence po (viz 5.1.2.4). Pak

T(g)(w0) = glao) - D0IED) _ i g e @
IT(g)(x) — yo| < € podle (7.2) pro x € [xg — §,z¢ + 0], tedy T(g) € P.

S vyuzitim 2.3.4.1 dostaneme

pc(T(9),T(h)) = max [T(g)(x) = T(h)(x)| =

zo—0<x<zo+d

) P(z,g(@)) Plah(@)| _
= s Jotn) - FEIE) ) )
) Fy(@,€)(g(e) — h@) | _
= laGo) - nio)l - RS

Pritom & lezi mezi hodnotami g(z) a h(z), g,h € P, tedy & € Oc(yo), takze podle (7.1) je
1

- max
2 zo—6<z<wo+6

l9(2) — h(@)| = pc(ah),

pc(T(9).T(h) < ;

coz znamené, ze T je kontrakce na P. [J

7.6.3 Poznamka

Jsou-li splnény predpoklady véty 7.6.2, existuje jedina spojita funkce f danad implicitné rovnici F'(z,y) = 0.
Kromé ni mize existovat vice nespojitych funkei g, pro néz F(x, g(x)) = 0.

Napt.: F(xvy) = y(y - 1)a (‘To,yo) = (070)

f(2)=0, gi(x) = 0, 20

L z>0 g2(x) = x(x), ...

7.6.4 Veéta

Necht jsou splnény predpoklady véty 7.6.2 a necht navic ma F' na R spojité parcidlni derivace. Pak funkce

y = f(x), ktera je v okoli bodu (xg,yo) implicitné zadana rovnici F(x,y) = 0 ma v bodé zg derivaci a plati
F (20, y0)
!/ I
x0) = ——— 5.
f'(@o) Fy(z0,90)

D.: F(z, f(x)) =0 na okoli bodu zy. Derivovanim tohoto vztahu podle x (sr. 7.4.1) dostaneme
F(x, () + Fy(z, f () f'(x) = 0.

Dosazenim zy za x a snadnou tpravou dostaneme dokazovany vztah. [

7.6.5 Poznamka

Necht jsou splnény predpoklady véty 7.6.2 a necht navic ma F' na R spojité druhé parcialni derivace. Pak funkce
y = f(x), kterd je v okoli bodu (xg,yo) implicitné zadana rovnici F'(z,y) = 0 ma v bodé xy druhou derivaci.
Lze ji vypocitat postupem analogickym postupu pfi dikazu véty 7.6.4.

Analogicky lze postupovat pii vypoctu derivaci vyssich radua.

7.6.6 Definice

Necht F' je funkce tif proménnych, (o, Yo, 20) € R3 je takovy bod, Ze F(z0,%0,20) = 0 a § > 0 je realné &islo.
Rekneme, ze funkce z = f(x,y) je na (vo — d,70 +6) X (yo — 6,90 + &) zaddna implicitné rovnici F(z,y,z) = 0,
JestliZe pro « € (xo — 6,20 +0), y € (yo — 0,50 +0) je F(z,y, f(x,y)) =0.
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7.6.7 Véta
Necht F je funkce t¥i proménnych a jsou splnény piedpoklady:
e existuje (xo, Yo, 20) € Dom F', Ze F(xo, Yo, 20) = 0,

e existuje a € R, a > 0, ze I’ je spojitd na mnoziné
R = (x¢p—a,zo+a) X (yo —a,yo +a) X (z0 —a,z0+ a) NDom F,

OF (20, Yo, 20) 20

e F ma spojitou parcialni derivaci podle z v bodé (xq, yo, 20) a plati

Pak existuje kladné ¢islo ¢ a jedina spojita funkce z = f(x,y), kterd je na (xg — §, 29 +96) X (yo — 6, yo + 9)
zadéna implicitné rovnici F'(z,y, z) = 0.

D.: Modifikovany dukaz véty 7.6.2 [

7.6.8 Véta

Necht jsou splnény piredpoklady véty 7.6.7 a necht navic ma F na R spojité parcialni derivace. Pak funkce
z = f(z,y), kterd je v okoli bodu (xg,yo, 20) implicitné zadana rovnici F(x,y,z) = 0 ma v bodé (zo,yo)
parcialni derivace a plati

Fy(x0,y0, 20)
F.(x0,y0, 20)

Fy($07 Yo, Zo)

, xo, =— .
Jy(@o, o) F.(z0, Y0, 20)

Jz(z0,90) = —

D.: Pfimym vypoctem jako u 7.6.4 [

7.6.9 Poznamky

1. M&-1i funkee F na R spojité druhé parcialni derivace, pak ma i funkce z = f(x,y) v bodé& (20, yo) druhé
parcialni derivace. Lze je vypocitat analogickym postupem.
Analogicky lze postupovat pii vypoctu derivaci vyssich radua.

2. Analogicky lze definovat implicitné zadanou funkci n proménnych, dokazat jeji jednoznacnou existenci a
pocitat jeji derivace.

7.7 Diferencovatelna zobrazeni

Zobrazeni F' : R™ — R™

(II;IQa s 7:677.) = (fl(xlv'er e -,In),fQ(Il,IQ, B 7:677.)7 . '7fm(xlax25 s 7':677.))
Zobrazeni F' je uréeno m funkcemi n proménnych fi, fa, ..., fm. Tyto funkce nazyvame sloZky nebo souradnicové

funkce zobrazeni F| piseme F = (f1, fa,..., fm)-
Dom F' = Dom f; x Dom f5 X --+ x Dom f,,.

7.7.1 Poznamka

Zobrazeni F = (f1, fa,.-, fm) : R" — R™ je spojité v bodé 20 = (29,29,...,2%) € R™ prave tehdy, kdyz
vSechny funkce fi, fa,..., fm jsou spojité v tomto bodé.

D.: =: Bud ¢ > 0 libovolné. K nému existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé

(r1, 22, ..., 2,) € Os(2d, 29, ..., 20) = (2§ — 8,29 + ) x (2§ — 6,29 + ) x -+ x (28 — 6,29 +9)
plati
F(xlv'er"'aIn) € Og(fl(.fl,.fg,...,CCn),fQ(Il,ZZ?Q,...,CCn),...,fm(Il,IQ,...,CCn)):
= (fi(@%29,...,29) —¢, (2,25, ..., 20) + &) x
X (fo(22,29,...,29) —¢, fo(xl,25,...,20) +e)x,..., x
X(fn (29,3, a) =&, fn(a}, 25, .. ap) +e).
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Jinymi slovy: k € > 0 existuje § > 0, Ze pro (w1, x2,...,2,) € Os(2,29,...,29) je
fi(mr, o, wp) € (f5(29, 29, 2d) —e, fi(2f, 25, ..., 20) +¢),
tedy f; je spojita funkce. To plati pro kazdé j € {1,2,...,m}.
«: K e > 0 existuje ; > 0, Ze pro (z1,22,...,2,) € Ogj(x?,xg, 1Y) e
fiwr, o, mp) € (f (20,29, 20) — e, fi(2, 29, ... 2a%) +¢), j=1,2,...
Polozime § = min{dy,d, ..., 0, . Pak pro (z1,2a,...,2,) € Os(29,29,...,29) je
F(x1,22,...,1,) € O-(F(z0,29,...,22)). O

7.7.2 Definice

0 ,.0

Rekneme, Ze zobrazeni F = (f1, for -y fm) : R — R™ je diferencovatelné v bode 2° = (
kazda z funkci f1, fo, ..., fin je diferencovatelna v tomto bodé.
Zobrazeni dF(z") : R® — R™ dané predpisem

3 hn)u df?(xo)(hlu h27 ey hn)7

se nazyva diferencidl zobrazeni F v bodé¢ (29,29,...,2%).
Zobrazeni F' se nazyva diferencovatelné, je-li diferencovatelné v kazdém bodé z Dom f.

(R1,hay ... hy) e (df1(2)(he, b, ...

? n

7.7.3 Poznamky

1. Diferencial zobrazeni F = (f1, fa,.-., fm) : R* — R™ v bodé 20 = (29, 29,... 20
afi
uréené matici A = (a;;) = —f(:vo)> =(f] (29)).
8Ij “i
D.: of
= 1
> 87(550)7%
L dfl(xo)(hl,hg,...,hn) k=1 k L
1 n 9 1
ha dfa(@®) (b, ha .. ) 3 a_ﬁ(xom ha
. — = k=1 0Tk = .
"\ O e, ) "
m\T 1,082y .-y 10 n afm 0
—(z")h
kzz:l 8$k( o
2. Je-li f:R™ — R funkce n proménnych diferencovatelna v bodé 2% = (29,29, ...,29), pak
v okoli bodu z° ,jeji piirtistek chova jako linearni funkce df(z%)“, f(z) = f(2°) ~ df(2°
Je-li tedy F(f1, fa,---, fm) : R™ — R™ zobrazeni diferencovatelné v bodé 2% = (29, 29,

z okoli bodu 2 plati

3, Ty, ...

oy dfn (@) (1, g, . .

1M

,20), jestlize

%))

) je linearni zobrazeni

se podle 7.3.5.3
)z — 20).

..,2Y), pak pro x

fi(@) — fu(2®) df1(a)(z — a°) kiiil a—i(wo)(u - zp)
fa(@) — fola®) dfa(a®)(x — 2°) 5 012 10y, — 40
F(z) - F(z%) = ~ | E e )]
Fnl@) = fun(a) df(2®)(z — 2°) S %:@omk —a9)
k=1 O

dfi(z°)
6,Tj

dF(2°)(z — 29).

_ ( ).(x_IO)
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7.7.4 Definice

Necht zobrazeni F' = (f1, fa, ..., fm) : R® — R™ je diferencovatelné v bodé z° = (29,29, ...,2%). Matice
% 0 % 0 % 0
o () Dirg (%) ... D, (a?)
oo | Py SRy DR
F'(2”) = (fi|j(x ) = 1 L2 Tn
8,fm 0 8fm 0 8fm 0
s (V) R () ... Bz, ()

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F' v bodé x° (derivace zobrazeni F v bod¢ z°).
Je-li n = m pak se determinant Jacobiho matice zobrazeni F' v bodé 2 nazyva Jacobidn (Jacobiho determinant)

zobrazeni F v bodé z°. Oznaduje se

D(f1, fos-- s fn) fr, f2,-- - fn)

J F 0 ) I I 0 I I I 0 )

(F@), D(x1,29,...,%5,) S A(r1, 72, ., Tn) (=)

7.7.5 Poznamka

Je-li F = (f1, f2, ..., fm) : R" — R™ diferencovatelné zobrazeni, pak zobrazeni  — F’(x) je zobrazenim Dom F'
do mnoziny matic typu m X n. Zna¢ime ho F”.

Je-i F = (f1, f2,..., fn) : R" — R™ diferencovatelné zobrazeni, pak zobrazeni z — J(F(x)) je funkci n

proménnych.

7.7.6 Véta (o derivaci slozeného zobrazeni)
Necht F' = (f1, fa,..., fm) : R" = R™, G = (91,92,.-.,9p) : R™ — RP jsou diferencovatelna zobrazeni. Pak
slozené zobrazeni H = (hq,ha,...,hy,) = Go F : R® — RP je také diferencovatelné a pro jeho Jacobiho matici
plati

H'(x1,29,...,2,) = G'(F(x1,22,...,20)) - F'(x1,22,...,7,) .

Je-li n = m = p, pak pii oznaceni (y1,v2,-..,Ym) = F(x1,22,...,2,) pro Jacobiany zobrazeni F, G, H plati
J(H(xlv'r% cee 7:677«)) = J(G(ylvaa v aym))'](F(Ilv'va SRR In)) .

D.: hi(I1;I27 s 7:677.) = gi(fl(xlaa?Qv s ,xn),fQ(Il,IQ, R 7:1771)7 e '7f’m('r17x25 s 7:1771))
Podle 7.4.1 je
oh;

—(z1, 22, ..., 2,) =

al'j

p
= Zg§|k(f1(($17x2u' o ,,Tn),fg((l'l,wg,.. .,l'n),. "7fm($17x27" '7xn))fllc‘j($lux27' "7xn)
k=1

proi=1,2,...,p, j=1,2,...,n.
Druhé tvrzeni plyne z véty o determinantu sou¢inu matic. [

7.7.7 Véta (o lokalni inversi)

Necht zobrazeni F : R® — R" je diferencovatelné v bodé (29, 29,...,2%) a F(29,29,...,2%) = (49,%9,...,42).
Je-li Jacobiho matice F’(29,29,...,2%) regularni (tj. det F'(29,29,...,29) = J(F(29,29,...,29)) # 0), pak
existuje okoli O(z9,29,...,29) bodu (2,29,...,2%), v ném7 je zobrazeni F prosté, tedy existuje inversni
zobrazeni F~1: F(O(2Y,23,...,2%)) — R™. Inversni zobrazeni F~! je diferencovatelné¢ v bodé (y?,v3,...,y2)

a pro jeho Jacobiho matici plati

(F W45, oym) = (F (2, 23, )
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Naznak ditkazu: Pokud F(z9,29,...,2%) = 0 tak na O(29,29,...,20) plati

F(xy,20,...,x,) = dF (2,29, 20 () — 2,20 — 25, ... 2, —20).
Linearni zobrazeni na pravé strané priblizné rovnosti je prosté pravé tehdy, kdyz jeho matice, tj. Jacobiho
matice zobrazeni F, je regularni.
Jacobiho matice identického zobrazeni F~*o F, F~Yo F(x1,22,...,2,) = (z1,22,...,2,) je jednotkova
matice F.
Podle 7.7.6 plati E = (F~Y/ (F(29,29,...,2%)) - F'(29,29,...,29), z éehoz bezprostiedné plyne dokazo-
vany vztah. [

7.7.8 Definice

Rekneme, 7e zobrazeni F = (f1, fa, ..., fm) : R" = R™ je t¥idy C*, k € NU{oc} v bodé 2° = (29, 29,...,29),
jestlize kazda z funkci fi, fa, ..., fm je tiidy C* v bodé x°.

Rekneme, Ze zobrazeni F = (fi, for ooy fm) : R — R™ je t¥idy CF, k € NU {oo}, jestlize je t¥idy C* v kazdém
bodé Dom F'.

Poznamka: Je-li zobrazeni F tiidy C*, pak Dom F je oteviend mnozina.

7.7.9 Poznamka

Rekneme, ze matice A o n sloupcich a m fadcich je reguldrni (v zobecnéném smyslu), jestlize jeji hodnost je
rovna min{m, n}, tj. ma-li maximalni hodnost.
Tedy je-li m = n, det A # 0 (jak je obvyklé v linearni algebie)

n > m, fadky matice A jsou linearné nezavislé

n < m, sloupce matice A jsou linearné nezavislé
Je-li n < m a matice A je regularni, pak linearni zobrazeni ® : V;, — V,,,, ®(0) = A - ¢ je prosté. Kdyby totiz
existovaly vektory o, v € V,, takové, ze @ # ¢ a (@) = ®(¥), pak by

Jinymi slovy, existovala by linearni kombinace sloupcii matice A s koeficienty, které by nebyly vSechny nulové,
rovnajici se nulovému vektoru, coz by znamenalo, Ze sloupce matice A nejsou linearné nezavislé a to by byl spor.

7.7.10 Definice
Bud F = (f1, fo,.-, fm) : R — R™ zobrazeni. Rekneme, ze zobrazeni F je requldrni, jestlize je t¥idy C* a pro

kazdé x € Dom F je matice F'(z) regularni.

Poznamka: Je-li zobrazeni F' : R" — R™ regularni a n < m, pak ke kazdému bodu x € Dom F' existuje
okoli O(x) C Dom F takové, ze F je na O(z) prosteé.
Zdtuvodnéni plyne z 7.7.3.2 a z 7.7.9.

7.7.11 Véta (o implicitnim zobrazenf)
Necht F = (f1, f2,-- -, fm) : R"T™ — R™ je zobrazeni, které spliuje predpoklady
e cexistuje bod (2%, 4°) = (29, 29,...,22,49,49,...,¢4%) € Dom F takovy, ze F(z°,y") =0,

e existuje okoli O, (20, 4%) bodu (29,29, ..., 2%, 49,48, ..., 4% ) takoveé, Ze F je spojité na O, (x°,4°)NDom F,
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e vSechny prvky matice

9fi

of

-\, -\, 5 T
8y1( y) 8y2( y) 8ym( y)
Ofs of Af2
5 LY 5 LY a5 €Y
Fy(z,y) = 3y1( ) 3y2( ) (?ym( )
Afm fm dfm
- @ - @ 5 @
i (z,y) vs (z,y) aym( y)
jsou spojité v bodé (x°,4°) a plati det F, (2%, y°) # 0.
Pak existuje okoli Os(z°) bodu (29,29,...,2%) v R™ a jediné spojité zobrazeni G : O5(2°) — R™ takové, Ze
pro kazdé x € Os(2) je F(x,G(z)) = 0.
Jsou-li navic v bodé (2°,y") spojité viechny prvky matice
of: dfi of
90, B (@) 9, ()
Of2 dfs dfs
5 \T 5 \T a5 T,
Fo(e.y) = 81:1( y) 81:2( Y) &zzn( Y) 7
dfm dfm dfm
6—:101(I’ Y) 6—302(17, Y) O (z,y)

pak je zobrazeni G diferencovatelné v bodé 2 a pro jeho Jacobiho matici plati
G/(xo) = _(Fy(xov yO))—l : Fw(‘%ﬂ? yO) .

Naznak dukazu: Prvni tvrzeni v podstaté fika, Ze za uvedenych pfedpokladi lze z rovnice F(z,y) = 0
vypocitat y = G(x).
Je-li F' diferencovatelné v bodé (z°,4"), pak podle 7.7.3.2 je

0 = Fz,y) ~ dF@")(z—2"y—y°) =

“0f1, o o oy & 9f1, o 0 0

—— (@7, T —x) + — (", i — Y

k; 8xk( y0) (zp — 7)) J; ayj( yO) (v — v5)

"o0f2, o o 0y & 9fa o g 0

a_ 9 - + a 9 i — Yy

| S e SR ow - |

n 6fm 0 .0 0 Ul afm 0,0 0

a ’ - + ’ ) — Yy
k; D (@, y°) () — z) J; 9y (@, )y —3)

= Fo(2y") - (x—2°) + F,(2°4°) - (y — ).

Z predpokladu det F,(z°,y°) # 0 plyne existence (F,(z",y"))~" a z pfiblizné rovnosti
0~ F, (2% y°) - (x — 2°) + F, (2", y°)(y — y°) plyne piiblizna rovnost

y =y’ (B y") 7 (Fo(@®,°) - (o —a%)) = (—(Fy(2°,9%) 7" - Fala®,9%)) - (x - 2%),

neboli

y= yO + (_(Fy(xovyo))_l : Fm(xovyo)) : (!T - xO) .
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TakZe y lze z rovnice F(z,y) pfibliZzné vypocitat.
Soucasné

y=G(z) =y’ +dG°)(x —2%) = G'(2°) - (z — 2”),
takze Jacobiho matice zobrazeni G v bodé z° je dana vzorcem z druhého tvrzeni véty.
Presny dikaz lze provést precizaci uvedené myslenky pomoci prislusnych limitnich prechodi.
Jina metoda dikazu spociva ve ,,vicerozmérné modifikaci“ dikazu véty 7.6.2. I

7.8 Diferencovatelné variety

7.8.1 Definice

Budte m,n e N, 1 <m <n. Rekneme, ze mnozina M C R" je m-rozmérnd nadplocha v n-rozmérném prostoru,
jestlize ke kazdému y = (y1,y2,...,yn) € M existuje jeho okoli O(y) v R™, oteviena mnozina U, C R™ a prosté
spojité zobrazeni Fy : U, — R" tak, ze y € F,(U,) = O(y) N M.

Je-li kazdé ze zobrazeni F,,, y € M navic regularni, Fekneme, ze M je m-rozmérnd (diferencovatelnd) varieta

U N-T0ZMETNém prostoru.
Je-li kazdé z regularnich zobrazeni Iy, y € M navic tiidy CF*, fekneme, ze M je m-rozmérnd varieta tiidy C*
UV N-T02ZMErném prostoru.

e n-rozmérné nadplochy (variety) v n-rozmérném prostoru jsou oteviené mnoziny.
e Jednorozmérné nadplochy se nazyvaji kiivky, dvourozmérné nadplochy se nazyvaji plochy.
e Jednorozmérné variety se nazyvaji hladké kiivky, dvourozmérné variety se nazyvaji hladké plochy.

Poznamenejme, ze hladka jordanovska kiivka definovana v 2.6.6 a hladky oblouk {(¢(t),4(t) : t € I'}, kde I
je otevieny interval jsou hladkymi kfivkami v pravé uvedeném smyslu. Definice 2.6.6 je vSak ponékud obecnéjsi,
zahrnuje i oblouky s jednim nebo obéma krajnimi body.

7.8.2 Véta

Budte g1, g2, . .., g diferencovatelné funkce n proménnych, n > k. Polozme

M = {(z1,22,...,2,) € Domg; NDomgs N---NDom gy, :

g1(x1, T2, .. Tn) = g2(w1, 22, .., ) = - = gr(@1, T2, .., Tn) = 0}
Jestlize v kazdém bodé = = (x1,x2,...,x,) € M je hodnost matice
891 891 891
892 892 892
D9k dg, Dy,
rovna k, pak mnozina M je (n — k)-rozmérnou diferencovatelnou varietou.
D.: Bud (&,#9,...,4,) € M. PonévadZ matice
dg1 .. Oq . dg1 , .
D, (& D2 (@) ... Bz, (&)
dg2 .. 092 . g2 , .
dg .\ Ogi . . gy, .
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je regularni, existuji vesmés ruzné indexy ji,j2,...,jk € {1,2,...,n} takové, Ze matice

dg1 . og1 .. og ..
i (2) au;, (@) ... au,, (2)
992 . 992 .. 092 .
6$j1 ({E) 8:cj2 (I) o 6,Tjk ({E)
dgx .. Ogi . g .
8Ij1 (JJ) 8{Ej2 (x) o 8Ijk (JJ)
je regularni. Oznacime-li 41,42, ..., 4,— vesmés rizné indexy z {1,2,...,n}\ {j1,J2,- -+, Jk },

T = (Tiy, Tig, -+ Tip 1) Y = (Tjy,Tja,- .., 25 ), pak jsou splnény piedpoklady 7.7.11. Existuje tedy ote-
viend mnozina Uz, 4,...5,) = O(%) C R"* a zobrazeni Py ,3a,.in) - OF) = O(F) C R* takové, ze pro
je (¢, 9(2y.29..... #n) (@) € M. Polozime F(z, z,....5,)(2) = (T, 02, 40,....2,) ()

Stejnou konstrukci 1ze provést v kazdém bodé z M. O

Rekneme, Ze varieta M z véty 7.8.2 je zadana rovnicemi gi(T1,29,...,2,) =0, i=1,2,...

7.8.3 Heuristickd tivaha
Bud g diferencovatelna funkce dvou proménnych. Pak M = {(z,y) € R? : g(z,y) = 0} je jednorozmérna
)
diferencovatelna varieta (hladka kiivka). Bud (Z,4) € M takovy, Ze 8_9 # 0. Pak podle 7.6.2 existuje funkce
y = y(z) takova, ze v okoli & jeji graf splyva s M. Te¢na ke grafu funkce y(z) v bodé (&, 9) je dana rovnict
y—9=y(@)(z-2).

9:(%,9)

Pfitom ¢/(%) = — 2%
(#) 9y(2,9)

, takZe obecna rovnice tecny je

Normalovy vektor ke grafu funkce y(x) v bodé (,9) tedy je (92(Z,9), g4(£,9)) = grad g(&,9) = ¢'(Z, §). Te¢ny
vektor ke kiivce M v bodé (Z,9) je tedy kolmy k vektoru grad ¢g(z, 7).

7.8.4 Pojmy z linearni algebry

Necht V,, je n-rozmérny unitarni prostor (vektorovy prostor se skalarnim soucinem) a ¥y, ¥s,...,Tm € V.
Ozna¢me Lin(¥y, ¥, . .., Up ) podprostor prostoru V,, generovany vektory vy, s, ..., Uy, (linedrni obal mnoziny
vektorta {v1, U2, ..., Un}).

Je-li W C V,, vektorovy podprostor, oznaéme W+ jeho ortogonalni doplnék (vektorovy podprostor, jehoz kazdy
prvek je kolmy k libovolnému prvku z W), tzn. je=li 4t € W a v € W+, pak @ - ¢ = 0.

7.8.5 Definice

Necht funkce g1, go, . . -, gr spliuji predpoklady 7.8.2, M je diferencovatelna varieta zadana rovnicemi
gi(x1,xa,. .., x,) =0, i =1,2,...,k anecht (&1, 2,...,%,) € M. Vektorovy prostor

Nj\l(‘%17‘%27 cee 75?:77,) = Lin(gi(i.laiQu e 7!%11)79/2(‘%17‘@27 e 7'%11)7 cee 7g;c(j‘.17:i.27 cee 75?:77,))
nazyvame normdlovy prostor k M v bod€ (&1, %o, ..., &n).
Vektorovy prostor
Tar(B1, 82, 8n) = Nag (81,32, ..., 30)) T
nazyvame tecny prostor k M v bodé (1,2, ..., 1)
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7.8.6 Véta

Bud M diferencovatelna varieta zadana rovnicemi g; (21, xo,...,2,) =0, i =1,2,...,k a necht
Z = (Z1,22,...,2n) € M je pevné zvoleny bod, x = (z1,22,...,2,) € M je libovolny.
- - P
Pak existuje vektor h € Tar(%), a € R a zobrazeni ® : R — R” takové, 7e v — & = ah + ®(a) a lir% (7) =0
T—=0 T

(nulovy vektor).

D.:

Libovolny vektor #* € V,, lze vyjadiit ve tvaru 7 = p'+ ¢, kde p' € Tar(2), € Tar(2)r = Nas(2).
Tedy také © — & = @ + @, kde @ = (u1,uz,...,up) € T (2), 0= (w1,wa,...,w,) € Nas(%).
Polozme a = ||z — &|| a pro a # 0 polozme h = (hy, ha, ..., hy) = E, tedy 4 = ah.

a
Dale oznafme ®(a) = (p1(a), p2(a),...,on(a)) = (w1, wa, ..., wy,).
Je-lia =0, pak . = &, @ =W = 0 a tedy ®(0) = 0.
Necht vektory &/ = (v],v3,...,v)), 7 = 1,2,...,n — k tvori bazi tetné¢ho prostoru Ty (2). Ponévadz
f=ax—id—1w=x—ah—®a)eMad(a)Li/ prokazdé j = 1,2,...,n—k, musi ¢ (a), g2 (a), ..., on(a)
spliiovat systém rovnic

gi(x1 — ahy — p1(a), x2 — ahy — pa(@), ..., xp —ahy — (@) = 0, i=1,2,... )k

: : ) , 7.3
vipr(a) +vipa(a) + - +vlpn(a) = 0, j=1,2,....,n—k (7.3)

Levou stranu tohoto systému lze povazovat za zobrazeni G : R"*! — R" jim# zobrazujeme (n + 1)-tice
Gisel (o, 1,092, ..., 0n).
Budeme aplikovat vétu o implicitnim zobrazeni 7.7.11 a pouzivat oznaceni v ni zavedené.

Gq)(aa@lv" 7<Pn) =

991

_a_xl(xl—ahl—gpl,...,xn—ahn—gﬁn) —E(xl—oehl—gal,...,:cn—ahn—gp)
0 0
_a_ggci(xl—ahl—gpl,...,xn—ahn—gﬁn) —%(zl—oehl—gal,...,:cn—ahn—gp)
8k 8k
O S L. Y AP
vl Un
vt vn
v?ik ok

Prvnich k fadki této matice je linearné nezavislych podle 7.8.2, poslednich n — k fadkad je také linedrné
nezavislych, nebot vektory o', 42, ..., 7" % tvoii bazi vektorového podprostoru. Libovolny z poslednich
n — k radka je linearné nezavisly na libovolné line4drni kombinaci prvnich k& radka, nebot je to vektor
ortogonalni k libovolnému z nich. Podobné libovolny z prvnich k fadku je linearné nezavisly na libovolné
linearni kombinaci poslednich n — k fadki. Matice G je tedy regularni, jsou splnény predpoklady véty
7.7.11, takze 1,92, . .., @n lze ze soustavy rovnic (7.3) vyjadiit jako funkce proménné a.

Mame tedy definovano zobrazeni ® : R — R™ takové, ze ®(0) = 0.

Dale plati

Gﬂt(aawlv" 7<Pn) =
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_hla—ggci(:zrl—ahl—gpl, Ty — @l — pn) —hnE(xl—ahl—gal, s T — ahy — @)
0 0
—h1a—gg;(1171 —aht —p1,... Ty — ahy — p) hn%(ﬂfl —ahy =1, 20 — ahn — @)
0 0
_ —hla—?i(xl—ahl—@l, Ty — @l — Pn) —hnﬁ(m—ahl—@l, s Ty — hyp — @) :
0
0
0
takze .
Gal0. 01, o) = (=B gL(@), =B~ gh(@), ..., —F - gi(#), 0,0,...,0) = 7,
nebot vektory h a gl(2) jsou kolmé pro jakékoliv i € {1,2, ..., k}.
Odtud podle 7.7.11 plyne, ze ¢} (0) = ¢4(0) = --- = ¢/, (0) = 0 a dale podle 2.3.6
lim 2 _ j=1,2...,n0
=0 T

7.9 VAazané extrémy

7.9.1 Definice

Bud f:R" — R, M C Dom f. Rekneme, Ze funkce f nabgvd v bodé & = (Z1,Z2,...,2n) € M lokdlniho mazima
(resp. minima) vzhledem k mnoziné M, jestlize existuje okoli O(&) bodu z takové, Ze pro kazdé x € O(z) N M

plati f(z) < f(Z) (vesp. f(x) = f(2)).
Jsou-li nerovnosti pro x # & ostré, mluvime o ostrém lokdlnim mazimu (resp. minimu) vzhledem k mnoZiné M.
(Ostra) lokalni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostré) lokdlni extrémy vzhledem k mnoZiné M.

Necht f,g1,92, ..., gm jsou funkce n proménnych t¥idy C', m < n. Ulohu: najit lokalni extrémy funkce f

vzhledem k diferencovatelné varieté zadané rovnicemi g; (21, x2,...,2,) =0, n =1,2,...,m, tj.
f(x1,x2,...,2x,) — extrém
gl(xl,.’l/'g, v wrn) =0
92($17$27"';In):0 (74)
gm(xl,fﬂg,. "7xn) =0

nazyvame konecnédimenziondlni hladkou extremdlni wlohou s omezenimi typu rovnosti. Stru¢né ulohou na vazany
(podminény) extrém.

7.9.2 Definice

Funkci £ : R**™+1 3 R danou piedpisem

£($1,$2,.. '7xn7A07A17" 7)\m) = )\Of(xhx?u' ..,I’n) +Z)‘kgk(‘r17$27' ..,I’n)
k=1

nazyvame Lagrangeovou funkct wlohy (7.4), ¢isla Ao, A1, . .., A nazyvame Lagrangeovy multiplikdtory.
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7.9.3 Véta (Lagrange 1797)
Je-li & = (&1, %2,...,%,) FeSenim ulohy (7.4), pak existuji Lagrangeovy multiplikitory Ao, A1, ...

alespoii jeden je nenulovy tak, ze

0 0
8—£ﬁ£(:i:1,§:2,...,in,)\o,)\l,...,/\m) == Eﬁ(:ﬁl,ig,...@n,)\o,)\l,...,)\m) =0.
D.: Necht & je bodem lokdlniho minima alohy (7.4).
0 0 - 0
——L(81, 82, o, Ty A0y ALy e - o5 Am) = do=—f (81, B2, ..., Ty Me=— gk (21, 2o, . ..
9z, (Z1,22,- -+ Tny Aoy A1 ) oaxjf(iﬂl ) z )+I; k(?:z:jgk(xl )
1=12....n
Podminka (7.5) ma tedy ve vektorovém zapisu tvar
Aof/({fl,.fg, PN ,JA?n) + Z)\kgl/c(.fl,{fg, e ,JA?n) = 6
k=1
Piipustme, ze vektory f/'(Z1,&2,...,%n), 1 (&1, T2, .. &), g5(Z1, B2,y ooy En), .oy g (T1, To,
linedrné nezavislé. A
flx) — f(&)
g91(z)
Uvazujme zobrazeni F : R® — R™*! dané piedpisem F(z) = g2()
gm ()

Podle naseho pfedpokladu je hodnost matice

o .. o . . a ..
0 R 0 . 0 .
0 R 0 . 0 .
I N
rovna m + 1. Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze proménné jsou oé¢islovany tak, ze
o . . o .. 0 .
(’“)—xlf(x) a—%f(x) cee DTmit €
0 . 0 . 0 .
6—30191(35) 8—:@91(I) " Bt g1(2)
det a . a 0 . #0.
6—30192(35) 8—:@92(I) OTmit 92(2)
0 R 0 . 7] .
8—35197”(:6) 3—I29m($) mgm(x)

To znamena, Ze zobrazeni G : R™*1 — R™+! dané predpisem

f(x].uxQu' "7xm7xm+lujm+27‘%m+37" 7:'2.77,) - f(i.l7i.27' .

91(55171'27 . '7$m7$m+17£m+27£m+37 LY 7xn)
G(w1, 22,00 Tmp1) = 92(T1, 22, - s Ty Tong 15 Lo 2, g 3, -+ )
gm(x17x27 LY 7xm7xm+lujm+27‘%m+37 L) 7:'2.77,)
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spliiuje predpoklady 7.7.7. Odtud plyne, Ze ke kazdému dostateéné malému e > 0 existuji

x1(g),x2(€), ..., Tmy1(e) takove, ze
f(i[:l(&'), ,TQ(E), . ,xm+1(a),:ﬁm+2,55m+3, . ,fn) — f(fl,,fg, . ,Li'n) = —¢
91(1715)7332(5)a e ,Ierl(E), im+2; £m+35 e 7'i’n, =
gQ(IIE)v'IQ(E)a e ,Ierl(E), im+2; £m+35 e 7'i’n,
gm(Ilé‘),.IQ(E),...,Im+1(6),j7m+2,§7m+3,...,in) = 0.

Nasli jsme tedy bod (z1(€),x2(€), ..., Tm+1(€), Tm+2, Tmt3s - -, 2n) € O(&) N M takovy Ze

flx1(e),22(8)s -+ o, Tma1(€), Tma2, Tmasy -« s @n) = f(T1,%2,...,2,) — € < f(&), coZ znamen4, Ze & neni
bodem lokalniho minima tdlohy (7.4) a to je spor.
Vektory f/(Z1,%2,. -, Zn), g1 (81, T2,y &n), g5(T1, B2y o, Tn)s -y oy (T1, 22, - - -, Tpn) jsou tedy linearné

zévislé, z ¢ehoz plyne tvrzeni véty.
Pro lokalni minimum se dikaz provede analogicky. [J

7.9.4 Poznamky

1. Véta 7.9.3 poskytuje navod na vyhledani bodu ,podezielého z toho*, Ze v ném miZe mit dloha (7.4)
lokéalni extrém: Resime soustavu n + m rovnic

m

a ,,. . . 0
/\oaxif(irl,xg, .. .,In) + kzz:l AL o2,

gk('ilvaa"'aIn) = Oa 7;:1527"'7” (76)

gj(ii'l,ii'g,...,fn) = 0, j:1,2,...,m

pro n +m + 1 neznamych &1, Za, ..., Tn, Ao, A1, - - -, Am- Ma-li tato soustava FeSeni takové, ze \; # 0 pro
néjaké [ € {0,1,...,m}, pak (21, &a,...,2,) je bod, v némz tloha (7.4) muZe mit lokalni extrém.
Soustava rovnic (7.6) je pro Lagrangeovy multiplikatory Mg, A1, ..., Ay, linearni. To znamen4, Ze multipli-
katory jsou urceny jednozna¢né az na nenulovou multiplikativni konstantu. Staci tedy polozit \; = 1 a
fesit n + m rovnic pro n + m neznamych.

2. Ao nemusi byt nenulovy.
Uvazujme napiiklad tlohu najit lokdlni extrém funkce f(x,y) = x za podminky g(z,y) = 22 +y* = 0.
Pak (z,9) = (0,0) je FeSenim této ulohy (nebot je to jediny bod vyhovujici podmince).
Kdyby Ao = 1, pak by L(x,y,1,A) = z + A(z? + 3?) a systém rovnic (7.5) by mél tvar

142Xz = 0,
20y
Py . ~ 1 A . ~ ~2 ~9
Z prvni rovnice dostaneme A # 0, potom & = “on a ze druhé rovnice y = 0. Pak ale 2 4+ y° = e

3. Jsou-li vektory g1 (%), g5(%), ..., g, (&) linearné nezavislé, pak Ao # 0 a tedy lze polozit Ag = 1.
(Toto tvrzeni plyne z dikazu véty 7.9.3)

4. Geometricky vyznam podminky (7.5) pro pfipad n = 2, m = 1 a rovnici g(x,y) = 0 je ur¢ena hladka
ktivka: )
Podle predchozi poznamky je A\g # 0 a tedy f/(&,9) = —)\—lg’(:i:, ), coz znamena, Ze vektory f'(&, ) (smér

nejrychlejsiho ristu funkce f v bodé (Z,9)) a ¢'(Z,9) (smér normaly ke kfivce dané rovnici g(z,y) = 0
v bodé (z,7)) jsou rovnobézné.

7.9.5 Véta
Necht (&1,22,...,8n) € M, &1,%2,...,Zn, Ao = 1, A1,..., Ay spligji (7.5) a necht funkee f, g1, 92, .., gm jsou

tiidy C? v bodé (#1,%a,...,%,). Oznaéme L” = L(Z1,82,. . &n, 1L, A1, ..., Am) |- (L7 je Etvercova

6:51- 6,Tj
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matice fadu n.)

Jestlize pro kazdy vektor h € Ty, (&) plati h” - £ - h > 0 (vesp. hT - £ - h < 0), pak v bod& (i1, &2, ..., 4n)
nabyva funkce f lokalntho minima (resp. maxima) vzhledem k mnozing M.

Jestlize existuji vektory h.k € T (&) takove, ze RT - L' h<0<KT. L'k, pak v bodé (&1, Zo, ..., &,) funkce
f lokalniho extrému vzhledem k mnoziné M nenabyva.

Naznak dikazu: Podle 7.8.6 1ze vektor x — & pro libovolny bod = € m vyjadfit ve tvaru z — & = ah + D(a),

- P
kde h je jednotkovy vektor z T, (%) a lin% iG] =0.
a—r «
Pro kazdy bod « = (21, z2,...,2,) € M je f(z1,22,...,2n) = L(z1, T2, ..., Tn, L, A1, Aoy ooy An).
Funkei £(21,22,...,2Zn, 1, A1, A2, ..., A\;y) budeme povaZzovat za funkei n proménnych 1,29, ..., 2,. Po-

névadz plati (7.5), je dL(z, 1, A1, ..., Am) = 0 a tedy s vyuzitim 7.4.3 pro = € M plati:
fz) = Lz, 1,A1,..., m) = L(i,l,)\l,...,)\m)—i-%dQL(x—H?(x—i),l,/\l,...,/\m)(x—i) =
~ @)+ %d2£(:z: 0@ —3), LA Am) (0 4+ D)) =
~ @)+ C;—!deﬁ(x 0@ =) LA Am)(B) + %dQL(x 0@ =) 1A An)(@(a).
Tedy
flx)— f(@) = Z—?d2£(:v + 0@ — ), 1, M1, Am) (R) + %dQE(x + 9 —2), 1, My An) (@())

Druhy séitanec na pravé strané je v absolutni hodnoté maly pro malé «, znaménko prvniho sé¢itance je
pro x dostateéné blizké & stejné, jako znaménko vyrazu h” - £ - h. O

7.9.6 Poznamka

7 v&t 7.9.3 a 7.9.5 plyne navod na FeSeni tlohy (7.4) v p¥ipads, ze vektory g} (), g5(x), ..., g.,(x) jsou linedrns
nezéavislé pro jakékoliv x € R™:

(i) Vytvorime Lagrangeovu funkci

£($1,$2,...,(En,l,)\l,...,)\m):f(l'l,l'g,...,(En)+Z)\k9k($1,$2,...,$n)-

k=1
(ii) Najdeme &1, &o,...,&n, A1, ..., A jako TeSeni soustavy rovnic
o ... . X .
—L(&1, 82,y &y LA, o Am) = 0, j=1,2,....n
8Ij
gk(:ilajTQa"'aiﬂn) = Oa k:1527"'7m

(iil) Ze systému linearnich rovnic

Ogi(Z Ogr (T Ogr(Z

gk($)h1 + gk(x)hz + -+ gk(x)hn =0, k=1,2,...,m

o0x1 0xo Oz,
vypoc¢teme m z proménnych hy, ho, ..., h, v zavislosti na n — m zbyvajicich.

(iv) Vypocitame druhy diferencial Lagrangeovy funkce
A®L(21, B2, -y By LA A2y ooy An) (R hoy oo ha)

pricemz (hq, ha, ..., hy) je vektor vypoditany v piedchozim kroku a urc¢ime jeho znaménko. Je-li kladné,
nastava v bodé (&1, &2, ..., &,) lokdlni minimum tdlohy (7.4), je-li zdporné, pak maximum.
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7.10 Vektorové funkce, skalarni a vektorova pole

7.10.1 Poznamky o vektorech v R?

1. Oznaéeni'

a, b — vektory, 0 — nulovy vektor

a= ( ay, az, ag) b= (bl, bQ, bg) . SlOZky vektoru

a=|d=\/a2+a2+d2, B=1b|,... — velikost vektori

- 1

a® = —d, ... — jednotkovy vektor stejné orientace, jako vektor d
@

¥, 7, k — béze vektorového prostoru R? (@ = a17+ as7+ a3/2)

Pokud nebude hrozit nedorozumeéni, nebudeme rozliSovat mezi vektorem a jeho umisténim, tj. mezi prvkem
vektorového prostoru a prvkem zaméreni afinniho prostoru.

Uhlem vektorii rozumime orientovany duty thel, ktera tyto vektory sviraji.
= @b — thel vektori a, b v tomto poradi.

2. Skalarni souc¢in vektoru a, b:
@ b= aﬂcosﬁg: af cos

@-b=afcosp = a(B cos ) = Bacos p): Skalarni soucin vektort @, b je souéin velikosti jednoho z vektori
a velikosti kolmého primétu druhého z vektort do sméru prvniho.

Pro libovolné vektory @, l;, ¢ plati:

(i) @-@=a%cos0=0a? a=Va-d a® a® =1
a-b - -
= — = 0~b0
(iii) cosgp o a
(iv) @-b="b-a, s(@-b) = (s@) - b=a- (sb) pro libovolny skaldr s
v)a-b+d)=da-b+a-¢

Je-li i’,j’,/%a ortonormalni baze, tj. 7- =7 7= k-k= 1, 7-7=7-k=7 k=0 (a tak tomu bude v tomto
odstavci vzdy), pak
a-b = (a1T+ as+ azk) - (b7 + boj+ bsk) =
= a b7 T+ arbot T+ arbsi k + ash1 7 T+ asbay T+
+agbs] k+ a3b1/2 U+ a3b2/2 -7+ a3b3E k=
= a1b1 + azbs + asbs

3. Pravotocivy systém tii vektoru:
Systém vektorii @, b, v tomto poradi je pravoto€ivy, jestlize @b € (0,7), be € (0,7).

4. Vektorovy soucin vektori c_i b:

axb= ¥, kde |0] = a3 sin ab Gi=b-7=0a systém vektoru a, b ¥ je pravoto¢ivy. (Je to vektor kolmy
k roviné urcené vektory da, b jehoz velikost je ¢iselné rovna ploSe rovnobézniku ur¢eného vektory @, ba
orientovany podle pravidla pravé ruky.)

Pro libovolné vektory a, g, ¢ plati:

(i) d@ x b = aBsing = a(Bsing) = af', (p=db).
Je-li tedy b’ kolmy pramét vektoru b do roviny kolmé k vektoru @, je @ x b=da x b’

(i) (@ x b) = (s@) x b =@ x (sb) pro libovolny skalar s
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(iv) @x (b+d) =axb+axc
D.: geometricky. . .
d kolmy k roviné papiru, b’, ¢’ kolmé pruméty vektorii b, ¢.
Oznatme @1 = &'b’, oy =b'(@ X &), @3 = (@ x &) (@ x b)

(@xb+axd)-(b'+¢) = (@xb)-b' +(@xd)-b' +(@xb)-&+(@xa)-& =
0+ ay'B cos(—p2) + af’y cos(p1 + p2 +¢3) +0 =
= af’y'(cospa + cos(m — p2)) = aB'v (cosps —cosps) = 0

atedy (@x b+ax &) L(b'+¢&'), coz znamena @ x (b’ + )0 = (@ x b+ adx &)°.
Dale rovnobéznik uréeny vektory ¢’ a b’ je podobny rovnobéZzniku uréenému vektory @ x ca a x b
a pondvadz |@ x b| = af', |@ x & = o/, plati

l@xb+axd=alp +&|=|ax b+

Tedy @ x (b’ + &) =@ x b+a x a vzhledem k (i) je tvrzeni dokézéno. OJ

—

(v) @xb=0 < @=0nebob=0nebo a||b (tj. @ = xb pro n&jaky skalar )
(vi) Je-li ortonormalni béze 7, 7, k navic pravotoCiva (tj. ©¥x J'= E, T k= 7 kx7= 7) pak

-

Axb = (0174 ao]+ ask) x (bi7+ boJ+ bsk) =
= a1 TX T+ ashy X T4 asby k X T4 a1ba X T+ asba TX T+ asba k x T+
+a1b3 7 X E+a2b3j>< E+a3b315 xk =
—asb; E+ asby 7+ a1bo E— aszba ¥ — a1bs 7+ asbs v =

—

= (a2b3 — agbg)f— (a1b3 — agbl)f+ (albg — agbl)k =

o az az |- a1 as = ay ag g

= by b by bs [T by by |F
B T7 K
Vektorovy soucin lze tedy symbolicky zapsat @ X b= | a; a2 a3
b1 by b3

5. Jesté jedna interpretace vektorového soucinu:
Necht néjaké téleso rotuje kolem pevné osy s tthlovou rychlosti w. Zavedeme vektor & tak, aby byl rovno-
bé&Zzny s osou rotace, mél velikost w a byl orientovan tak, Ze polozime-li na osu rotace pravou ruku s prsty
ve sméru rotace, bude & sméfovat na stranu palce.
Na ose rotace zvolime vztazny bod O a polohu libovolného bodu télesa popiseme smérovym vektorem 7.
Necht 7= b + a, kde b lezi v ose rotace a @ je na né&j kolmy.
Velikost rychlosti bodu uréeného polohovym vektorem 7 je |0| = wld].
toru @ a systém vektorii &, @, ¥ je pravotodivy. Lze tedy psat o = @xa@ = @ x (F—b) = G XF—@ x b = @ X T,
nebot b||@.

a|. Vektor ¥ je kolmy k vektoru & i k vek-

6. SmiSeny soucin vektoru a, 5, c:
[@bc] = a - (b x &). -
Ozna¢me ¢ = be, 9 = a(b x &). Pak |b x & = Bysin,
@-(bx &) = afysingcosy = (acosd)(Bysin ),
tedy |[@bc]| je objem rovnobé&znosténu uréeného vektory @, b, .
Uhel ¥ muze byt vétsi nez pravy. V tom pripadé by vektor a smétoval na opa¢nou stranu, nez na obrazku,
systém vektort @, b, ¢ by nebyl pravotocivy.

Plati:

(i) Jestlize [d’gé] =d- ((_)' x €) > 0 pak je systém vektoru @, b, & pravotodivy.

-,

(i) @-(bx @) = (axb)-c
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D.: Podle 4.(vi) je

ap Gz as
ba b by b by b
a (bxé’)—a 2 3 — as ! 3 + as ! 2= by by b3
C2 C1 €3 C1 C2
C1 C9 C3
a a a a a a ar a2 a3
(5:>< ) c= 2 3 c1 — ! 3 co + ! 2 c3=1| by by b3
by b3 bi b3 bi b2
€1 C2 €3

7.10.2 Definice
Zobrazeni f: R — R3, f(t) = (f1(1), f2(t), f3(t)) = f1(1)T+ fo()T+ f5(t)k nazyvame vektorovou funkcr.

Realnou funkci jedné realné proménné budeme nékdy nazyvat skaldrni funkce.

Poznamky: fje spojita v to prave tehdy, kdyz fi, fa2, f3 jsou spojité v o
lim f(t) = @ prave tehdy, kdyz lim f1(t) = a1, lim fo(t) = az, lim f5(t) = as
. d > t) — f(t . . -
Derivace: d—f(to) = f'(to) = lim ft) = flto) = fi(to)T+ f5(to) T+ f5(to)k.
t t—to t—1o
Ma-li vektorova funkce f derivaci v bodé tg je v ty spojita.

7.10.3 Véta

Bud'te f, g vektorové funkce majici derivaci, ¢ skalarni funkce majici derivaci. Pak

L A +9 _df | dg
' dt dt  dt

P ra T w trw
A(f-g) _df _, 7 dg
3. = . .2
dt tg+f t

D.: 1. a 2. jsou piimé dusledky 2.1.5.

3. C(F-9) = (01 + Faga + Fs0s) = flor + Frgh + Flgn + fogh+ Fhos + fodh = S g+ -
4 S x 9 = = (a0 — Fog2)T— (gs — Fso0)T+ (ag2 — Fa91)F) =
= (f393 + fogh — Fig2 — fag0)T— (figs + frgh — fog1 — F3g0)T+ (Flga + frgh — fogn — Fagi)k =
= (f593 — F392)T— (flgs — f591)7+ (Fig2 — fogh)k + (fogh — f592)7— (frgh — fagh)T+ (frgh — fogi)k =
=[x g+ [xq
O
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7.10.4 Véta

Bud f nekonstantni jednotkové funkee, tj. f(t) . f(t) =1 pro kazdé t € Dom f, kteréd mé v kazdém ¢ € Dom f
derivaci. Pak vektory f( (t) a f (t) jsou kolmé pro kazdé ¢t € Dom f

D.: 4

P o_ 1 d

I [
df » 2 df

. L= =0
dt I+ dt
df = s ,
2 T f = 0 z ¢ehoZ plyne tvrzeni. O
af  d(ef%)  dp »  dft = dft
Podle 7.10.3.2 je —f = (ﬁf ) = d_ffo + cpﬁ a podle 7.10.4 je fOJ_E. Dostali jsme tedy rozklad

derivace vektorové funkce na slozku rovnobéznou s touto funkei a na slozku na ni kolmou.

7.10.5 Poznamka

Graf spojité vektorové funkce 7 je kiivka v prostoru R®. Ma-li funkce 7 v bodé to derivaci riznou od &, pak
pfimka o parametrické rovnici

p(t) = 7to) + (t — o)™ (t0)
je tecnou ke kiivece ¥ = 7(t) v bodé 7(to):
_ 7(t) — (to) — (¢t — to)™ (to)
t—to  t—to t—to t—1p

=7"(to) —7"(to) = 0.

7.10.6 Definice

Funkci f: R® — R nazyvame skaldrni pole, zobrazeni g : R® — R? nazyvame vektorové pole.
7 = (x,y,z) — polohovy vektor bodu (z,y, 2)
f(@,y,2z) = [(F), §lx,y,2) = g(r)

Slozky vektorového pole jsou skalarni pole.

7.10.7 Diferencialni operatory

Hamiltondv operdtor (symbolicky vektor) V = g?—l— gj—l— QE (Cte se ,nabla®)
ox dy 0z
Je-li f skalarni pole, definujeme jeho gradient: grad f = Vf = g?—l— 8—fj—|— ﬁlg
ox oy 0z
Gradient skalarniho pole je vektorovym polem.
Je-li f vektorové pole, definujeme jeho
divergenci: diivg=V - g = (%f—l— %j—l— %E) 1T+ gaJ + g3k) = % + %—g; + %

—

7k
rotaci: rot G =V X § = o 9 9 :<%—%>f—(%—%)f+<%—%)g

ox 9y 02 dy 0z ox 0z ox dy
g1 92 93

991 g1 g1
or 0dy 0z
o Lo O0ga  0Oga2  Ogo
gradient: gradg = Vg = ox Oy 0Oz
995 093 Ogs
or OJdy 0z
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Divergence vektorového pole je skaladrni pole, rotace vektorového pole je vektorové pole.
0? 02

Laplaceiv operdator A = V -V = — + — + — pfifadi skalarnimu poli skalarni pole, vektorovému poli
ox?  Oy? 022

vektorové pole.

7.10.8 Véta

Necht ¢, 1 jsou skalarni a u, v vektorova pole. Pak plati

1. grad(py) = ¢ grad ¢ + p grad .

: _ 2 oyt Doie Lo = %y gy 005, OV Oop Or
D.: grad(pv) = Fo(ev)i+ g (p0)i+ gk = g Tt o g T vy Tt THvg -k ey kD
2. div(pv) = gradp - v + pdiv e
D.: div(e?) = dpur | Opvs  dpvs _ dp Ovy | Op Jva Oy Ovs

_ 92 gu 0
oz oy oy oat¥or Ty, T e,
3. div(d x ¥) =U-rotd — 4 - rot ¥

o 0
D.: div(uxv) = %(uwg — ugvy) — 6—y(u1v3 — ugvy) + E(
8U2 81)3 8’&3 _ % 8’(1,1 81)3 811,3 81)1

= BT B T T T

U1V — UQ’Ul) =

0z

O

4. grad(d - ¥) = ¥ - gradd + @ - grad ¥. Pfitom - na pravé strané rovnosti zna¢i maticové nasobeni, vektory
povazujeme za Fadkové.

3
grad(uivy + ugve + ugvs) = grad E wv; =

ou; ov; 3. ([ Ou; ov; ou; ov; B
(E(ax”l”lax) ’ Z(a—y+a—y) ' (a—+a—>) -

3 ou; 3 dv; 3 dv; 3 ov; -

D.: grad(d-7)

8’&1 8’&1 8U1 81)1 8’01 81)1

dx  dy 9z dr  dy 9z

ey | Q2 O Bu || o o 0w
1r T dxr Oy 0Oz e oxr Oy 0Oz

(9’(13 (9’(13 6’11,3 6’1}3 (%3 6’1}3

dxr dy 9z 9r Oy Iz

O

7.10.9 Definice

Vektorovd ¢dra vektorového pole g = g(7) je kiivka v R? takova, Ze vektor §(7) je te¢nym vektorem k této kiivce
v bodé urceném polohovym vektorem 7.

Je-li vektorové pole modelem proudéni kapaliny, vektorové ¢ary se nazyvaji proudnice. Je-li vektorové pole
modelem silového pole (gravitac¢niho, elektromagnetického, ...), vektorové ¢ary se nazyvaji silocdry.
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Ma-li vektorova ¢ara pole § parametrické rovnice 7 = 7(t) = 2(t)7+ y(t)7+ z(t)k, pak podle 7.10.5 je
dz dy dz boli
_— = _— = _— = epno
g1, dt g2, dt g3, 1 1

dt
dr dy dz
a9 g
Tato rovnice se nazyva diferencidlni rovnice vektorové cdry.
Naopak, jestlize diferencialy slozek vektoru 7 = 7(¢) spliwuji pifedchozi rovnici, pak
godx — g1dy = 0, g3dy — godz =0, gsdz — g1dz =0.

Odtud

&= (gady — g2d2)7' — (gsda — g1d2)]+ (godz — udy)k = | do dy dz |=dFx 7,

gir 92 g3
tedy vektory di a ¢ jsou rovnob&zné.
7.10.10 Definice
Bud ¢ = §(¥) vektorové pole. Existuje-li skalarni pole f = f(7) takové, ze § = — grad f, pak se ¢ nazyva

potencidlové pole a [ se nazyva potencidl vektorového pole g.

7.10.11 Véta

Vektorové pole § = §(7) je potencidlové s potencidlem t¥idy C? pravé tehdy, kdyz rot§ = ¢ v kazdém bodé
Dom g.

D.: Necht g je potencidlové pole a f je jeho potencial. Pak

_.of o of _ Of 4. 90 _ 092 Oq _0Ogs Og2 _ Ogs
o oz 9 oy’ 9 0z Y oy ox’ 0Oz ox’ 0Oz oy’

L (993 0Og2\. (993 Og1\ ., (092 Og1\ .
dtud rot g = | = — == N A N
Odtud rot § ( Jy 92 )" ox 9. )7 + ox Jy ©
Opac¢na implikace plyne z 7.3.9. O
7.10.12 Poznamka (ospravedlnéni pojmu rotace)

Necht tuhé téleso rotuje kolem pevné osy prochézejici poc¢atkem soustavy souradnic thlovou rychlosti . (sr.
7.10.1.5)

Rychlost kazdého bodu télesa o polohovém vektoru 7= xi'+ y7'+ 2k je ¥ =& x 1, neboli
V1 = W22 — W3y, V2 = W3T — W12, U3 = W1y — W2l .

Uhlova rychlost @ nezavisi na 7 a tedy

Qg O _ o _1(0vs On
82 - 1 — Wi, 1 — 8y 82

N[ —

v Qv _ o _1(0u Ou
0z = w2 oxr w2, w2 = 2\ 0z ox
Oy 2 = L (22 O
oy P oxr ¥ 72\ 0 Oy

Odtud plyne, ze

gL (Qvs _Ova),._ (Ovs _Oui). (Ova Ou)p\_1 "o
2 oy Oz or 92 )7 ox Oy 2 '
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Uhlova rychlost rotace (ve vyznamu ,,otaceni“) tuhého télesa je rovna poloviné rotace (ve vyznamu ,diferencialni
operator®) rychlosti jeho bodi.

Predstavime-li si vektorové pole jako proudici kapalinu a je-li alesponn v jednom bodé rotace tohoto pole
nenulové, lze si okoli tohoto bodu predstavit jako tuhé téleso, které rotuje. Neboli ze v kapaliné je vir.

Proto pole ¢, které ma (alespon v jisté oblasti) nenulovou rotaci, se nazyva virové. Potencialové pole se nékdy
nazyva neuvirove.

7.11 Cviceni

Zjistéte, zda existuje limita funkce y = f(z,y) v daném bodé (¢, yo); pokud ano, vypocitejte ji.

2242 2393

1) f(‘ruy)_xgyg_—(x_y)Qa (0,0), 2) f(%y)—m, (0,0),
? +yly — 1) 1wy

T

5) f(xay) = sm Ma (OO, OO), 6) f(xay) = logz(x + y)a (150)
Vypocitejte parcialni derivace prvniho a druhého fadu funkci

T T+

D@y =ay s 8) f@y) =@+ 9) f(,y) = arctg =
1 z\”
10) f(ZC,y):{IJU, 11) f(xuyvz)zia 12) f(:v,y,z)z <_) .
\/:1:2 + y2 + 22 Yy
13) Ukazte, 7ze funkce f(z,y) = In\/(z — a)? —b)2 (resp. f(z,y,2) = 1A/(z — a)? —b0)2+4+(z—10¢)?)

splije Laplaceovu rovnici fyy + fyy =0 (resp fm + fyy + f22 = 0).
14) Najdéte derivaci funkce f(x,y) = 22 —xy+y? ve sméru jednotkového vektoru, ktery svira thel a s kladnym
smérem osy z, v bodé (1,1). Pro jaké « je tato derivace nejvétsi, nejmensi, rovna nule?

22 P a b
15) Vypoditejte smé derivaci funk - Y peds (L, L sru jednotkovéh
) Vypocitejte smérovou derivaci funkce f(z,y) a2 y2 v bode (ﬂ’\/ﬁ)’ ve sméru jednotkového
kt ity Iy ke kivee % -+ Y1y bods b
ve oru vini rnl norma (§] I'lVCe — _— = vV bode
' » f v2)

16) Vypocitejte uhel mezi gradlenty funkee f(z,y, z) = 2% +y? — 2% v bodech (¢,0,0), (0,¢,0).
17) Najdéte priklad funkce z = f(z,y), ktera je v bodé (0,0) spojita, ma v ném derivaci, ale nema diferencial.
Vypocitejte prvm diferencial dané funkce v daném bodé

18) f(z,y) = arctg (\/_ 1), 19) f(x y,z) =¥, (e,1,0).

20) Najdéte rovnici tecne roviny k elipsoidu 2 —i— %3 —|— z—j =1 v bodé (z1,y1,21)-
Zjistéte, zda nasledujici vyrazy jsou dlferen(:laly néjaké kmenové funkce. Pokud ano, urcete ji.
dx dy ydr — xdy
21 — 22) —V——
)l—l—x2 1492’ )2x2+2:17y+y2’
23) (322 — 3yz + 2)dz + (3y? — 3zz + Iny + 1)dy + (322 — 3zy + 1)d=.
Najdéte prvni a druhé parcialni derivace slozenych funkeci
Y x Ty
Ukazte, ze funkce u splituje danou rovnici (¢, 1 jsou libovolné funkce).
27) YUy — ‘Tuy = 07 ’U,(CE, y) = (p(x2 + y2)a 28) LUy + ayuy + ﬁzuz = nu, ’U,(.’L',y, Z) = xnsﬁ’ (iv i)a
xOé
29) Ugy — 2uzy + Uyy = 0, U(Ia y) = ng(I + y) + Zﬂ/J(fE + y)
Postupnym derivovanim eliminujte z vyrazu funkce ¢, .
Diferencialni rovnice transformujte do novych proménnych &, n

33) 22Uy — Y2 uyy = 0, 5* ,n_a:y

34) YPuyy + 12Uy, — Qxyumy = Uy + yuy, & =/2%+y2, n=arctg %

35) (1 + 2®)uge + (1 + y*)uyy + zuy +yuy, =0, €= 1+42|, n=In|z+v1+22|
Urcete Taylorav polynom 2. stupné s danym stfedem nasledujicich funkci
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l1+xz+y

36) f(x,y) = arctg ) (an)v 37) f(xvy) =z, (17 1)a

l—a2+y
3.4 .3 1 .3
38) flory2) = e, (11,1),
Najdéte staciondrni body danych funkci a urcete jejich druh
39) f(a,y) =2 —y* +2y -1, 40) flz,y) = 2® +y° — 2wy + 20— 2y + 1,
A1) () = o 4y~ Bay, 12) flos) =ty G = dre -2y + 2
43) f(z,y,2) = 2y?23(1 — z — 2y — 32), 44) f(x,y,z) =sinx + siny + sinz — sin(z + y + 2).

45) dokazte, ze rovnice z* — xy + y* = 1 vyjadiuje v okoli bodu (0,1) jistou funkeci y = y(z). Zjistéte, zda je
tato funkce v bodé 0 konvexni nebo konkavni. )
46) VySetrete prubéh funkce y = y(z) dané implicitng rovnici (2?2 +y?)” = 2?2 — y2.
Vypocitejte druhy diferencial funkce z = z(z,y), dané implicitng, v obecném bodé
47)E:1nf+1, 48) zyz =z +y+ z.
z Y

Najdéte lokalni extrémy funkce z = z(z,y) dané implicitné rovnici
49) 2 + >+ 22 —xz —yz+ 20+ 2y+22=2,  50) 2? + 1> 4 2% =a’.
51) Napiste rovnici teény ke kruznici, kterd je priinikem roviny z +y + 2z = 0 se sférou 2% + y* + 22 = 1, v bodé
V6 V6 V6
676" 3 )
52) Najdéte extrémni vzdalenosti po¢atku souradnic od bodi kiivky dané rovnici 5z2 + 6xy + 5y? = 8.
53) Budte ¢, ¥ skalarni pole. Vypocitejte div (p grad ).
54) Bud ¥ vektorové pole. Vypocitejte grad div v.

Vysledky: 1) neexistuje 2) 0 3) 1 4) neexistuje 5) neexistuje 6) neexistuje 7) fy =y + %, fy=2— 132

3
1 1 2 -1 2x—2y -2

f =0, fuu_ y3 wu_l__g) fmzmafu_eryyzufmm:Wufyy (;er 27fwu Wg)z

)fm—zerlafy ﬁafmm: z2+1 27fuu 2+1 27fmu—010) fm_yxu 17fy x”lnx

Fur = (47— )02y = ¥l oy = 291 4 g 1) o = Jomran v = o

24 22)3’

2z? 7y —22 —x +2y —z2 _ —a? -y +22
fyy 7fzz

= -z =
fz (224y2+22)3" fﬂ” /(22 +y2+22)5 \/(I2+y2+22)) \/ (22+4y2+22)5"
z z z
3zy 3zz 3yz —z(z —_z(=z — (= z
Y m2+y2+z2)5’f“ (z2+u2+z2)5’f‘yz @ by 4272 12) fo = (U) Ju v U) e (U) g,

fm:z;; (2) hw= 2 (2) o= (2) (m2) oy = 22 (5) e = EERE (5,

z z /
[y = _LfEhy (%) 14) cosa +sina, 7, %, Tﬂ nebo %’T 15) 2(27;% 16) 5

Y

22% —y, x>0,y € 2% 22?)

17) f(z,y) = { 2y — a2, :17>0y€( :172) 18) 92 1 9 19) dg 20) 5 4 Y 4 22 =1 21) arctg L

0, jinak
22) —arctg“'y 23) 23 +y3 + 23 —3xyz+2x+z+y1ny 24) ug = =% f (L) ,uy = 11" (¥),
Uzy = m3 (2f/(:6) wf// (5)) Uyy = w2f” (E) Uzy = _12 (f/ (5) wa” (%)) 25) Uz :yf|/1+%f|/27
2 2
Uy = xf|/1 - y%f(z’um = yzf\/{l + 2f\/12 + y%f\/éz’uyy = I2f\/{1 - 25_210\/{2 + Z_4f\/§2 + §—§f|’2,
sy = 2Yfiiy = g5 fizs + f|’1 — 52 Il 26) we = yfliuy = =g fy 4 2 Mo ue = = fly vee = 2 f11,
2 2
Uyy = Z—4f‘/£1 — 2—mf‘// Zz f|22 3f|/17uzz = Z_4f‘/é2 + %f{wuﬂﬂy = _y%f\ql + yizf\q? B y_2f\1’uzz = f‘127
Uys = y:”?f"b % f|22 =z f‘2 30) zug — yuy = x 31) up + uy + U, = 0 32) Ulgy = Uyly 33) ugy = Ln ¢
34) Upy = 0 35) uge + uy, =036) T +a—2y 37) 1 —y+ay
) (-1 +(y—1)2+-1)2-@@-Dy—-1)—(r—1)(z=1)— (y — 1)(z — 1) 39) (0,1) sedlo
40) na piimce y = x+1 (neostré) lokalni minimum 41) (1, 1) ostré lokalni minimum, (0, 0) sedlo 42) (2,1, 4) ostré
lokalni minimum, (1,1, 1) sedlo 43) (%, %, %) ostré lokalni maximum, (O,y7 %(23/ - 1)), (2,0,9), (x,y,0) nejsou
ostré lokalni extrémy 44

) (2k+1 2k+1 2k+17r)
27 2( de—axd )2
45) konkavni 46) Bernoulliho lemniskata 47) —=—£°2-CY) 48) 2 (y(yz — 1)da? + 2zdxdy + x(zz — 1)dy?
(1—zy)

ostré lokalni maximum, (km, km, km) ostré lokalni minimum

T, =% )
y3(2+2)°
49) zZmin = 2 (-3 = V6, =3 = V6) = =4 — 2V/6, zmax = 2 (-3 +V6, -3 +V6) = -4+ 2V/6
50) zZmin = 2(0,0) = —a, zmax = 2(0,0) = a. 51) z = @ +t,y= ‘£ —t,z = ‘f 52) Nejmensi vzdalenost 1
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je od bodi (@,@), (—@, - ); nejvétsi vzdalenost 2 je od bodu (v'2, —v/2), (—v/2,v/2) 53) Vi - Vib + @A
54) rotrot v + AU
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Kapitola 8

Integralni pocet funkci vice proménnych

Pojem miry podmnoziny prostoru R* sjednocuje a zobeciiuje pojem obsahu rovinnych obrazcii a objemu pro-
storovych téles. Nap¥. obsah rovinného obrazce je mirou v R%. Pro A C R" ozna¢me m(A) miru mnoziny A.
Miru lze formalné chapat jako zobrazeni m z mnoziny podmnozin R¥ do mnoziny nezapornych realnych &isel.
Mira by méla spliiovat nasledujici prirozené podminky:

(i) Jsou-li mnoziny A, B shodné, pak m(A) = m(B).
(ii) Je-li A C B, pak m(A) < m(B).
(iii) Je-li AN B =0, pak m(AU B) = m(A) + m(B).

Obecnou miru v prostoru R” jako prvni zkonstruoval Camille Jordan (1838-1922). Pro néazornost podrobné
ukazeme konstrukci Jordanovy miry v R2.

8.1 Jordanova mira v R?

8.1.1 Definice

Necht n,j,k € Z, n > 0. Ctverec Fadu n definujeme jako mnozinu

Wj,k—{(flf,y)ER -2—n§117< 5 ,2n§y< T

Mnozinu v8ech ¢tverct fadu n nazveme sit’ *ddu n a sit fadu 0 nazveme zdkladni sit.
Konecéné sjednoceni ¢tverctu fadu n nazveme elementdrni mnoZina Tddu n.
Reélné ¢islo

m (W) =m(W") = <2Ln>2 L

nazveme mirou ¢tverce fadu n. Dale klademe m(()) = 0.

Je-li M = |J W} elementérni mnozina fadu n, pak klademe
G.rer

mM)=m | [J Wp|= > m(Wy),
(4,k)eI (5,k)el

tj. mira elementdrni mnoZiny Tddu n je souc¢tem mér vSech ¢tverca, které ji tvori.
Poznamky:
Pokud nebude zalezet na umisténi ¢tverce, tedy na dolnich indexech j, k, budeme je ¢asto vynechavat.

Ponévadz kazdy ¢tverec fadu n je sjednocenim étyi étverct fadu n + 1, plati m(W™) = 4m(Wn+L).
Snadno ovéfime, Ze mira elementarnich mnozin spliiuje podminky (i)—(iii) z avodu kapitoly.
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8.1.2 Definice

Bud A C R? ohrani¢ena mnozina.
Jadro Tdadu n mnozZiny A znacené KC,,(A) definujeme jako nejvétsi (vzhledem k mnozinové inkluzi) elementéarni
mnozinu fadu n, kterd je obsaZena ve vnitiku mnoziny A, tj.

Kn(A) = J{wm™: wr C 4°}.

Obal Fadu n mnoziny A znaceny C,(A) definujeme jako nejmensi (vzhledem k mnoZinové inkluzi) elementarni
mnozinu fadu n, jejiz vnitfek obsahuje uzavér mnoziny A, tj.

C(A) = J{W™: Anwm #£0}.
Neexistuje-li ¢tverec fadu n, ktery by byl ¢asti A°, klademe IC,,(A) = 0. Je-li A = (), klademe C,,(A) = (.
Poznamky: Z definice bezprostredné plynou inkluze
Kn(A) CA° CACACC,(A).
Déle ziejmé plati: Ke kazdé ohrani¢ené mnoziné A C R? lze sestrojit posloupnosti mér

{m (K» (A))}?zo:o a {m (Cn(A))}ZO:O :

8.1.3 Véta

Bud A C R? ohrani¢end mnoZina. Pak plati m (C,,(0A)) = m (C,(A)) — m (K, (4)).

D.: Ctverce, které tvori elementarni mnozinu Cn(A) mizeme rozdélit do dvou disjunktnich skupin: ty, které
obsahuji hrani¢ni body mnoziny A a ty, které je neobsahuji. Ctverce z prvni skupiny tvori elementarni
mnozinu C,(0A) a ¢tverce z druhé skupiny tvori elementarni mnozinu C,,(A4). Z vlastnosti (iii) miry
elementarnich mnozin nyni plyne m (KC,,(A)) + m (C,(0A)) = m (C,,(A)), a tedy i dokazovana rovnost. [J

8.1.4 Véta

Bud A C R? ohrani¢end mnoZina. Pak pro kazdé n € NU {0} plati

m (Kn(4)) <m (Knti(A)),  m(Cu(A)) = m (Cnyar(A4)).

D.: Nerovnosti plynou ze ziejmych inkluzi K,,(A) C Kp41(A), Cn(A) 2 Cpy1(4). O

8.1.5 Daisledek
Posloupnosti mér {m (K,,(A))},2, a {m (Cn(A4))},~, maji (vlastni) limitu.

D.: Plyne z véty o monotonnich posloupnostech 1.3.9, nebot {m (K,,(A))},~, je neklesajici a shora ohrani¢ena
hodnotou m (Ko(A)); {m (Cn(A))},~, je nerostouci a zdola ohrani¢ena hodnotou 0. O

Toto tvrzeni nas opraviuje k nasledujici definici:

8.1.6 Definice
Bud A C R? ohrani¢end mnoZina. Cislo
my(A) = ILm m (K, (A))

se nazyva vnitini Jordanova mira mnoZiny A a ¢&islo

m*(A) = lim m(C,(A))

se nazyva vnéj§i Jordanova mira mnoziny A. Jestlize m,(A) = m*(A), pak fekneme, ze mnozina A je Jorda-
novsky méritelnd a ¢islo m(A) = m.(A) = m*(A) se nazyva Jordanova mira mnoZiny A.

Poznamenejme, ze vidy plati 0 < m.,(A4) < m*(A).
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8.1.7 Priklad

Polozme A = {(x,y) €Q?:0<z<1,0<y< 1}. Pak A° =0 a tedy také KC,,(A) = 0 pro libovolné n € N. To
znamend, ze m,(A) = 0. Dale A = [0,1] x [0,1] = W, a tedy

2-4
m(Co(A)) = 1+8-1:1+—20,
1 3-4
1 5-4
m(C2(A)) = 1+20'E:1+—24’
N 1\ @414 11
m(Cn(A) = 1+(4-2 +4)-(2—n> —1+2T—1+4<2_n+ﬁ>-

1 1
Tedy m*(A) = lim (1 +4 (— + —)) = 1. Ponévadz m.(A) =0 < 1 = m*(A), neni mnozina A méFitelna.

n—oo 2n 22n

8.1.8 Véta
Je-li m*(A) = 0, pak mnozina A je méfitelna a plati m(A4) = 0.

D.: Plyne bezprostfedné z poznamky za definici 8.1.6. [J

8.1.9 Véta

Budte A, B C R? ohrani¢ené mnoziny. Pak plati
1. Je-li A C B pak m.(A4) < m.(B) am*(A) <m*(B).
2. m*(AU B) <m*(A) + m*(B).
3. Je-li AN B = () pak m.(A4) + m.(B) < m.(AU B).

D.: Prvni tvrzeni plyne z 5.2.2.4, druhé z 5.2.2.5 a tieti z faktu, ze K, (A) UK, (B) C K,(AUB). O

8.1.10 Véta
Budte A, B C R? méfitelné mnoziny. Pak plati
1. Je-li A C B pak m(A) < m(B).
2. Je-li AN B = () pak mnozina A U B je mé&fitelna a plati m(A U B) = m(A) + m(B).
D.: Prvni tvrzeni plyne z 8.1.9.1. Je-li AN B = () pak s vyuzitim 8.1.9.3 a 8.1.9.2 dostaneme
mu(A) + m.(B) <m,.(AUB) <m*"(AUB) <m*(A) + m*(B),

tedy
m(A) + m(B) = m(AUB) =m(AU B) =m(A) + m(B).

O
Jordanova mira tedy ma vlastnosti (ii) a (iii) z avodu kapitoly.
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8.1.11 Véta
Koneéna mnozina A C R? je méfitelna a plati m(A) = 0.
D.: Necht A = {a} je jednoprvkova mnozina. Bod a je prvkem nejvyse ¢tyt ¢tverct fadu n, tedy

1
m*(A) = lim 44—n = 0. Podle 8.1.8 je A méfitelna a m(A) = 0. Dikaz nyni dokonéime indukei. O

n—oo

Poznamka: Opacné tvrzeni samoziejmé neplati; z m(A) = 0 neplyne, Ze by mnozina A byla kone¢na.

. - ' y L n . 1 1 B B
Pi: A={(z,0): 0<z <1}, m (A)—nlirrgo(Q-Q +4)4—n—nhm <F+F)—Oatedym(/l)—0.

— 00

8.1.12 Véta
Ohrani¢ena mnozina A C R? je méfitelna pravé tehdy, kdyz m(9A) = 0.

D.: Podle 8.1.3 plati m*(0A) = m*(A) — m.(A). Odtud plyne tvrzeni. O

8.1.13 Véta
Jsou-li mnoziny A, B méFitelné, pak také mnoziny AU B, AN B, A\ B jsou mé&Fitelné.

D.: Podle 8.1.12 je m(90A) = m(9B) = 0.
Ponévadz d(AU B) C QAU OB, s vyuzitim 8.1.9.1 a 8.1.9.2 dostaneme

0<m"(0(AUB)) <m*(0AUIB) < m"(0A) + m*(0B) = 0.
Podobné, ponévadz 0(A N B) C 0AU 9B, dostaneme m* (0(AN B)) = 0.
Dale 9(A\ B) =08 (AN (R*\ B)) C0AUd (R*\ B) = 0AU OB, takze opét m* (9(A\ B)) = 0. O

8.1.14 Véta
Jsou-li A, B méfitelné mnoziny, pro n&z m(A N B) = 0, pak m(A U B) = m(A) + m(B).

D.: Ponévadz AUB=AU(B\A)aAN(B\ A) =0, z8.1.10 plyne m(AU B) = m(A) + m(B\ A).
Dale B=(B\A)U(ANB)a (B\A)N(ANB) =0, takze m(B) = m(B\ A) + m(AN B).
Odec¢tenim téchto rovnic dostaneme

m(AU B) = m(A) + m(B) —m(AN B),
z ¢ehoz plyne tvrzeni. [
Z této véty také plyne vlastnost (iii) z avodu kapitoly.
8.1.15 Véta (mira obdélniku)
Budte a1, b1, as, bs redlna ¢isla takova, Ze a1 < by, as < by. Obdélnik
Q={(z,y) ER*: ay <2 <b,a <y < by}

je méFitelnou mnozinou a m(Q) = (by — a1)(bg — aaz).
D.: Pripomeiime, Ze [z] oznauje celou ¢ast ¢isla x. Plati
by —aq by — az

m(Kn(Q) 2 T i 4in > (2"(b1 —a1) — 2) (2" (b2 — a2) — 2) 4in —

2n 2n
1 1 1 1
= (bl—al)—ﬁ (bQ—CLQ)—F :(bl—al)(bz—ag)—F(b1+b2—a1—a2)+m,
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b1 —a by —a 1
m(Cu(@Q) < | = 42| | Fp 2| g < (b —an) (b2 —az) +

b1+b2—a1—a2)+

1
i yrEe
on on
Tedy
m«(Q) > (b1 — a1)(b2 — az) > m*(Q),

aviak m,(Q) < m*(Q), z ¢ehoz plyne m.(Q) = m*(Q) = (by — a1)(ba — az). O

8.1.16 Lemma

Bud A C R? ohrani¢end mnozina, F : A — R? lipschitzovské zobrazeni (tj. existuje nezadporna konstanta L
takova, Ze pro kazdé dva body (z1,1), (z2,y2) € R? plati p (F(x1,91), F(22,vy2)) < Lp ((x1,91), (v2,92)) kde p
je euklidovska metrika nebo metrika s euklidovskou ekvivalentni). Pak m*(F(A)) < 4L?*m*(A).

1 1
D.: Bud I, pocet ¢tverci fadu n tvoricich obal mnoziny A. Mira ¢tverce fadu n je = Tedy m (Cr(A)) = l,—;

4n
odtud I, = 4"m (C,(A)).
Euklidovska vzdalenost kazdych dvou bodu (z1,y1), (z2,y2) lezicich ve ¢tverci fadu n je nejvySe rovna

2
uhlopficee tohoto ¢tverce, tj. p ((x1,y1), (x2,y2)) < g Pro vzdalenost jejich obrazii plati

L\/§< L
on 2n—1'

p(F(z1,11), F(72,92)) < Lp ((x1,91), (T2,92)) <

. L
Cast mnoziny A, ktera lezi ve ¢tverci fadu n se zobrazi do kruhu o priaméru o1 tedy do ¢tverce K, se

stranami délky a rovnobéznymi se soufadnymi osami. Podle 8.1.15 je mira tohoto ¢tverce rovna

L
2n—1
L? L?

m(Kn) = 92n—2  gn—1°

Mnozina K = F'(C,(A)) je sjednocenim vech ¢tverci K,,. Podle 8.1.9.2 je

LE_ 4L%m (Cn(A)).

m*(K) <l,m(K,) =4"m (C,(A4)) T

Dale, ponévadz F(A) C F(C,(A)) = K, podle 8.1.9.1 je m* (F(A)) < 4L?m (C,(A)). Odtud limitnim
prechodem n — oo dostaneme tvrzeni véty. [
8.1.17 Daisledky
1. MA-li mnozina A C R? miru 0 a zobrazeni F : A — R? je lipschitzovské, pak m (F(A)) = 0.

2. Bud f funkce definovana na uzavfeném intervalu [a,b], kterd je lipschitzovska s konstantou . Pak graf
této funkce ma miru 0, tj. m ({(z,y) € R*: a <2 < b,y = f(z)}) = 0.

D.: Oznatme A = {(2,0) € R?: a <z < b} a definujme zobrazeni F : A — R? predpisem F(z,0) =
(z, f(x)). Pak pro libovolné z1, z2 € [a, b] plati

p(F(21,0), F(23,0)) = p (w1, f(21)), (w2, f(22))) = /(w2 — 1) + (f(w2) — f(21))? <
<V =2 + Bz =012 =V1+ Bz =0 +02 = VI p((21,0), (22,0)).
Zobrazeni F je tedy lipschitzovské s konstantouy/1 + (2. Podle 8.1.16 pro miru grafu funkce f plati
m (F(A)) < 4(1+1*)m*(A).

Dale plati
1 b—
m*(4) < m (Cu(4)) <2[2"(b—a) +2) 5 < 2n—_‘f
Ponévad? posledni vyraz ma pro pro n — oo limitu 0, je m*(A) = 0. Tim je dikaz taplny. O
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Obrazec v roviné je néjaka podmnozina R?, jejiz hranice je rovinna kifivku. Tuto kiivku lze obvykle rozdélit
na kone¢né mnoho ¢asti, z nichZz kazdou lze vyjadfit jako graf néjaké funkce jedné proménné z nebo y. Je-li
kazda z takovych funkei lipschitzovska, je mira hranice obrazce podle posledniho tvrzeni nulova a to podle 8.1.12
znamena, ze takovy obrazec je méfitelnou mnozinou.

8.2 Zavislost miry na transformaci souradnic

8.2.1 Véta

Bud A C R? méfitelnad mnozina, F : R? — R? isometrické zobrazeni. Pak je mnozina F(A) méfitelna a plati

m (F(A)) = m(A).

D.: Ponévadz F je isometrickeé, tj. p (F(z1,y1), F(22,y2)) = p ((x1,91), (x2,¥2)), je toto zobrazeni také lipschi-
tzovské s konstantou 1 a zejména je tedy spojité.
Ze spojitosti zobrazeni F' plyne F(0A) = 0F(A) a z méfitelnosti mnoziny A plyne m(90A) = 0. Podle
8.1.17.1 je tedy také m (OF (A)) = 0, coz podle 8.1.12 znamené, Zze mnozina F'(A) je méfitelna. Analogicky
ukéazeme, Ze pro ¢tverec W fadu n je mnozina F(W™) méfitelna. (Pozn.: Mnozina F(W™) je zase ¢tverec
o strané délky 27", ale jeho strany obecné nejsou rovnobézné s osami, takze jeho miru nelze vypocitat
podle 8.1.15.)
Je-li m(A) =0, je m (F(A)) =0 podle 8.1.17.

: . m (F(W™))

Necht m(A) > 0. Polozme kp = V)

m (F(W™)  4m (F(W™t))
m(Wn) — dm (Wntl)
ficich mnozinu F (IC,,(A)) je stejny jako pocet ¢tverci W tvoricich mnozinu K, (A), nebot zobrazeni F

: . m (F (K, (A))) m (F (Cn(4)))
je podle 5.1.11 prosté. Tedy m (G (A) mCa ) KE.

Odtud

Cislo kr nezavisi na n, nebot podle 8.1.14 je . Po¢et mnozin F(W™) tvo-

= k. Podobnou tvahou dostaneme

m (F(Kn(A4))) = spm (Kn(A4)) < kpm.(A) = kpm™(A) < spm (Cn(A)) = m (F (Ca(A4))) -
Limitnim pfechodem n — oo dostaneme

krpm(A) = lim m (F(K,(A))) < lim m (F(C.(4))) = kpm(A),

n—roo n—roo

tedy lim m (F(K,(A))) = lim m (F(C,(A))). Pondvadz F (K, (A)) C F(A) C F(C,(A)), dale plati

m (F (Kn(A))) <m (F(A)) <m (F(Ca(A4))),

takZe z predchozi rovnosti a a z véty o tiech posloupnostech 1.3.7 dostaneme m (F(A)) = kpm(A). Tento
vztah plati pro libovolnou méfitelnou mnozinu A, zejména tedy pro jednotkovy kruh. Avsak isometrické
zobrazeni pfevadi jednotkovy kruh na jednotkovy kruh. Z toho plyne, Ze kp = 1. [J

Z véty zejména plyne, Zze Jordanova mira spliiuje pozadavek (i) z tvodu kapitoly.

8.2.2 Lemma

Jordanova mira rovnob&Zzniku P o strané a a vySce v na ni spusténé je m(P) = av.

D.: Nejprve poznamenejme, ze hranice rovnobézniku je tvorena ¢tyimi tseckami, coz jsou podle 8.1.17 mnoziny
Jordanovy miry 0, takze podle 8.1.12 je rovnobéznik méritelnou mnozinou.
Ozna¢me « jeden vnitini ihel rovnobézniku a déale x = tg a.. Rotace a posunuti jsou isometricka zobrazeni.
Podle 8.2.1 tedy sta¢i ur¢it miru rovnobé&zniku P s vrcholy (0,0), (a,0), (vk,v), (vk + a,v).
Bud n € N. Do uvazovaného rovnobézniku lze vepsat soustavu obdélnikt

v v v
)i } ['—, ; 1—}, = 0,1,...,(n—1
(i + )Tm an$+a i (i + )n i (n—1)
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a lze mu opsat soustavu obdélniki

[i%,(iﬂ)%ﬂz}x['” (i +1) } i=0,1,...,(n—1).

v
i—, —
n n
Podle 8.1.15 je mira kazdého vepsaného obdélniku v (a — i) a mira kazdého opsaného obdélniku je
n

nKk
v v
U ar L),
n nkK

Ozna¢me U,, sjednoceni vsech opsanych obdélnikt a V,, sjednoceni vSech vepsanych obdélniki. MnozZiny
U, a 'V, jsou méfitelné a plati U,, C P C V,,,

m(Un):ng(a—L):v(a—L), m(Vn):v(a—i-L).

nK
Podle 8.1.10.1 je

pro kazdé n € N a tedy m(P) = av. O

8.2.3 Lemma
Mira rovnobézniku P urceného vektory @ = (x1,x2) a ¥ = (x2,y2) je rovna absolutni hodnoté determinantu

Ty T2
Yyr Y2

D.: Podle 8.2.2 je Jordanova mira rovnobézniku dana formuli znamou ze stfedni Skoly. Oznacime-li tedy «
thel vektorta @ a ¥, mizeme psat

m(P) =|d| - |0] - |sina].

Ozna¢me déle « thel vektora (0,1) a @, 8 thel vektori (0,1) a . Pak je

siny = 2L, cosy ==, sinf= 2, cosf=—,
|4 | V] |V]
a tedy
Yo T1 Y1 T2 1

|sin o] = [sin(8 — )| = [sin S cosy — sinycos | =

= ——— |T1y2 — T2 |,
| - |7

coz je dokazované tvrzeni. [

8.2.4 Véta (o zavislosti miry mnoziny na linearni transformaci)

Bud L : R? — R? regulérni linearni zobrazeni s matici (¢;;) (tj. D = det (¢;;) # 0). Je-li A C R? méfitelna
mnoZina, pak je i L(A) méfitelnd mnozina a plati

m(L(A)) = |det (&])l m(A) = |€11£22 — 612622| m(A)

D.: Oznaéme (uy,u2) = L(x,y), tedy uy = 112 + 12y, us = la12 + laoy.
Ponévadz zobrazeni L je linearni, transformuje systém rovnobéznych, stejné vzdélenych pfimek na jiny
systém rovnobé&znych stejné vzdalenych piimek. To znamena, Ze zobrazeni L transformuje sit ¢tvercu fadu
n na soustavu shodnych rovnobézniki. Uréime m (L (W)

Ctverec Wg'o je uréen vektory 2—n(1,0), 2—n(0, 1), rovnobéznik L (W&O) je urcen vektory 4 = (u1,us),

1 1 1 1
U= (’Ul,’Ug), kde Uy = 2_71[11’ U = 2_11[21’ v = 2_11[12’ Vg = 2_71[22' Tedy podle 8.2.3 je
1 1
2—nf11 2—n€12 1
m (L (W) = |5 1| = g det(ly)] = |det(ly)] - m (WT).
2_71621 2_n€22
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Necht jadro K, (A) mnoziny A se sklada z k &tvercu fadu n, tj. £,(4) = | W

> b kde I je né&jaka
p,q)El

k-prvkova mnozina dvojic celych ¢isel. Pak plati

me (L(A)) = ma (L(Ka(A) =m (L[ Wi, | ]
(p,q)€l

nebot z inkluze K,,(A) C A plyne stejné inkluze pro obrazy mnozin, tj. L (K, (A)) C L(A) a nerovnost tedy

vyplyva z 8.1.9.1. Dale snadno ovéfime, ze |J L (W;fq) CcL U Wy, | Kazda z mnozin L (W;fq)
(p, el (p,q)€l

je méritelna a tyto mnoziny maji spoletnou nejvyse hranici, tedy mnozinu Jordanovy miry 0. Z predchozi

inkluze a z 8.1.10.2 dostaneme

mo (LAY Zm (L | We | zm | U L) = D mEWy,) =
(p9)el (pa)el (pa)el
= > |det(tiy)[m (W) = |det(li;)] > m (Wy,) = |det(Ci;)| m (Kn(A)).
(pa)el (p,a)el

Celkem tedy m. (L(A)) > |det(¢;;)| m (K,,(A)). Analogicky ovéFime platnost nerovnosti
m* (L(A)) < |det(¢;;)| m (Cn(A)). Plati tedy nerovnosti
|det(£ij)| m (Kn(A)) < mu (L(A)) < m* (L(A)) < |det(fiz)| m (Cn(A)),

ze které limitnim prechodem n — oo a s vyuzitim 1.3.7 dostaneme tvrzeni. [

8.3 Jordanova mira v R”

Jordanovu miru v R*, k = 1,2,3,..., lze konstruovat stejné jako miru v R?. Misto &tvercit fadu n se uvazuji
k-rozmérné krychle radu n

n . k. T mi+1 mo mo + 1 mi myg + 1
Wml,___,mk—{($17$27---,$k)€R -2—n§$1§ o ,2—n§$2§ o 7"'72_n§$k§ on .
.. ) . 1

Jejich Jordanovu miru definujeme vztahem m (W") = Sk

Krychle ¥adu n obsahuje 2% krychli fadu n + 1.
Vsechny véty z predchozich dvou odstavci po pfislusné upravé predpokladia ztustavaji v platnosti.

Tentyz geometricky ttvar muze mit riznou miru v prostorech rtuzné dimenze. Napf. jednotkova tsecka
e v prostoru R' = R je krychli fadu 0 a jeji mira je tedy 1;
e v prostoru R? je podle poznamky za 8.1.11 jeji mira 0.

Vsechny znamé plochy obrazcu a objemy téles vyjadiuji prislusnou Jordanovu miru.

Miru m na prostoru R* se nazyva aditivni, mé-li nasledujici vlastnost: Jsou-li mnoziny A, As, ..., A,

m
méfitelné a po dvou disjunktni, pak i mnozina A = |J A; je mé¥itelna a plati
i=1

Jordanova mira je podle 8.1.10.2 aditivni.
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8.4 Riemanntv integral

8.4.1 Definice

Budte i1, 12,...,1ix € Z. Mnozinu

i1+ 1 ik< ik+1}
on

n . k . il
Cl g = {(xl,xg, coom,) €ERY on <z < ——,..., on ST <y
nazyvame krychlovd mnoZina Tddu n.

Krychlova mnozina fadu n se 1isi od krychle fadu n tim, Ze neni uzaviena. Krychlové mnoziny pokryvaji
cely prostor R* a jsou po dvou disjunktni, tj. kazdy bod x € R* je prvkem pravé jedné z nich.

Kazda krychlova mnozina fadu n je méfitelnd a jeji mira je m (C™) = ) ST- 8.1.12, 8.1.13.

8.4.2 Definice

Bud A C R méFitelnd mnozina a budte C',C¥, ..., C" viechny krychlové mnoziny fadu n takové, ze D} =
CPrNA#0D,...,D =CrNA#(. Systém mnozin S,, = {D7, DY, ..., D} nazveme pokrytim iddu n mnoZiny
A.

Kazda z mnozin D7 je podle 8.1.13 méritelna, nebot je prunikem dvou méfitelnych mnozin. Mira mnoZziny
A je podle 8.1.14 rovna

m
m(A4) =3 m (Df).
j=1
Jsou-li p,q € N, p < q, je pokryti S, zjemneénim pokryti S, v tom smyslu, Ze ke kazdé mnoziné D? € S,
existuje mnozina D? € S, tak, ze D? C DP.
8.4.3 Definice

Bud A C RF méfitelna mnozina, f : A — R ohraniGena funkce a S,, = {D},D¥,..., D"} pokryti fadu n
mnoziny A. Oznacme

oy =inf {f(x): xe D}},B; =sup {f(x): xe D} }.
Pak ¢islo

sn(A, ) =Y aym (DF) resp. Sa(A,f)=>_ fm (D2)
j=1 j=1

nazyvame dolni, resp. horni, soucet fidu n prislusny k mnoZiné A a funkci f.

Ponévadz a; < B;, j =1,2,...,m, plati s, (A, f) < S,(4, f).

8.4.4 Véta

Posloupnost {s, (4, f)}—, je neklesajici, posloupnost {S,, (4, f)},—, je nerostouci.

D.: Necht S, ={D7,Dy,..., D%}, Sy = {DYTH, Dy DL
Ke kazdému k € {1,2,...,m} vybereme z pokryti S, 41 ty prvky, které jsou podmnozinou mnoziny D}.

h
Oznagime je D, Dt .. Dt D = U ngl. Pak
j=1

ap =inf{f(x): xe D} < inf{f(x) P X € DZJ_H}

pro kazdé j € {1,2,...,h}, nebot DZJ_H C Dj. Oznagme ay,; = inf {f(x) PXE DZjl}. Plati

h h
axm (D) = ax Y m (DZJ-H) <> arm (ngl) :
j=1 Jj=1

Sec¢tenim téchto rovnic pro k = 1,2,...,m dostaneme s,,(A, f) < s,11(4, f), coz je prvni tvrzeni. Druhé
dokéZeme analogicky. [
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8.4.5 Véta
Pro vSechna p, ¢ € N plati s,(A, f) < S4(4, f).
D.: Jelip < g, pak sp(4, f) < sq(A, ) < Sg(A, f), je-lip > q, pak Sq(A, f) = Sp(A, f) = sp(A, f). O

8.4.6 Disledek
Pro vSechna p, ¢ € N plati s1(A, ) < s,(A, f) < S4(4, ) < S1(4, f).

Tvrzeni 8.4.4 a 8.4.6 Fikaji, Ze posloupnosti {s, (4, f)},~;,
skutecnost spolu s 1.3.9 nas opraviuje k nasledujici definici.

{Sn(A, f)},;, jsou monotonni a ohrani¢ené. Tato

8.4.7 Definice

Bud A C R* méfitelnd mnozina, f : A — R ohrani¢ena funkce. Definujme dolni, resp. horni, integrdl z funkce
f pres mnozZinu A jako

/f )dx = hm sn(A, f), resp. 7 x)dx = hm Sn(A, f).
A

Je-li [ f(x)dx = Tf(x)dx, fekneme, ze funkce [ je na mnoZiné A integrovatelnd (integrabilni) v Riemannové
a1 A

A
smyslu. Spole¢nou hodnotu horniho a dolniho integralu nazyvame Riemannovym integrdlem z funkce f pres
mnoZinu A. Znacime jej [ f(x)dx; podrobngji [--- [f(z1,22,...,2)dz1d2s - - doy nebo v piipads k = 2
A A

[f f(x,y)dady.
A

8.4.8 Poznamka

Uvedena definice je v souladu s definici 3.2.6.

D.: Necht k=1, A =[a,b].
Necht funkce f je integrovatelné podle definice 8.4.7. Polozme

D, = ([a,b]ﬁ{% : z’eZ}) U {a,b}.

Pak D,, je délenim uzavieného intervalu [a,b], D,, € ¥([a,b]) a {D,},~; je nulova posloupnost déleni
intervalu [a, b]. Podle 3.2.9 tedy plati

n—r00

lim s(D,, f) = /f dz = lim S(Dy, f).
n—oo

Avsak s(Dy, f) = sn([a,b], f), S(Dn, f) = Sn([a,b], f), jak vidime porovnanim definic 3.2.2 a 8.4.3, tedy
lim s,([a,b], f) = lim S,([a,b], f),
n—oo

n—r00

coz znamena, Ze funkce f je integrovatelné i podle definice 8.4.7.
Necht je nyni funkce f integrovatelna podle definice 8.4.7. Ponévadz

{sn(la,b], f) : n e N} C{s(D, f): D€ d([a,b])},
plati

/ f(z)dz = lim s,([a,b], f) =sup {sn([a,b], f): ne N} <

n—00
[a,b]

b

<sup{s(D, f): D€ ¥(a,b])} = /f(x)dac

a
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Analogicky ukédZeme platnost nerovnosti

7f@Mn;/f@mux
a [a,b]
d:v</f dx</f

[ab]

takZe celkem mame

[

[ab]

@|\o~

b b
Odtud plyne [ f(z)dz = [ f(z)dz, takze funkce f je integrovatelna i podle definice 3.2.6. OJ

a a

8.4.9 Priklady
1. Funkce konstantni na mé¥itelné mnoziné A C R¥, tj. f(x) = a pro x € A, je integrovatelna na A a plati

J f(x)dx = am(A).
A

D.: Jeli S, ={Dy,D¥,..., D"} pokryti fadu n mnoziny A, pak

n

/adx— hm sn(A, f) = hﬂm Zam (D}) =« hﬂm Zm(D}l) = am(A).
Y =t

Analogicky [adx = am(A).0]
A

1, z€Q,yeQ

. . Pak funkce f neni integrovatelna,
0, jinak

2. Bud k=2, A=[0,1] x[0,1], f: A = R, f(:v,y)={

nebot
4’7l 4’7l

Zo _0, 21

8.5 Vlastnosti Riemannova integralu

Vsechny funkce uvazované v tomto odstavci jsou funkcemi & proménnych, tj. R¥ — R. Mnozinami rozumime
podmnoziny prostoru R”.

8.5.1 Véta (aditivita integralu vzhledem k integrovanym funkcim)

Jsou-li funkce f a g integrovatelné na mnoziné A, pak také funkce f + g je integrovatelné na A a plati

[+ g6 ax = [ roax+ [ gexax

A A A
D.: Bud S, ={D}, D%,...,D"} pokryti fadu n mnoZzininy A. Ozna¢me
=inf{f(x): xeD}}, v;=inf{g(x): xeD}}, w;=inf{f(x)+g(x): xeD}}.
Pak je uj +v; < f(x) + g(x) pro kazdé x € D}, tedy u; +v; < w;. Odtud dostaneme
u;m (D;L) +u;m (D;l) <w;m (D;L) .

Se¢tenim téchto rovnosti pro i=1,2,...,m dostaneme sn(A, f)+ sn(A,g) < sn(A, f+ g) a tedy podle
1.3.5.1je [ f(x)dx + [g(x)dx < [ (f(x (x)) dx.
A A A
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Analogicky ukazeme, ze T f(x)dx + Tg(x)dx < T (f(x) 4+ g(x)) dx.
A A A

Celkem méame

/ £ () + / (x)dx = / Fdx+ [ g(xd

»
IN
=
x
_|_
S\
2
=
»
VAN

O

8.5.2 Véta (homogenita integralu vzhledem k integrovanym funkcim)

Je-li funkce f integrovatelnd na mnoziné A C R* a ¢ € R je konstanta, pak také funkce cf je integrovatelna na

A a plati
cf(x)dx =c¢ [ f(x)dx
[rroe=e]

D.: Bud S, ={Dy,D¥,...,D!} pokryti fadu n mnozininy A. Ozna¢me
=inf{f(x): xeD}}, wv;=inf{cf(x): xeD}},
Uj=sup{f(x): xe D}}, V;=sup{cf(x): xeD}}.

Necht nejprve ¢ > 0. Pak cuj = v;, cU; =V, takze s, (A, cf) = csn(A4, f), Sn(A,cf) = cSp(A, f). Odtud
plyne

[ertoax=c [ oax=e [ 0ux, [erooax=e [ o0ax=e [ 600
o o A A A

A
Pokud ¢ < 0, pak cu; =V}, cUj = vj, takze s, (A, cf) = cSn(A, f), Sn(A,cf) = csn(A4, f). Odtud plyne

/cf(x / dx-c/f /cf(x)dx:c/f(x)dX—c/f(x)dx
A A A A
O
8.5.3 Dausledek (linearita integralu)
Budte ¢1,ca,. .., cm € Rkonstanty a f1, fo, ..., fm funkce integrovatelné na méritelné mnoziné A. Pak je i funkce

c1f1 +cofa+ -+ ¢ frn integrovatelna na mnoziné A a plati

/(lel(x)+02f2(x) A+ e fm(X X—Cl/fl dX+C2/f2 )dx + - +Cm/fm

A

D.: Uplnou indukei s vyuzitim 8.5.1 a 8.5.2. O

8.5.4 Véta (monotonie integralu vzhledem k integrovanym funkcim)

Jsou-li funkce f, g integrovatelné na métitelné mnoziné A a plati-li f(x) < g(x) pro kazdé x € A, pak

/ Fx)dx < / g(x)dx.
A A

D.: Podle 8.5.3 je funkce g — f integrovatelnd na mnoziné A. Ponévadz g(x) — f(x) > 0 pro kazdé x € A, je
kazdy dolni soucet s, (A, g — f) > 0. Odtud plyne

0< Jim .49~ )= [ (o060~ F0)dx = [ gGx)dx— [ Fxix
A A

A
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8.5.5 Véta
Je-li funkce f integrovatelnd na méfitelné mnoziné A, pak je i funkce |f| integrovatelnd na mnoziné A a plati

‘ff(x)dx < [1f(x)|dx.
A A

D.: Bud S, ={Dy,D¥,..., D!} pokryti fadu n mnoziny A. Polozme
uj =inf {f(x): xe D}'}, U;=sup{f(x): xeD}},
=inf {|f(x)|: xe D}}, V;=sup{|f(x)|: xeD}}.
Budte x1,x5 € D7 . Pak je
|f(x1) = f(x2)| < Uj = uy,
|f(x0) = [f(x1) = fx2) + f(x2)| < [f(x1) = f(x2)| + [f(x2)] < Uj —u; + | f(x2)]-
Necht x2 je zvoleno libovolné ale pevné. Posledni nerovnost plati pro kazdé x; € D} a tedy
Vi <Uj —uj +[f(x2)]-

Posledni nerovnost plati pro kazdé x; € D7 a tedy plati V; < U; — u; + v, neboli Vj —v; < U; — u;.
Odtud plyne

0 < Sn (A If]) = sn (A, [ f])

3 (0) = 3 (95) = 3580 0)

pro n — oo a tedy funkce | f]| je integrovatelna.
Z nerovnosti —|f| < f < |f| a z vty 8.5.5 plyne

- [1elax < [ foax < [ 160l dx
A A A

coz je dokazované nerovnost. [J

8.5.6 Véta

Jsou-li unkce f, g integrovatelné na méritelné mnoziné A, pak je i funkce fg integrovatelna na mnoziné A.

D.: Necht nejprve jsou obé funkce nezaporné na mnoziné A. Bud S, = {D?},D%,..., D!} pokryti fadu n
mnoziny A. Oznac¢me

uj =inf {f(x): xe D}'}, U;=sup{f(x): xeD}},
=inf {g(x): xe DI}, V;=sup{g(x): xe D}},
w; = inf {f(x)g(x): x€ DI}, W;=sup{f(x)g(z): xe D}},
Pak je U;v; S w S Wj S UJ‘/J Odtud
Wi —w; <U;Vy —uju; = UVi = Viug + u;Vy — uju; = ViU — uy) + ui (Vi — v5).

Ponévadz funkce f, g jsou ohraniené na mnoziné A, existuje a > 0 tak, Ze |f(x)| < «, |g(x)| < « pro
x €A Tedy W; —w; < a(Uj —uj) + o(V; —vy) = a(Uj —u; + V; — v,
Odtud plyne 0 < S, (4, fg) —sn(A, fg) < a(Su(A, f) — sn(A, f) + Sn(A, g) — sn(A, g)) . Prava strana pro
n — oo konverguje k 0, z ¢ehoz vyplyne tvrzeni.
Vynechejme nyni predpoklad, Zze funkce f, g jsou na mnoziné A nezaporné. PonévadZ jsou omezené, existuje

¢islo B > 0 takové, ze funkce 8 — f, B — g jsou nezaporné. Tyto funkce jsou podle 8.5.3 integrovatelné a
tedy podle jiz dokdzaného tvrzeni, piikladu 8.4.9.1 a dusledku 8.5.3 také funkce

B=f)B—9g) —B —B(f+g) =fg

je integrovatelna. [
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8.5.7 Véta (o stfedni hodnoté)

Budte f, g funkce integrovatelné na méfitelné mnoziné A takové, ze o < f(x) < 8, 0 < g(x) pro x € A. Pak
existuje konstanta pu, a < p < S takova, ze

[ 10gt0x = n [ gx)ax
A

A
D.: Pro x € A plati: ag(x) < f(x)g(x) < Bg(x).
Podle 8.5.6 je funkce fg integrovatelnd na mnoziné A; podle 8.5.4 plati:

a/g(x)dx < /f(X)g(X)dx < ﬁ/g(x)dx-
A A A

Je-li [ g(x)dx = 0, pak také [ f(x)g(x)dx = 0 a za p lze vzit libovolné &slo. Je-li [ g(x)dx > 0, polozime
A A A

J F(x)g(x)dx

O

8.5.8 Véta (monotonie integralu vzhledem k integraénimu oboru)
Je-li funkce f integrovatelnd na mnoziné A, pak je integrovatelna na kazdé méritelné podmnoziné B C A.

D.: Bud S, ={Dy,D%,..., D!} pokryti fadu n mnoziny A. Pak
{DyYnNB,D¥NB,...,D N B} je pokryti fadu n mnoziny B a
{D¥N(A\ B),DyN(A\ B),...,D* N(A\ B)} je pokryti fadu n mnoziny A \ B.
Pro pfislusné horni a dolni soucty plati

sn(A, f) < sn(B, f) +5n(A\ B, f),  Sn(A, f) 2 Sn(B. f) + Sn(A\ B, f).

Limitnim prfechodem n — oo dostaneme

neboli

coz je mozné jen tak, ze [ f(x)dx = [ f(x)dx, [ f(x)dx= [ f(x)dx.O
B B A\B A\B
8.5.9 Véta (aditivita integralu vzhledem k integra¢nimu oboru)

Budte A, B disjunktni méfitelné mnoziny, f funkce integrovatelna na mnoziné A i na mnoziné B. Pak je funkce
f integrovatelna také na mnoziné AU B a plati

[ seax= [ rax+ [ oo
A B

AUB

D.: PonévadZ obé mnoziny A i B jsou mé&fitelné, je podle 8.1.14 také mnozina A U B méfitelné.
Ponévadz funkce f je ohrani¢end na mnoziné A i na mnoziné B, je ohrani¢end i na sjednoceni mnoZin

AU B. Ozna¢me o = sup {|f(x)| : x € AU B}.
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Bud S, ={D?},D%,...,D"} pokryti fadu n mnoziny A U B. Déle necht jsou
v, D3, ..., Dy viechny prvky pokryti S, takové, Ze jsou souCasné prvky pokryti fadu n mnoziny A,

Dy, Dyyo, ..., Dy vSechny prvky pokryti S, takové, Ze jsou souCasné prvky pokryti fadu n mnoziny B,
Dyi 1, Diyo, ..., Dy, ostatni prvky pokryti S,.

Kazda z mnozin Dy, Dy o, ..., D}, ma neprazdny prinik jak s mnozinou A tak i s mnozinou B, kazda
z nich obsahuje nékteré hrani¢ni body spole¢né mnozinam A a B.

Bud H mnozina v8ech hrani¢nich bodi spoleénych mnozindm A a B. Mnozina H je prunikem hranic dvou
méfitelnych mnozin, tedy podle 8.1.12 prunikem dvou mnozin nulové miry, takze podle 8.1.13 a 8.1.10.1
je sama méfitelna a jeji mira je m(H) = 0.

Ponévadz Dy, U Dy o, U---U Dy CC(H), plati také

lim m (Dg UDy, U U Dy ) = lim > m(D})=0.
i=q+1
Nyni plati
1Su (AU B, f) = (Su(A, f) + Su(B, )] = | D sup{f(x): x € D"} m (D}")| <
i=q+1
< Z lsup {f(x) : x € D"}[m (D{") < a Z m (D{") =0
1=q+1 1=q+1

pro n — oo. To znamena, ze

7 f(x)dx=/f(x)dx+/f(x)dx
AUB A B
/f dx_/f dx+/f
AUB

Analogicky lze ukazat, ze

O

8.5.10 Véta

Bud f funkce ohrani¢ena na mnoziné A miry nula. Pak je funkce f na mnoZiné A integrovatelna a plati

Jfx)
A

D.:

dx = 0.

Bud |f(x)| <aproxe€ A, S, ={D},Dy,...,D} pokryti fadu n mnoziny A. Pak je

m

—aZm( Zm D" )inf { f(x :XGD;L}:sn(A,f)S
j=1 j=1

Af:Zm D” sup{f :XGD?}SaZmD
Jj=1 j=1

m

a ponévadz lim > m (D;L) =m(A4) = 0, mame tvrzeni véty. [

8.5.11 Dusledek

Budte A, B méFitelné mnoziny takové, Ze jejich prinik je méFitelny a plati m(A N B) =

0. Je-li funkce f

integrovatelna na mnoziné A i na mnoziné B, pak je integrovatelné také na mnoziné A U B a plati

D.:

[ s roue s

AUB

Plyne z 8.5.9 a 8.5.10, nebot AUB = (A\ B)U(ANB)U (B \ A), pfiemz sjednoceni na pravé strané je
disjunktni. [J
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8.5.12 Véta
Je-li ohranic¢ena funkce f spojitd na méritelné mnoziné A, pak je na mnoziné A integrovatelna.

D.: Je-li m(A) =0, tvrzeni plyne z 8.5.10.
Necht m(A) > 0 a bud a > 0 takové &islo, ze | f(x)| < a pro x € A. Dale bud ¢ € (0,4am(A)) libovolné

¢islo.
Ponévadz m(A) = lim m (K, (A)), existuje jadro B = K,,(A) takové, ze m(B) > m(A) — 4i, tedy
n—oo o
3 €
m(A\ B) =m(A) —m(B) < m(A) = m(A) + — = .

Mnozina B je uzaviend a ohranicena, tedy podle 5.4.8 kompaktni. Podle 5.5.8 je funkce f na mnoziné
B spojita stejnomérné. To znamené, Ze ke zvolenému kladnému ¢islu e existuje ¢islo § takové, ze pro
libovolné body x1,%x2 € B, p(x1,%2) < § (p oznacuje nekterou metriku ekvivalentni s euklidovskou) plati

1f(x1) = f(x2)] < =—

< B (8.1)

Bud ny € N takové ¢islo, Ze pron > nj je primér krychle W™ fadu n mensi nez 6. Pak pfedchozi nerovnost
plati na libovolné krychli W™ C B pro libovolné n > n;.
Ozna¢me By mnozinu, kterou dostaneme z jadra mnoziny B, kdyz v ném kazdou krychli W™ nahradime

m
krychlovou mnozinou C", By = |J C}'. Ozna¢me déle
j=1

uj = inf { f(x) : xeC’}l}, Uj =sup {f(x) : xeC’}l}.

€
Z nerovnosti (8.1) plyne, ze U; — u; < (B tedy pro n > n; plati
m

(B)
0< SH(BOaf) - Sn(Bo, f) = Z(UJ — u])m(CJ") < ZmE(B) Zm(cjn) = %,
Jj=1 j=1

nebot m(B) = m(By) = Y, m (C}). Celkem pro n > max {ng,n,} dostavame

OSSn(Avf)_Sn(Avf):Sn(BOuf)+Sn(A\BOaf)_Sn(307f)_Sn(A\B(37f)S

§%+2am(A\Bo)<%+2a£:a,

coz znamena, Ze funkce f je na mnoziné A integrovatelna. [J

8.5.13 Definice

Rekneme, 7e funkee f: A — R mé skoro viude na mnoziné A vlastnost V, jestlize existuje podmnozina B C A
takova, ze m(B) = 0 a funkce f ma vlastnost V ve viech bodech mnoziny A\ B.

Priklad: Funkce
L<a:2—i-y2§%,n€N

f(xvy) = {g: o

2 +y?>1

je spojita skoro viude na R2. Pfitom je nespojita v kazdém bod¢ kazdé z kruzmic {(z,y): 22 +y* =1}, neN
a v bodé (0,0) dokonce neni definovana.

8.5.14 Véta

Je-li funkce f ohrani¢end na méfitelné mnozing A a skoro vSude na mnoziné A je f(x) = 0, pak je funkce f na
mnoziné A integrovatelné a plati [ f(x)dx = 0.
A
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D.: Bud B={x€ A: f(x)# 0}. Podle pfedpokladu je m(B) = 0 a tedy podle 8.5.10 je [ f(x)dx = 0.
B
Na mnoziné A \ B, ktera je podle 8.1.13 méfitelna, je f(x) =0 a tedy podle 8.4.9 je [ f(x)dx = 0.
A\B

Podle 8.5.9 nyni je [ f(x)dx = [ f(x)dx+ [ f(x)dx=0.0
A B A\B

8.5.15 Véta

Necht nezéporna funkce f je integrovatelna na méfitelné mnozing A a plati [ f(x)dx = 0. Pak f(x)dx = 0
A

skoro vSude na mnoziné A.

D.: Bud B = {x€ A: f(x) >0} a pfipustme, ze m(B) > 0. Kdyby pro kazdé pfirozené &islo n a kazdou
krychli W™ #adu n platilo, ze W™ N (Rk \BO) # (), pak by jadro K, (B) fadu n mnoziny B bylo prazdné
pro kazdé n € N a platilo by m.(B) = 0. To by byl spor s pfedpokladem m(B) > 0. Existuje tedy ¢islo
ny a krychle W2 fadu ny tak, ze W C Ky, (B).

Mnozina Wt je podle 5.4.8 kompaktni a tedy podle 5.5.4 existuje oy = min{f(x): x € Wt} Je
am > 0, nebot v opa¢ném piipadé by W2 "Rk \ B = ), coZ by bylo ve sporu s inkluzi W2 C B°. Nyni
podle 8.5.4, 8.5.8 a 8.5.11 plati

1

0= /f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx > amm (Wit) = O G > 0,
A Wl A\Wt

coz je spor. [

Poznamka: Analogické tvrzeni plati i pro nekladnou funkei.

8.5.16 Véta

Je-li funkce f integrovatelna na méfitelné mnoziné A a funkce g je ohrani¢ena na A a skoro vSude na A plati
f(x) = g(x). Pak funkce g je integrovatelnd na mnoziné A a plati [ g(x)dx = [ f(x)dx.
A A

D.: Bud B C A takova, ze m(B) =0 a f(x) # g(x) pro x € B. Pak s vyuzitim 8.5.9 a 8.5.10 dostaneme
/g(x)dx = /g(x)dx + / g(x)dx =0+ / f(x)dx = /f(x)dx + / f(x)dx = /f(x)dx.
A B A\B A\B B A\B A

O

8.5.17 Véta

Je-li funkce f ohrani¢end na méritelné mnoziné A a skoro vSude na A spojita, pak je funkce f na mnoZiné A
integrovatelna.

D.: Oznatme B mnozinu bodu nespojitosti funkce f. Podle pfedpokladu je B méfitelna a podle 8.1.14 je
m(A\ B) =m(A) —m(B) = m(A).
Funkce f je na mnoziné A\ B podle 8.5.12 integrovatelné a na mnoziné B je integrovatelna podle 8.5.10.
Podle 8.5.9 je tedy f integrovatelna na mnozing A = (A\ B)U B. O

8.6 Fubiniova véta

Budte p,q € N, p+ ¢ = k. Prostor R lze chapat jako soucin prostorit R? x R4, Je-li z € R¥, pak z = (x,y) =
(:I:laan"'7xp7y17y27"'7yq)5 XERP) y € RY.
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8.6.1 Definice
Bud A C R*. Definujeme mnoziny
Ay ={y e R?: (x,y) € A} — fez mnoZinou A pro konstantni x,
AL = {x € RP: existuje y € RY, 7e (x,y) € A} — primét mnoziny A do prostoru RP.

Oznaceni: m,(B), resp. my(C) — mira mnoziny B C R?, resp. C' C RY, v prostoru R?, resp. RY.
Pro A C R¥ je m(A) = my.(A).

8.6.2 Véta (Guido Fubini, 1879-1943)

Bud A C R* méfitelnd mnozina, f : A — R funkce integrovatelna na mnoziné A. Budte p,q € N, p + ¢ = k.
Ozna¢me z = (x,y) = (1,22, ..., Zp, Y1,Y2, ..., Yq). Pak plati

[r@aa= [ | [rxyay|ax= | 7f(x,y)dy ix.
A Ay

Ar \Ax Ag

x

D.: Bud nejprve A mnozina, ktera je sjednocenim kone¢ného poctu krychlovych mnoZin nultého fadu.
Pokrytim C,, je pro kazdé n € N koneény pocet krychlovych mnozin fadu n. Kazdou krychlovou mnozinu

Zi,iel, je Jradun v RF 1ze povazovat za kartézsky soucin 2 = X{" x Yj" krychlovych mnozin X;*
1 1 1
fadun v RP a Y{" fadu n v R?. Pfitom ok =M (Z{,lj) =m(X) m (YJ") = Son Jan” Zvolme & € AL,

kde x € R? a uvazujme funkci f(&,-) : A¢ — R danou pfedpisem y — f(§,y). PoloZzme
P(x) = /f(xay)d% G(x) = /f(x7 y)dy.
Ax Ax

Pak je
F(&) = sn (Ae, (&) = > _inf {f(&,y) : y € Y]"}mg (¥]").

jeJ

Ponévadz pro £ € X[* plati inf {f({, y):yE€ YJ”} > inf {f(x, y): (x,y) € Zi’fj}, plati také nerovnost

FE) > inf {f(xy): (xy) € Z} m(¥).
jeJ
Odtud plyne
inf{F(¢): €€ X'} > inf{f(x,y): (x,¥) € Z5}mq (V]"),

jeJ

takze

sn (A, F) =D | Y inf {f(x,y): (x,y) € 25} mg (Y]") | mq (X]) =

icl \jeJ

= Z inf{f(x,y) D (x,y) € Zpm (Zan) = sn(4, f).

(ij)elxJ

Odtud limitnim pfechodem pro n — oo dostaneme nerovnost

[ Foax> [ j@as
A

A5
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Analogickym zpusobem dokiZzeme nerovnost

[ coax< [ j@as

AL A

Ponévadz F(x) < G(x) pro kazdé x € AL, plati pro tato x nerovnosti

/ G(x)dx > / F(x)dx > /f(z)dz > / G(x)dx > / F(x)dx,

AL AL A AL AL

z nichZ plyne integrovatelnost funkci F'; G i dokazovana rovnost.

Bud nyni A C R¥ libovolna méfitelna mnozina a W mnozina popsana v prvni ¢asti ditkazu a obsahujici
mnozinu A. Definujme funkci g predpisem

_Jfxy), (xy) €A,
g(x,y)—{Q (ey) e\ A

Podle 8.1.13 je i W\ A méfitelna mnozina a podle predchozi ¢asti ditkazu, podle 8.5.10 a 8.5.9 je funkce
g integrovatelnd na mnoziné A i na mnoziné W\ A. Proto plati

[1an= [geans [ gnn=[gwia= [ | [oteyiay|ac= [ | [otxyay ) o
A

A WA W wi \inx Wi \i

Dale je

/ /g(x,y)dy dx = / /g(x,Y)dy dx:/ /g(x,y)dy dx,

W \Wk AFUWE\AL) Wi Ad \Wy
nebot pro kazdé x € W& \ Ay je g(x,y) =0 a tedy podle 8.5.14 jei [ g(x,y)dy = 0 pro tato x.
Wi
Pokra¢ujme v upravach

/ /g(x7y)dy dx:/ / 9(x,y)dy dx:/ /f(x,ydy dx.
Wi Ay

AL\, AL\ A, U(Wi\ Ax) At

Tim je dokdzéno

/f(z)dz:/ /f(x,y)dy dx.
A iy \n

Analogicky dokazeme B
A/f(z)dz —A[ A/xf(x,y)dy dx.

O

8.6.3 Poznamky

1. Z toho, ze funkce f je integrovatelna na mnoziné A C R¥, neplyne, Ze tato funkce je integrovatelna v R?
na kazdé podmnoziné mnoziny Ay. Z véty 8.6.2 vSak plyne, Ze rozdil horniho a dolniho integralu je tak
maly, Ze integral z ného pres mnozinu Ay je nulovy.

2. Ve vété 8.6.2 neni podstatné to, Ze se za x bere (z1,x2,...,2p), tj. prvnich p soufadnic. Stejné bychom
mohli volit libovolnych p piirozenych ¢isel 1 <iy < iy < --- <1, <k a polozit X = (2i,, Tiy, ..., T4,)-
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8.6.4 Dasledky
1. Budte ¢, ¥ funkce spojité na intervalu [a, b], p(x) < 9 (z) pro kazdé x € (a,b). Necht

A={(z,y) eR*: a <z <b,p(z) <y <t(z)}

je méritelnad mnozina. Bud f : A — R funkce spojita. Pak je

J[ sy - /b T)f(x,wdy dz.
A o \elo)

D.: A, = [p(x),9(z)], AL = [a,b]. Funkce f(z,-) je na mnoziné A, ohranicena a spojit4, tedy podle
8.5.17 je integrovatelna. [

2. Budte ¢, ¢ funkce spojité na intervalu [a,b], ¢(z) < ¥(x) pro kazdé x € (a,b). Necht mnozina A =
{(x, y)ER?: a<a<bpr)<y< z/J(x)} je méfitelna v R2. Dale bud'te ®, ¥ funkce spojité na mnoziné
A takové, ze ®(z,y) < U(z,y) pro kazdé (x,y) € A. Necht mnoZzina

B={(z,y,2) eR’: (2,y) € A, ®(z,y) <z < V(z,9)} =
= {(2,y,2) eR®: a <z <y, p(x) <y < P(x), P(x,y) <z < V(z,y)}
je méfitelna v R3. Bud f funkce spojitd na mnoziné B. Pak je

b [ P() [ (z,y)

///f(x,y,z)dxdydz:/ / / fz,y, 2)dz | dy | da.
B

a \p(z) \2(z,y)

D.:
V(z,y)
[t@pastytz = [ | [ sy |doy= [ | [ sepoas | dody -
B B, \Bay Bz, \&(zy)
b [ () [ W(z,y)
:/ / / flx,y,2)dz | dy | da.
o \p(@) \2(z,y)
(]

8.7 'Transformace integralu

8.7.1 Heuristickd ttvaha

Bud A C R* méfitelna mnozina, S,, = {D?, D%, ..., D"} jeji pokryti fadu n. Oznaéme pro strucnost jednu
libovolnou mnozinu z S,, symbolem D a bud ug € D. Déle necht G : R¥ — RF je diferencovatelné zobrazeni
takové, ze G(ug) = xg.

Definujme linearni zobrazeni G : R¥ — R* piedpisem G(u) = xo + G'(ug)(u — up), kde G’ zna&i Jacobiho
matici zobrazeni G (sr. 7.7.4). Pak G je nejlepsi linedrni aproximaci zobrazeni G (sr. 7.7.3). Je-li tedy mnozina
D malé, budou se na ni zobrazeni G' a G liit mélo, G(u) ~ é(u) prou € D a tedy také bude

m (G(D)) ~m (é(p)) .

Podle 8.2.4 je m (G(D)) = |det G’ (wo)] m(D) = |J (G(uo))| m(D), kde J (G(uo)) je Jacobian zobrazeni G

v bodé uy.
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0 x € G(D); na malé mnoziné D lze povazovat za piiblizné konstantni funkci f o G|J(G)|,
)| = f(G(uo)) |J(G(ug))| pro u € D. Plati tedy piiblizné rovnosti

~

(x) dx = f (x0) m (G(D)) = f (G(uo))[J (G(uo))| m(D) =~ /f(G(U)) [/ (G(w))] du.
D

Je-1i zobrazeni G na mnozing A prosté, tj. kdyz plati J (G(u)) # 0 pro u € A (podle 7.7.7), pak
GA)=GDHUGDHU---UG (D)

a toto sjednoceni je disjunktni. Tedy podle 8.5.9 a pfedchozi ptiblizné rovnosti plati

[ reax=3 [ foaxxd [ 16wl Guo)lda= [ £(Gw)1I (Glu)|du
A

G(A)

8.7.2 Véta (o transformaci integralu)

Bud A C R méfitelna mnozina, G : A — R* diferencovatelné zobrazeni, f funkce integrovatelna na mnoziné
G(A). Necht existuje mnozina P C A takova, ze m(P) = 0 a Ze pro zobrazeni G plati:

1) G je prosté na mnoziné M \ P,

2) J (G(u)) # 0 na mnoziné M \ P.
Pak je funkce f o G integrovatelna na mnoziné A a plati

[ redax= [ 16w Gldu
G(A) A
D.: Viz napt. M. Rab: Riemanntv integral v E*, str. 70-74

nebo D. Krupka, J. Musilova: Integralni poc¢et na euklidovskych prostorech a diferencovatelnych varietach,
str. 75-79. O

8.7.3 Transformace integralu v R? do polarnich soufadnic

Zobrazeni G : R? — R? je dano predpisem

(;) =G(r,p) = (T cos tp) ,  strucngji TETCSE

rsin @ Yy =rsing

cosy —rsingp

— 2 .2 -
sinp  rcosep =rcos”p+rsin®p=r7#0 pror#0.

J(G(r,¢)) =

8.7.4 Transformace integralu v R? do cylindrickych (valcovych) souiadnic

Zobrazeni G : R® — R? je dano predpisem

x 7 COS (P T =T1Cosp
y| =G(ryp,z) = | rsing |, struéngji y=rsing .
z z 2=z

cosp —rsing 0
J(G(r,p,2)) = |sing rcosp 0|=r#0 pror#0.
0 0 1
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8.7.5 Transformace integralu v R* do sférickych (kulovych) soufadnic
Zobrazeni G : R? — R? je dano predpisem

x 7 cos @ cos ¥ T = rcospcost
y| =G(r,p,9) = | rsinpcos? |, struéndji y=rsinpcos? .
z rsind z = rsin
cospcostd —rsingpcostyd —rcospsind
J(G(r,p,19)) = [sinpcost) rcospcosyd —rsinpsind
sin 0 rcos v
—sing T sinpcosty —rcospsind

7 cOS p cos ¥

4 rcosd cos ¢ cos ¥ -

sinpcosd rcospcost |
= r%sin? ¥ cos ¥ (sin2 @ + cos® (p) + 72 cos® ¥ (005219 + sin? 19) =r?cos? (sin219 + cos? 19) =r?cost) #0
pror #0ad# (2m+1)5, m e Z.

—7rsin g cos
—rsingsind

8.8 Aplikace Riemannova integralu

8.8.1 Mira mnoziny — plocha obrazce, objem télesa
m(A) = /dx
A

8.8.2 Aplikace v mechanice

Bud A C R* kompaktni méfitelnd mnozina, p : A — R spojita funkce. Fyzikalné lze A chapat jako téleso majici
v bodé x hustotu p(x). V mechanice maji zdkladni vyznam pojmy:

m = /p(x)dx.

A
V roviné:

e Hmotnost m télesa A

e statické momenty M,, M, rovinného télesa vzhledem k osam z a y

Mo = [[upeiax o a, = [[ 2o,
A A

e momenty setrvacnosti J,, Jy rovinného télesa vzhledem k osam x a y

Jy = // yp(x)dx a J, = // 22 p(x)dx,
A A
o t&ziste T = (x9, yo) rovinného télesa

M,
To = —), Yo
m

M,
.

V prostoru

e statické momenty télesa vzhledem k soufadnym osam

M,, = /// xp(z,y, z)dadydz, M., = /// yp(z,y, z)dzdydz, My, = /// zp(x,y, z)dzdydz,
A A A
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e momenty setrva¢nosti télesa vzhledem k souradnym osam

J:c = ///(y2 +z2)p($7y,z)d$dydz, Jy = ///(I2 +Z2)p(x,y,z)dxdydz,
A A
J:= ///(:172 +12)p(x, y, z)dzdydz,
A

vy

o t&ziste T = (xo, yo, 20) telesa

&
S
=

zy

To = —, Yo = ’ 20 =
8.9 C(Cviceni

1
1) Zaménte pofadi integrace: [ f(x,y)dx | dy.

o \_ /i
2) Dvojny integral [ f (%) dady vyjadiete pomoci integralu jednoduchého.
r24y2<zx

3) Vypocitejte [[ f(z,y)dzdy, jestlize A = {(z,y) € R?: a <z < A,b <y < B}, f(z,y) = Fuy(z,y).
A

ff d:vdy L A={(z,y) eR?: (z—2)2+ (y — 2)? < 4).

5) ff(x + y?)dzdy, A je vnittek kruznice 2 + y* = 2az.
A

o [VaT=a2
6) < | Va? +y2dy> dz, a > 0.
0
7) [ Iy — 2?]dzdy; [a] je cela ¢ast ¢isla a.

2<y<4

[}

8) Vypocitejte miru mnoziny A = {(x,y) €eR?: 2% + y2 <l,z+y< 1}.

y?=dx+4, y? = -2z + 4.
10) Urcete moment setrva¢nosti vzhledem k ose  homogenniho rovinného télesa ohrani¢eného ¢arami

r+y=2, =2, y=2

Vi-a? 1
—V1=22 \ /22 1y2

1 /1 [a+y
12) Trojnasobny integral [ < ( | f ) ) da nahrad'te integralem jednoduchym.
0 0
z >0,y

,‘..%»—-

11) Zaménte poradi integrace:

fff T s, A={(z,y,2) € R*: >0,2>0,2+y+2z<1}

2 2
4) IS (2—§+Z—z+—§) dadydz, A={(z,y,2) €R®: & + % + 5 <1}.
A

[ V)

15) [[[ zdadydz, A= {(z,y,2) eR®: 2> 0,2 <wv,2? > %(12 +9y?)}.
A
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16) [[[ z2dadydz, A= {(z,y,2z) € R®: 22 +y?> + 2* < R%, 2% + y* + 2% < 2Rz}.
A

17) [[[(z + y+ 2)*dedydz, A= {(z,y,2) € R?: 2? + y? < 2az,2% + y? + 2? < 3a?}.
A

18) Vypotitejte objem télesa Q = {(z,y,2) eR?: >0,y >0,2> 0,z +y+2 < 1,22 +y* < }.

19) Jak mnoho kapaliny ztastane v nadobé valcového tvaru vysky v, jejiz zakladna mé polomér r, naklonime-li
ji tak, ze hladina kapaliny prochézi stfedem zakladny?

2 3
20) Vypocitejte soutadnice t&Zisté ¢asti elipsoidu a2 + (%) + (g) < 1 lezici v prvnim oktantu.
0 [V1-a2 1 /1—x /2
Vysledky: 1) [ | [ f(z,y)dy |dz+ [ ( / f(a?,y)dy) dz 2) 5 [ cos®p f(tgp)de
-1 0 0 \0 —r/2
3) F(A,B) + F(a,b) — F(a, B) — F(A,b) 4) % 5)3m ¢y 1 7y 1601 1/3) _4/2
8) 1(3r+2) 9) (2,0) 10)4
1 1 V22 —x2 1 z Vz2—y?
1) [ | [ | flzy,z)dy|dz |de=[| [ [ flzyy,z)dz | dy | dz
-1 \Jz| \~vzZ=a? 0 \~= \L\ /o2

1 5 2
12) 0[(1 - 7) f(z)dz—i—%{@ —22f(z)dz  13) L(In2—3) 14) drabe 15) TR%?  16) LLwRS
s 5 us
B
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