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Motivace

P¥ednaska 02: Graf funkce f(x) — vlastnosti funkce f(x)
Ptednaska 03: predpis funkce f(x) — vlastnosti funkce f(x) — graf funkce f(x)

Pro funkci f(x) budeme postupné uréovat
1. defini¢ni obor
. paritu

. body nespojitosti
. nulové body + intervaly, na kterych je funkce kladnd / zapornd

lokaIni extrémy -+ intervaly, na kterych je funkce rostouci / klesajici
. inflexni body + intervaly, na kterych je funkce konvexni / konkavni
. asymptoty bez smé&rnice

. asymptoty se smérnici

. graf funkce + obor hodnot.

Poznamka: V predmétech C1460 a C1480 se omezime vyhradné na vySet¥eni priibéhu
racionaln& lomennych funkei f(x). Uvedené poznatky jsou viak pFirozen& rozsifitelné a
pouzitelné pro vyZetfeni prib&hu libovolné funkce jedné promé&nné.
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Vysetfeni priubéhu funkce

_I_
Ukézkovy priklad 3.1
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1. Defini¢ni obor funkce f(x)

Defini€ni obor D(f) funkce f(x) je mnoZina &isel x, pro které je funkce f(x) definovang

Algoritmus pro vysetieni defini€éniho oboru
1. predpokladdme, Ze defini¢ni obor funkce D(f) =R = (—o0; 00)

2. z defini&niho oboru vylou&ime body x, ve kterych neni f(x) definovana

P¥iklady defini¢nich obor
e raciondln& lomenna funkce f(x) = %: D(f) = R ~ {koFeny polynomu h(x)}
e funkce f(x) = /x: D(f) = (0; )

e funkce f(x) = In(x): D(f) = (0; o0)
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Pfiklad 3.1.1

-1
Ur&ete definiéni obor funkce f(x) = x .

2
Rezeni podle algoritmu

1. ptedpokldddme, ze D(f) =R
_02—-1 -1

2. f(0) = — 5

—  funkce f(x) neni definovana v bod& x =0

Zavér

e D(f) =R~ {0} = (—o0;0) U (0; 00)

Grafickd interpretace

0.4

0.2 -

0.0

f(x)

-0.2

-0.4

I —

-10 -5 0 5 10
X
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2. Parita funkce

f(x) je suda funkce, pokud je symetrickd podle osy vy, tj. f(—x) = f(x)
f(x) je licha funkce, pokud je soumé&rnd podle po&atku, tj. f(—x) = —f(x)

Algoritmus pro vySetfeni, zda je f(x) suda funkce
1. vypotitdme f(—x)
2. vypocitame f(x)
3. ov&Fujeme rovnost f(—x) = f(x)
e pokud f(—x) = f(x) — funkce f(x) je suda
e pokud f(—x) # f(x) — funkce f(x) neni sudd

Algoritmus pro vysetfeni, zda je f(x) licha funkce
1. vypotitdme f(—x)
2. vypotitdme —f(x)
3. ové&fujeme rovnost f(—x) = —f(x)
e pokud f(—x) = —f(x) — funkce f(x) je lichd
e pokud f(—x) # —f(x) — funkce f(x) nenf lichd

5/29



Pf¥iklad 3.1.2

-1
Ur&ete paritu funkece f(x) = x .

2

Je f(x) suda funkce? - Regeni podle algoritmu
1. f(—

2. f(x) = 2

3. f(—x) # f(x) — funkce f(x) neni suda

) —x)—1 _ —x—1

X (—x)2 x2

Je f(x) lich4 funkce? - Regeni podle algoritmu
1. f(—x) = =71

x2

2. —f(x) = - (53) = =
3. f(—x) # — f(x) — funkce f(x) neni licha

Zavér

e Funkce f(x) neni ani sudd ani lichd funkce.

e Funkce f(x) neni symetricka okolo osy y ani soum&rna podle po&atku.
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Ptiklad 3.1.2 (pokratovani)
Zavér

e Funkce f(x) neni ani sudd ani lichd funkce.

e Funkce f(x) neni symetricka okolo osy y ani soum&rna podle polatku.

Grafickd interpretace

0.4 4 0.4
0.2 7 0.2 -
= 0.0 = 0.0
-0.2 - -0.2 +
-0.4 4 -0.4 4
-0.6 4 -0.6 4 T
T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 10
X X
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3. Body nespojitosti
Bod nespojitosti (BN) je bod x, ve kterém funkce f(x) neni spojitd

Algoritmus pro vySetfeni bodi nespojitosti
1. predpokldddme, Ze funkce f(x) nemd body nespojitosti
2. hleddme body x, ve kterych je spojitost funkce f(x) porusena

e Priklad: raciondln& lomennd funkce f(x) = ifi; BN jsou koFeny polynomu h(x)

Priklad 3.1.3 1
Urgete body nespojitosti funkce f(x) = X;Z
X

Regeni podle algoritmu
1. predpokladdme, Ze funkce f(x) nemd body nespojitosti
2. hledani bodl nespojitosti

o funkce f(x) neni definovana v bod& x = 0, v ostatnich bodech ano; v bod& x = 0 tedy
funkce f(x) nemiZe byt spojita
e BN: x=0
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Ptiklad 3.1.3 (pokratovani)
Zavér

e BN: x =0

Grafickd interpretace

0.4 0.4
0.2 0.2 1
= 0.0 = 0.0
-0.2 — -0.2
-0.4 -0.4 4
-0.6 - O bod nespojitosti -0.6 - T
T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X
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4. Nulové body + intervaly, na kterych je funkce kladnd / zapornd

Nulové body (NB) a kladné / zdporné znaménko funkce uréujeme na zdklad& f(x).

e f(x)=0 — Xo je nulovy bod funkce f(x)
e f(x) > 0 pro kazdé x € | — f(x) je kladna funkce na intervalu /
e f(x) < 0 pro kazdé x € / — f(x) je zaporna funkce na intervalu /

Poznamka: Zmé&na znaménka funkce miiZe nastat bud v nulovém bodg, & v bod& nespojitosti.

Algoritmus pro vySetfeni NB a znaménka funkce
1. pracujeme s funkei f(x)
2. ¥e¥ime rovnici f(x) =0
e kofeny rovnice jsou nulové body

3. k NB pfiddme BN (celkem m bodu)

4. nakreslime redlnou osu, na které vyznatime NB a BN

Lo | b | B | &
by by b3

. vyznalenim bod{ ziskdme na redlné ose m + 1 intervalli /;, j=1,... m+1
. pro kazdy interval vybereme jednoho reprezentanta x; € /;

. pro kazdého reprezentanta x; spocitame hodnotu f(x;)

0 N o O

. podle znaménka f(x;) stanovime znaménko funkce f(x) na intervalu ;
e f(xj) <0 — f(x) je na intervalu /; zdporna

e f(xj) > 0 — f(x) je na intervalu /; kladnd 10/20



Pf¥iklad 3.1.4
Urgete NB funkce f(x) = i

1
a intervaly, na nichZ je f(x) kladna, &i zdporna.

Regeni podle algoritmu

1. f(x) = Xx;zl
2. ¥esime rovnici f(x) =0

XX;;:O - x—-1=0 — x=1 — NB:xgp=1

3. BN: xg = 0; celkovy potet NBaBN: m=1+1=2
4. redlnd osa s NB a BN
\ \
0 1
5. m =2 — t¥i intervaly
® /| = (—o0;0) e I =(0;1) ® I3 = (1 00)

6. vybér reprezentanta pro kazdy interval
® xy=—-1€h ® xp =05€h ® x3=2¢€1/3

7. vypo&et funk&ni hodnoty pro kaZzdého reprezentanta

° f(—1)= ((%11)}1 R ° £(0.5) = %Tl -2 o f(2) = ‘7(2)*1 -1
8. urkeni znaménka funkce f(x) na kazdém intervalu
® f(~1)<0---Onaj ® £(05) <0---Cnal ® f(2)>0---@nal
5 | e | @
0 1
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Ptiklad 3.1.4 (pokratovani)

o | o | o
0 1
Zavér
e f(x) je zdpornd na intervalu (—oo; 0)
e x =0: BN

e f(x) je zadpornd na intervalu (0;1)
x=1:NB; f(1)=0
f(x) je kladna na intervalu (1; c0)

Grafickd interpretace

o kladna
0.4 — © zaporna 0.4
0.2 0.2
2 0.0 2 0.0
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
® nulovy bod
-0.6 — o bod nespojitosti -0.6 T
T T T T T T T T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X
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5. Lokalni extrémy + intervaly, na kterych je funkce rostouci / klesajici

Lokalni extrémy (LE) a rostouci / klesajici priib&h funkce uréujeme na zdkladé f’(x)
o f'(x) > 0 pro kazdé x € / — f(x) je rostouci funkce na intervalu /
e f'(x) < 0 pro kazdé x € [ — f(x) je klesajici funkce na intervalu /
° f’(Xo) =0 A
f'(x) < 0 v levém okoli bodu xo A f’(x) > 0 v pravém okoli bodu xo —
— xo je lokdlni minimum funkce f(x).
~ |7
X0
° f/(Xo) =0 A
f'(x) > 0 v levém okoli bodu xo A f’(x) < 0 v pravém okoli bodu xo —
— xp je lokdlni maximum funkce f(x).
AR B
Xo
Poznamka: Zmé&na prib&hu funkce z rostouciho na klesajici, nebo naopak, nastdva v LE (vZdy) nebo

v BN (miiZe, ale nemusi).
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Algoritmus pro vySetfeni LE a rostouciho / klesajiciho prab&hu funkce
1. spotitdme f'(x)
2. Yesime rovnici f/(x) =0
e kofeny rovnice jsou mozné lokalni extrémy
3. k moznym LE p¥iddme BN (celkem m bodii)

4. nakreslime redlnou osu, na které vyznatime mozné LE a BN

h | b | B |k
by by b3

. vyznalenim bod{ ziskdme na redlné ose m + 1 intervalli /;, j=1,... m+1
. pro kazdy interval vybereme jednoho reprezentanta x; € /;

. pro kazdého reprezentanta x; spo&itdme hodnotu f/(x;)

0 N o O

. podle znaménka f’(x;) stanovime priib&h funkce f(x) na intervalu J;
o f'(xj) <0 — f(x) je na intervalu /; klesajici
o f'(x;) > 0 — f(x) je na intervalu /; rostouci

9. identifikujeme lokalni extrémy

e f(x) je klesajici v levém okoli a rostouci v pravém okoli mozného LE — mozny LE je
lokalni minimum

e f(x) je rostouci v levém okoli a klesajici v pravém okoli moZného LE — mozny LE je
lokalni maximum

e je-li v bod& xo LE, spo&itame funk&ni hodnotu f(xp)
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Ptiklad 3.1.5

Ur&ete LE funkece f(x) = i

a intervaly, na nichZ je f(x) rostouci, & klesajici.

Regeni podle algoritmu

1.
2.

!
Pl =(521) = ()= =52
¥edime rovnici f/(x) =0

=2 =0 — —x42=0 — x=2 —  moznyLE xq =2

3. BN: xp = 0; celkovy pocet moznych LEa BN: m=1+1=2

4. redln3d osa s moznymi LE a BN

| |
0 2

. m =2 — t¥i intervaly

® I = (—o0;0) e I =(02) ® I3 = (200)

. vybér reprezentanta pro kazdy interval

e xy=-1l€eh e x=1¢ch ® x3=3¢ch

. vypoéet funkéni hodnoty f’(x) pro kazdého reprezentanta

fqy o —(=142 _ gy - =42 gy =2 1
o f/(—1)= e 3 e /(1) = 3 =1 o /(3) = R
. ureni prib&hu funkce f(x) na kazdém intervalu
® f/(—1)<0---nah ® /(1) >0--- “naly ® f/3) < 0---~ynalg
AV AN B
0 2

. ur&eni lokalnich extrému

® xp1 = 2: lokdlni maximum; £(2) = or 4
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Ptiklad 3.1.5 (pokratovani)

0 2
Zavér
o f(x) je klesajici na intervalu (—o0;0)
e x =0: BN
e f(x) je rostouci na intervalu (0;2)
e xo1 = 2: LE (maximum); f(2) = %
o funkce je klesajici na intervalu (2; c0)
Grafickd interpretace
--- rostouci
0.4 --—— Kklesajici 0.4 —
o
0.2 AR 0.2 A
1 =~ I
I S~ /
! S / =
= 00 T ] = 00 .
e N i = N i
024 . / 024 i
. i N !
—04 “ i -0.4 !
’r' ®  lokalni extrém N 'v‘
06 W[l ©  bod nespojitosti -0.6 | Sl
T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0
X

10
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6. Inflexni body + intervaly, na kterych je funkce konkavni / konvexn{

Inflexni body (IB) a konkavni / konvexni priibéh funkce uréujeme na zaklad& f/(x)

e f'/(x) < 0 pro kazdé x € | — f(x) je konkavni funkce na intervalu /
o f'/(x) >0prokazdé x €/ —  f(x) je konvexni funkce na intervalu /
° f”(Xo) =0 A
f"(x) < 0 v levém okoli bodu xo A f”’(x) > 0 v pravém okoli bodu xg —
— xo je inflexni bod funkce f(x).
n | u
X0
° f//(Xo) =0 A
f"(x) > 0 v levém okoli bodu xo A f”(x) < 0 v pravém okoli bodu xg —
— xo je inflexni bod funkce f(x).
u | n
Xo
Poznamka: Zména prab&hu funkce z konkdvniho na konvexni, nebo naopak, nastdvd v IB (vidy)

nebo v BN (miiZe, ale nemusi).
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Algoritmus pro vySetfeni IB a konkdvniho / konvexniho prab&hu funkce

1.
2.

spotitdme '/(x)
¥e$ime rovnici f”/(x) =0

e kofeny rovnice jsou mozné inflexni body

3. k moznym IB p¥iddme BN (celkem m bodii)

4. nakreslime redlnou osu, na které vyzna&ime mozné IB a BN

0 N o O

h | b | B |k
by by b3

. vyznalenim bod{ ziskdme na redlné ose m + 1 intervalli /;, j=1,... m+1
. pro kazdy interval vybereme jednoho reprezentanta x; € /;

. pro kazdého reprezentanta x; spotitdme hodnotu f/(x;)

. podle znaménka f/(x;) stanovime priib&h funkce f(x) na intervalu /;

o f"(xj) < 0 — funkce f(x) je na intervalu /; konkavni

o f”(xj) > 0 — funkce f(x) je na intervalu /; konvexnf

. identifikujeme inflexni body

e f(x) je konkavni v levém okoli a konvexni v pravém okoli mozného IB (nebo naopak) —

jde o IB

e je-li v bod& xo IB, spo&itdme funk&ni hodnotu f(xp)
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Ptiklad 3.1.6

-1
Ur&ete IB funkece f(x) = x a intervaly, na nichZ je f(x) konkdvni, & konvexni.

Regeni podle algoritmu
_ 2x—6
L) = () = (=2
2. Yesime rovnici f'/(x) =0

2x—6 _
226 — ¢

— 2x —6 =0 — x=3 — mozny IB: xo1 = 3

X

3. BN: xp = 0; celkovy pocet moznych IBaBN: m=1+1=2

4. redlnd osa s moznymi IB a BN | |
e s 0 3
5. m =2 — tfi intervaly

o Iy =(~o0:0) ® =03 o I3=(300)

6. vybér reprezentanta pro kazdy interval
® x =-1¢ci e x=1¢ch ® x3=4ch

7. vypotet funkéni hodnoty f'/(x) pro kazdého reprezentanta

o (—1)= %)4@ =8 o /(1) = 2'8;4_6 - o () = 5‘(%)4@ = s

8. ur&eni prib&hu funkce f(x) na kazdém intervalu
o /(—1)<0---Nnak ® /(1) <0---Nnaly ® //(4)>0---Unalz
n | n | U

9. ur&eni inflexnich boda 0 3

o X01:3:|B;f(3):%)}1:§ 19/29



Ptiklad 3.1.6 (pokratovani)

Zavér

e x =0: BN

Grafickd interpretace

n | n | U
0 3
o funkce je konkavni na intervalu (—oo; 0)
e funkce je konkdvni na intervalu (0; 3)
e xo1 =3:1B; f(3) = %
e funkce je konvexni na intervalu (3; o)
31 konkavni
—— konvexni 0.4 4
2
0.2
I
0 R N
o 02
-2 - -0.4 +
inflexni bod
3 | ©  bod nespojitosti -0.6
T T
-10

2 4 6

10
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7. Asymptoty bez smérnice
Asymptota bez smérnice (ABS) je vertikdIni pfimka prochdazejici bodem xg, podél které
,utikd" funkce f(x) do 4o00/—00.

Poznamka: ABS mize prochizet bud BN nebo krajnimi body definizniho oboru, kromé& 4oco.

Algoritmus pro vysetfeni ABS v bodech nespojitosti
1. nalezneme BN
2. pro kazdy BN potitame limitu zleva lim _, gy~ f(x)
3. pro kazdy BN potitame limitu zprava lim,_, g+ f(x)
4. urtujeme ABS
e pokud lim _ g\~ f(x) = do0, nebo lim _, g+ f(x) = £oo, potom ABS: x = BN

Pozndamka: Vy3setfenim asymptot v krajnich bodech defini¢niho oboru se v pfedmétech C1460 a
C1480 detailn& zabyvat nebudeme. Algoritmus k vySetfeni asymptot v krajnich bodech D(f) je pro

zdjemce uveden v P¥iloze A této prezentace.
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Pf¥iklad 3.1.7 1
Ur&ete ABS funkee f(x) = X zjistéte, jak se f(x) v okoli t&chto asymptot chova.

ReZeni podle algoritmu

1. BN: x=0
. 0 x—=1 _ (07)—-1 _ —1— __
2. limy_,o- f(x) =lim,_,o- %5 = ooy = o =%
: _r x—1 _ (09)-1 _ —1t _
3. limy o+ f(X) =lim, o+ T oty T o T —0o0
4. lim,_, - f(x) = —o0, lim,_,g+ f(x) =—c0 — ABS: x=0
Zavér
e ABS: x=0 o lim _ o, f(x)=—o0 e lim,_ o+ f(x) = —oc0
Grafickd interpretace
i i
0.4 ! 0.4 i
| |
0.2 | 02 o S
= 00 3 = 00 f/‘\’ —
< | = N ¥
-0.2 ! -02 N i
| i
-0.4 | -0.4 i
: i
0.6 - ! -~ ABS:x=0 -0.6 - Sl
f T f T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
. . 22/29



8. Asymptoty se smé&rnici

Asymptota se smérnici (ASS) je pfimka, k niZ sm&fuje funkce f(x), kdyz x — —oo,
resp. x — oo.

ASS je ptimka y = ax + b, kde a € R je smérnice a b € R je absolutni €len.

Algoritmus pro vy$etfeni ASS pro x — c©
1. po&itdme smé&rnici a = limy_ 00 @
e pokud a € R, pak ASS existuje a a je jeji smé&rnice
e pokud a = Fo00, pak ASS neexistuje
2. pokud ASS existuje, potitame déle absolutni &len b = limy— o0 (f(x) — ax)

3. vysledna ASS je pfimka y = ax + b

Algoritmus pro vySetifeni ASS pro x — —oo
()

1. po&itdme smérnici a = limy_— -
e pokud a € R, pak ASS existuje a a je jeji smé&rnice
e pokud a = £o0, pak ASS neexistuje
2. pokud ASS existuje, potitame déle absolutni &len b = limy—, o (f(x) — ax)

3. vysledna ASS je pfimka y = ax+ b
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Ptiklad 3.1.8

-1
Ur&ete ASS funkce f(x) = x .

2
Vysetfeni ASS pro x — oo podle algoritmu

1. vypolet smérnice a

. f(x
a= lim Q =
X—00 X
—1
XXT x—1 1 . x—1 oo —1 00
= lim *X— = Ilim — = lim = = =
Xx—oo X x—oo  x2 X x—oo x3 o) o
1 1 1
X ( — ;) . 1-— X - 1-0
= lim = |im = = =0
x—=oo  x-(x2) x—oo  x2 002 9]

smérnice a=0 — ASS existuje
2. vypoc&et absolutniho &lenu b

b= XILn;O(f(x) —ax) =

. x—1 . x—1 oco—1 00
= lim —0-x] = lim = = =
x—c0 2 x—oo \| x2 00? 00

= lim

absolutni &len b =0

3.ASS:y=a-x+b=0-x4+0=0—->y=0
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Ptiklad 3.1.8 (pokratovani)

Vysetfeni ASS pro x — —oo podle algoritmu

1. vypoclet smérnice a

) _

x2 . -1 -1 —oco —1 00
= lim = lim = lim = = —
x——00 X x——o00 X2 X x——oo x3 —00 9]
1 1 1
ox(l- g 1-5 T == _ 140
= lim ——>* = lm = =0
X——00 X-(X2) x——oo x2 (—00)2 00

smérnice a=0 — ASS existuje

2. vypoc&et absolutniho &lenu b

b= X—IiToo(f(X) —ax) =

. x—1 . x—1 —oc0—1 —00
= lim —0-x) = lim = =
X—>—00 x2 X——00 2

X (—o00)? 00

x-(1-1 1-L 1-L 1490
om0 x "= 10
X——00 X+ X X—— 00 X

—00 —00
absolutni &len b =0

3.ASS:y=a-x+b=0-x+0=0—>y=0
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Ptiklad 3.1.8 (pokratovani)

= e
= } i
-0.2 L
1
} 1
-0.4 I
|
T
~06 ——~ ASS:y=0 -0.6 lt
T T T i

5 10 -10 -5 0 5 10

o
x

26 /29



9. Graficka vizualizace + obor hodnot H(f)

Obor hodnot H(f) funkce f(x) je mnoZina &isel y = f(x), které mohou byt vysledkem
funkce f(x).
Algoritmus pro vySetieni oboru hodnot

1. sestrojime graf funkce f(x)

2. na zaklad& sestrojeného grafu stanovime obor hodnot H(f)

Ptiklad 3.1.9

Sestrojte graf funkce f(x) = ol
X

1
a urlete obor hodnot H(f).

Regeni podle algoritmu

1. sestrojeni grafu funkce f(x) = XX—EI
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2. na z3klad& sestrojeného grafu dochdzime k zavéru, ze H(f) = (—oo; %> 2729



Dékuji za pozornost.

R RHR

sin(x) os(x)  ton(x)  cotlx)

RR R R

Ix.l zﬂ&_“o

R R FIR
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Pt¥iloha A: VySetfeni ABS v krajnich bodech defini¢niho oboru

Algoritmus pro vySetfeni asymptot v krajnich bodech D(f)
1. urtime D(f)
2. je-li D(f) zleva omezen n&jakym &islem a € R, po&itdme lim, _, .+ f(x)
3. urlujeme, zda x = a je asymptota bez smérnice
e pokud lim, _, .+ f(x) = £oo, potom ABS: x = a
4. je-li D(f) zprava omezen né&jakym &islem b € R, potitame lim _, ,— f(x)

5. uréujeme, zda x = b je asymptota bez smé&rnice

e pokud lim _ ,— f(x) = o0, potom ABS: x = b

29/29



	Limity a derivace
	Funkce jedné proměnné

