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12. Statistické zpracovani experimentalnich vysledku

Rl Presnou hodnotu mérené veliCiny Ize ziskat pouze dokonalym a pfesnym
méfenim. To vS8ak neni mozné, protoZze kazdé méfeni podléha chybam. Obvykle

predpokladame, Ze presna hodnota zvolené veliiny se rovna tzv. nejlepSimu
odhadu, ktery ziskdme statistickym zpracovanim dat. Tésnost shody vysledku méreni
s pfesnou hodnotou je experimentalni pfesnost méfeni. Ciselnym vyjadfenim
presnosti méfeni je jeji chyba, ktera se muze obecné skladat ze dvou slozek:

e Nahodné chyba je vysledkem nahodnych jeva plsobicich v dobé méfeni, které
nelze pfedvidat, opakovat ani eliminovat. Pozorujeme tedy rozptyl vysledku.

e Soustavna chyba je zpusobena stalym nebo neustale se ménicim pfispévkem
k hodnoté méfené veliCiny, ktery Ize zcela nebo ¢astecné korigovat (napf. novou
metodou méfeni, kalibraci, pouzitim standardu, apod.).

Odlehly vysledek (hruba chyba) je extrémnim pfipadem chyby zplsobené selhdnim
Clovéka nebo pfistroje. Odlehly vysledek je tfeba vyloucit z experimentalnich dat bud
pfimo, nebo po testu na odlehlé hodnoty.
Experimentalni pfesnost méfeni je charakterizovana primérem a nejistotou.
Statisticka teorie prfedpoklada, ze tyto hodnoty Ize zlepSit opakovanim méfeni. Datovy
soubor od A; do 4,, ziskame, kdyZz n — krat zopakujeme méfeni veliiny A .
Aritmeticky! pramér

= 1

A==3. 4 (1)
je obvykle povazovan za nejlep$i odhad méfené veligéiny A . Cim vétsi n, tim je
nejlepsi odhad pfesné hodnoty - tedy primérna hodnota A (pfi absenci systematické
a hrubé chyby) blize hodnoté 4 .

Vyhodné je zavést odchylku kazdého méfeni od priiméru

& = Ai — /T (2)
pak nejlepsi odhad nejistoty je funkci smérodatné odchylky definované vztahem:
Z?:l(gi)z (3.)

n-—1

kde vyraz ve jmenovatelin — 1 = v je tzv. poc€et stupfili volnosti.

Plati, Ze aritmeticky pramér A je tzv. bodovym odhadem pfesné hodnoty A , zatimco
smérodatna odchylka s je tzv. intervalovy odhad nejistoty A . Provedeme-li n =
méfeni (za této situace nazyvame smérodatnou odchylku c¢asto standardni
nejistotou) ziskame dle vztahu (3.) interval A + s do kterého nové méfeni 4,,.,, pokud
se jednd o normalni (Gaussovo) rozdéleni chyb, spadne s pravdépodobnosti
68.27%. Rozsitime-li interval na A & 2s (resp. 4 + 3s) bude nové méfeni 4,,, v tomto
intervalu lezet s pravdépodobnosti blizkou 95%, kdy hladina spolehlivosti je « = 0,05
(resp. 99.9%, kdy a = 0,001). Zde srovnej s hodnotami 1,960 (resp. 3,090) pro n =
(viz TABULKA I). Pokud bychom opakovali celé méfeni A, az A,, opét pron = oo, budou
nové vyhodnocené hodnoty A i s stejné a obé& hodnoty A rovny nejlepsimu odhadu
spravné hodnoty.

1V nékterych pfipadech se k ziskani nejlepsiho odhadu presné hodnoty pouzivaiji jiné zpusoby. Napf. geometricky,
kvadraticky nebo harmonicky pramér. V socialnich védach se pouziva ¢asto misto priméru median a misto
smeérodatné odchylky percentily.
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Pokud je pocCet provedenych méfeni n maly, se pouziva nejCastéji Studentovo
rozdéleniz. K dosazeni stejné pravdépodobnosti na dané hladiné spolehlivosti a
musime interval rozsifit nasobenim smérodatné odchylky s koeficientem t, ktery uvadi
TABULKA | pro v=n — 1. Timto zavadime rozsSifenou nejistotu:

Att.s (4.)
a interval spolehlivosti (eng. confidence interval):
e S

Pro maly pocet méfeni nejlepsim odhadem spravné hodnoty neni A, ale spravna
hodnota lezi v intervalu spolehlivosti (5.) s pravdépodobnosti dle zvolené hladiny
spolehlivosti a.

J Cilem experimentu muze byt také ziskat hodnotu y, ktera je funkci provedeného
experimentalniho méreni. Napfiklad v pfipadé, kdy y = f (x4, x,) je funkci dvou

nezavislych experimentalnich vstupt x; +s,, a x, +s,, Tehdy je tfeba vénovat
pozornost Sifeni chyb. ZjednoduSeny konzervativni odhad standardni nejistoty
vysledku s, zjistime v pfipadé, Zze se chyby obou méfeni nemohou kompenzovat, ze
standardnich nejistot s, a s,, dle vztahu:

S = \/ (Fron) +(550) (6)
kde ;bci a %% jsou parcialni derivace funkce F = f(x;,x,) . Tuto standardni nejistotou
1 2

vysledku sy pak mazeme rozsifit dle vztahu (4.) a (5.). Obvykle na « = 0,05.

Vzhledem k moZnostem dnesni vypocetni techniky se obvykle ziskavaji vysledky
- s nadbytecné vysokym poctem Cislic. Po¢et platnych ¢€islic v zapisu vysledku

v8ak musi byt v souladu s odhadem nejistoty. Toho docilime zaokrouhlenim vysledku
s ohledem na chybu méfeni.

TABULKA I: Kritické hodnoty t-rozdéleni, kde v je pocCet stupfiti volnosti a « je hladina
spolehlivosti (s tdajem o intervaloveé spolehlivosti méfeni v procentech).

\% o =0.05 o =0.001 \% o=0.05 | a=0.001
(95%) (99,9%) (95%) (99,9%)
2 4,303 22,326 12 2,179 3,930
3 3,182 10,213 13 2,160 3,852
4 2,776 7,173 14 2,145 3,787
5 2,571 5,893 15 2,131 3,733
6 2,447 5,208 16 2,120 3,686
7 2,369 4,785 17 2,110 3,646
8 2,306 4,501 18 2,101 3,610
9 2,262 4,297 19 2,093 3,579
10 2,228 4,144 20 2,086 3,552
11 2,201 4,025 0 1,960 3,090

2 Pro velmi malé pocty méfeni n < 10 je alternativou rozdéleni Dean-Dixon. (Q-test, analyticka chemie).
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Vysledky experimentalniho méfeni zapisujeme ve védeckych vystupech s uvedenim
intervalové spolehlivosti vyjadfené procenty nebo hodnoty a. Napfiklad pokud mame
7 experimentalnich méfeni a zvolime « = 0,05 mizeme v textu pouzit formulace:

e latentni teplo je s 95% spolehlivosti v intervalu AH = (31,52 + 0,65) kJ/mol".
Interval spolehlivosti zde byl vypocitan pomoci Studentova rozdéleni (s =
0,70,v =6, t = 2.447).

e prumérné latentni teplo ze 7 méfeni je AH = 31,52 kJ/mol se smérodatnou
odchylkou s = 0,70 g“.

Mimo odbornou komunitu obvykle postacuje uvést vysledek experimentalniho méfeni
s pouzitim relativni chyby méfeni v procentech:

e latentni teplo je AH = 31,52 kJ/mol s relativni chybou méfeni 0,49%". Tim, Ze
jsme pouzili rozSifené Studentovo rozdéleni (s = 0,70, v = 6, t = 2.447) Ctenafe
nezatézujeme.

Linearni a nelinearni regrese

P V praxi se setkavame s pfipady, kdy zavislost méfené veliCiny y = f(x)
obsahuje jeden nebo vice parametrt. Castym pfipadem je opakované naméfeni,

kdy ziskavame dvojice experimentalnich hodnot x; a y;. Hodnoty mohou byt svazany
lineérni zavislosti, pak plati Ze:

yvi=a+bx;+ ¢ (7.)
nebo nelinearni funkci:
yi = f(x;, ag, ... am) + 6 (8.)

kde a a b (respektive ay, ... a,,) jsou parametry linearni (resp. nelinearni) zavislosti a &;
jsou tzv. rezidua.

Parametry ziskavame regresi experimentalni zavislosti. K regresi Ize s vyhodou pouzit
vhodné software. Jednou z moznosti je pouZziti SW nastroje ,Resitel”, ktera je volitelnou
soucasti softwaru MS EXCEL.

Do uvodnich bunék SW Excel vlozime odhad parametrd. Vytvofime si tabulku se
sloupci hodnot x; a y;. Do bunék dalSiho sloupce zadame instrukce k vypoc¢tu hodnot
Y; = a + bx; (respektive Y; = f(x;, a4, ... a,)) S pouzitim odhadu vychozich parametra
a experimentalnich hodnot x;. V dalSich sloupcich vypocitame rezidua o; mezi
experimentalnimi hodnotami y; a hodnotami vypoc¢tenymi z odhadll parametrt Y;. Do
zavéreéného sloupce doplnime hodnoty (8;)? a nakonec vypocéteme hodnotu Ucéelové
funkce MF =Y ,(5)%. Nastroj ,feSitel, pak pouZijeme pro minimalizaci G¢elové
funkce MF a ziskani optimalizovanych hodnot parametr linearni (resp. nelinearni)
zavislosti. Tuto metodu nazyvame s ohledem na tvar funkce MF metodou nejmensich
Ctverca.

Vzhledem k tomu, Ze méfeni podléhaji chybam, je nutné vyhodnocovat vétsi pocet
experimentalnich dvojic x; a y;, minimalné tfi na kazdy optimalizovany parametr.

Vypocet parametru linearni zavislosti a test jejich vyznamnosti

Alternativou k numerické linearni regresi metodou nejmenSich ctvercl je

analyticky vypocCet regresnich parametri aa b. Metoda je vhodna i pro
posouzeni statistické vyznamnosti parametrd regresni pfimky.
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1. Pro hodnoty x; a y; vypocitame aritmetické priméry x a y (nezaokrouhlujeme!).
2. Hodnoty x; a y; centrujeme, tj. ziskame odchylky: x;. = x; — X , yic = y; — ¥.

3. Vypodéitame hodnot sum Y(x;.)% Y(vic)? X(xicvic) . Parametry aa b pak
spocitame dle naslednych vztahu:

_ 2(&XicVic)
b= Y (xc)? (9
a=y—bx (10.)

5. Ze ziskanych parametrli a a b a z nezavisle proménnych hodnot x; vypocitame
vyrovnané hodnoty Y; a kone¢né rezidua ¢; jako rozdily hodnot namérenychy;
a vyrovnanych Y;:

Yi=a+ bx; (11.)
o =y —Y; (12.)

6. Uspésnost regresniho modelu se testuje pomoci standardni odchylky regrese sg

a pomoci korelaéniho koeficientu r.

Sgp = G (13.)

n-—2

_ 2(XicYic)
T R 200 (14.)

tr = | 222 (15.)

vztahu k pocCtu experimentalnich dat. Obvykle oekavame, Ze bude vyznamny
alespori na 0.1%-ni hladiné spolehlivosti, t.j. o = 0.001. Je-li hodnota t" vypocitana
z hodnoty r vétsi nez kriticka hodnota t-rozdéleni pro odpovidajici poCet stupfiu
volnosti tj. v=n—2, lze 2 99.9 %-ni pravdépodobnosti usoudit, Ze odpovidajici
linearni zavislost neni ndhodna.

8. Ze smérodatné odchylky regrese sp vypocitame smérodatné odchylky parametr(
aab

(16.)

Sp = Sg- (7))

2(xic)?
9. Otestujeme vyznamnost parametrl a a b t-testem dle Studentova rozdéleni.
Cilem muze byt rozhodnout, zda Ize linearni zavislost zjednoduSit na prostou
konstantni funkci y = a (Tj. ovéfit hypotézu I: ,spravna hodnota B = 0“3) nebo na
prostou linearni funkci y = bx (Tj. hypotéza Il: ,spravna hodnota A = 0“+).

Pokud plati:

|b—B| = |b| < sp.tosy

pak plati hypotéza | a jedna se s pravdépodobnosti 95% o0 konstantni funkci y = a.
Je-li platné:

la — Al = |a| < sg.tosy, (18.)
plati hypotéza Il a funkce je s pravdépodobnosti 95% prostéa linearniy = b-x.

3 Casty pripad u adsorpé&nich kalibraénich kfivek.
4 Viz pfipad posouzeni klimatické zmény.
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Grafické znazornéni experimentalni zavislosti

Hodnoty, které

v experimentu ménime, - —@—- Primér Median
vynasime na osu X. ¢ Min A Max
Namérené hodnoty na osu . 25
Obvykle provadime

N
o

experiment tak, Ze nejistoty x;
jsou zanedbatelné.

Nejistotu hodnot Vi
vypocteme dle vztahU
v uvodni Casti kapitoly 12, kde
A; nahradime
experimentalnimi  hodnotami 0
v;.  Nejistoty = naznaCime
useCkami ve sméru osy y

=
]

Teplota mésice /°C
=
o

nebo pasem kolem -10
odpovidajicich  pramérnych
hodnot (viz Obr. 1). Obr. 1: Primérna teplota mésice bez uvazeni

klimatické zmény, doplnéna o dalSi statistické udaje.

V pfipadé linearni regrese . A
Prip g Pas spolehlivosti je pro tgse, = 1,960 (o = 0,05).

experimentalni zavislosti y

na x vynasime
experimentalni body [y;, x;], které mizeme doplnit o pas spolehlivosti (viz Obr. 2).
P4&s ziskame tak, Ze pro kazdou hodnotu x; vypocitame sy dle vztah( (13.). Po
vynasobeni sp odpovidajici kritickou hodnotou t —rozdéleni vyneseme ziskany
vysledek (viz Obr. 2).

d Vysledny graf musi byt lehce srozumitelny. Pfi tvorbé grafu nesmime zapomenout
na vhodnou velikost symboll a os, spravné znaceni hodnot a jednotek na oséach,

rozliSeni experimentalnich a teoretickych bod za pomoci legendy a titulek grafu
S jasnym popisem.
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Obr. 2: Klimaticka zména prameérné rocni teploty proloZena rovnici (18.)
s pasem spolehlivosti pro 95% (a = 0,05) (tgse, = 2,002).
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12.a. Statistické vyhodnoceni zmén klimatu

P Klimaticka data podléhaji pfirozenym fluktuacim, avSak od pocatku primyslové

parametrd zmeén klimatu je primérna teplota & mnozstvi srazek. O tom, Ze ke zménam
klimatu doch&zi, se muzeme presvédcit statistickym zpracovanim méreni klimatickych
dat v Case t.

V krat§im obdobi (nizké desitky rokd) je mozné pro zménu klimatu, napf. pro
prumérnou roc¢ni teplotu T,, pfedpokladat linearni funkci:

T,=a+bt (29.)

Avsak pro udaje sledované zpétné k pocatku pramyslové revoluce (parni stroj: 1765)
vykazuji nékteré parametry klimatu nelinearni rist (pro obsah €0, plati exponenciala!).

n UkoL: Statisticky vyhodnotte data klimatického pozorovani v misté svého

bydlisté. PouZijte napfiklad data, které uvadi Portdl CHMU : Historicka data :
Pocasi : Zakladni informace (chmi.cz) a zpracujte jeho data v obdobi od roku 1961.
Rozhodnéte, zda klimatickd zména je statisticky vyznamna ¢i nikoliv na hladiné 95%.

3< POTREBY: tabulkovy procesor (napfiklad MS EXCEL s SW nastroji ,Resitel* a
»2Analytické nastroje” (eng.: Solver, Analysis Toolpack).

Seznamte se s jednoduchym statistickym zpracovanim dat v kapitole 12.
Vytvorte si soubor klimatickych dat mési¢nich a primérnych rocnich teplot

ve zvoleném regionu v obdobi nejméné 60 rokld. Pfedpokladejte linearni trend zmény
klimatu ve tvaru (19.).

1. VYPOCET PRUMERNE TEPLOTY VE ZVOLENEM MESICI BEZ UVAZENI KLIMATICKE ZMENY A
BEZ POUZITI STATISTICKYCH FUNKCI.
e Vyberte napfiklad leden a spoctéte jeho primérnou teplotu jako aritmeticky
prumér za celé klimatické obdobi.
e Spoctéte pro vybrany mésic: maximum, minimum, median, standardni odchylku,
interval spolehlivosti pro o = 0.05 a o = 0.001, percentil 25 % a 75%.
e Vyhodnotte ostatni mésice
2. LINEARNI REGRESE KLIMATICKE ZMENY BEZ POUZITI STATISTICKYCH FUNKCI.
e Vytvorte graf zavislosti primérné ro¢ni teploty T, na roku méfeni.
e Vypocitejte parametry a a b rovnice klimatické zmény (19.) a jeji statistiku dle
vztaha v kapitole 12.
3. PREPOCITEJTE VSECHNA ZISKANA STATISTICKA DATA za pomoci statistickych nastroj(
software MS EXCEL.

VYHODNOCENI. K vyhodnoceni statistickych dat (median, percentily,...)

zvoleného mésice vroce bez uvazeni klimatické zmény a bez pouZiti

v v,

v sledovaném mésici k hodnoté nejvyssi.

P PROTOKOL: Zdroj klimatickych dat. Klimatické obdobi, region. Pouzita verze MS

EXCEL. Tabulka 1: Dlouhodoba data klimatického pozorovani: na fadcich: rok
pozorovani, ve sloupcich kalendafni mésic, primérna roéni teplota, nasledovana
sloupci pomocnych dat (napf. odchylky &;, atd.). Pod tabulkou aritmeticky pramér
teploty mésice, min. a max. hodnota, median, percentily 0,25 a 0,75. Tabulka 2: Pro
zvoleny mésic (napfiklad leden): ve sloupcich: nazev pocitané hodnoty, data ziskana
bez pouZiti statistickych funkci, data ziskand za pomoci statistickych funkci SW
EXCEL, nazev statistické funkce v€. argumentd. Na fadcich pak: hodnoty: n, v,
primérna teplota mésice, hodnota Y@ ,(g)? smérodatna odchylka s, hodnoty


https://www.chmi.cz/historicka-data/pocasi/zakladni-informace
https://www.chmi.cz/historicka-data/pocasi/zakladni-informace
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pravdépodobnosti t oboustranného Studentova rozdéleni pro v=n—-1, a= 0,05
a a = 0,001, interval spolehlivosti pro « = 0,05 a «= 0,001, median, max. a min.
hodnota, percentily (25%, 75%). Spoleény graf 1. zavislost primérné teploty
jednotlivych mésicu v roce bez uvazeni klimatické zmeény véetné symbolt hodnot
medianu, maxima, minima a percentild. Graf 2: zavislost primérné roc¢ni teploty
na roku pozorovani s vyznacenim linearniho trendu. Dale: parametry a a b rovnice
klimatické zmény (19.) Tabulka 3: pro klimatickou zménu ve sloupcich: nazev
poCitané hodnoty, data ziskana bez pouZiti statistickych funkci, data ziskana
za pomoci statistickych funkci SW EXCEL, nazev statistické funkce v€. argumentu.
Na fadcich pak: hodnoty n, v, x, y, suma Y. (x;.)%, X(vic)?, X (xicvic) , parametra a b
, Pak sg, 72, s4, Sp, Sp.tosy,, SOUCIN s} tese, Dale: rozbor testu vyznamnosti parametru b
v rovnici klimatické zmény (19.). ZvySeni klimatické teploty od r. 1961.
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