3.1 Analyza rozptylu pro vicerozmérna data

Vtéto podkapitole si predstavime rozsifeni jednorozmérné analyzy rozptylu (ANOVA)
[http://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=aplikovana-analyza-klinickych-a-biologickych-

dat--biostatistika-pro-matematickou-biologii--analyza-rozptylu-anova) pro vicerozmérna data. Pokud

zkoumame vliv jediného faktoru (kategoridlni proménné) na jednu ¢i vice vysvétlovanych spojitych
proménnych, mluvime o analyze rozptylu jednoduchého ttidéni (neboli jednofaktorové analyze
rozptylu). Pfi vétsim poctu faktorl se jedna o analyzu rozptylu dvojného, trojného apod. tfidéni (tedy
o vicefaktorovou analyzu rozptylu), pficemz se faktory mohou ovliviiovat (model s interakci) ¢i se
ovliviiovat nemuseji (model bez interakce). V pfipadé, Ze je vysvétlovana proménna pouze jedna,
hovofime o jednorozmérné analyze rozptylu (ANOVA), zatimco pfi zkoumani vlivu jednoho ¢i vice
faktord na vice vysvétlovanych proménnych mluvime o vicerozmérné analyze rozptylu (MANOVA). Pro
vétsi ndzornost si uvedme nékolik prikladd rdznych typl dloh:

e zkoumame dlouhodoby vliv tfech typd Iékl na hodnoty systolického tlaku u skupiny osob —
jedna se o jednorozmérnou analyzu rozptylu jednoduchého tfidéni;

e zkoumame dlouhodoby vliv tfech typl Iékd na hodnoty systolického tlaku u skupiny osob,
pficemz chceme zkoumat i vliv pohlavi, pfedpoklddame vsak, Ze Zeny i muZi reaguji na
jednotlivé Iéky obdobné (tzn. napf. Zeny s léky A a C budou mit nizsi tlak nez Zeny s |ékem B a
muzi sléky A a C budou mit také nizsi tlak neZz muZi slékem B apod.) — jednd se o
jednorozmérnou analyzu rozptylu dvojného tfidéni bez interakce;

e zkoumame dlouhodoby vliv tfech typl IéklG na hodnoty systolického tlaku u skupiny osob,
pricemz chceme zkoumat i vliv pohlavi, a predpokladdme, Ze Zzeny a muzi budou reagovat na
léky rlzné (tzn. napt. Zeny s léky A a C budou mit nizsi tlak neZ Zeny s Iékem B, zatimco muZi
sléky A a C budou mit vyssi tlak nez muzZi s Iékem B apod.) — jedna se o jednorozmérnou
analyzu rozptylu dvojného tfidéni s interakci;

e zkoumame dlouhodoby vliv tfech typl I1ékl na hodnoty systolického a diastolického tlaku u
skupiny osob — jednad se o vicerozmérnou analyzu rozptylu jednoduchého tfidéni;

e zkoumame dlouhodoby vliv tfech typl 1ékd a vliv pohlavi na hodnoty systolického a
diastolického tlaku u skupiny osob — jedna se o vicerozmérnou analyzu rozptylu dvojného
tridéni.

Zacnéme nejprve struénym popisem jednorozmérné analyzy rozptylu jednoduchého tfidéni, kdy
srovnavame tfi a vice skupin dat, které jsou na sobé nezavislé. Pfedpokladem je normalita dat ve vSech
skupinach a shodnost (homogenita) rozptyl vSech srovnavanych skupin. Principem je srovnani
variability mezi vybéry S, s variabilitou uvnitf vybér S, (Obr. 3), které mizeme vypocitat jako

Sa =X n (X, — %)% (4)
. —_\2
Se = iz 27;1(xij - %), (5)

tedy S, je soucet ¢tverc rozdild vybérovych primérd jednotlivych skupin X; od celkového priméru x_
a S, je soucet Ctvercl rozdili pozorovanych hodnot x;; od pfislusnych skupinovych primérd, pficemz
a je pocet skupin faktoru A a n; je pocet subjektd v i-té skupiné.
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Obr. 3. llustrace vypoctu variability mezi vybéry (vlevo) a variability uvnitf vybér( (vpravo).

MUZeme vypocitat také celkovy soucet ¢tverct

Sr=3 30 (x - 1)’ (6)

Vysledky zapiSeme do tzv. tabulky analyzy rozptylu (Tabulka 1), kde n je celkovy pocet subjektl a
pa je vyslednd p-hodnota. Pokud F > F,_,(a — 1,n — a), zamitame nulovou hypotézu o shodé
stfednich hodnot jednotlivych skupin subjektl Hy: gty = ptp = -+ = pg.

Tabulka 1. Tabulka jednorozmérné analyzy rozptylu jednoduchého tridéni.

Variabilita Soucet ¢tvercd Pocet stu;:rnu Priimérny Ctverec F statistika p-hodnota
volnosti

S,/d

Mezi skupinami Sa dfy=a-1 MS, = S,/df, F= 4/ dfa Py
Se/dfe

Uvnitf skupin B 3

(rezidualni var.) Se dfe=n—a MS, = S./df,

Celkova Sr dfr=n-—1

Vyuzijeme nyni skutecnosti, Ze model analyzy rozptylu je specidlnim pfipadem obecného linearniho
modelu, miZzeme tedy jednorozmérnou analyzu rozptylu jednoduchého tfidéni zapsat jako linedrni
model nasledujicim zplsobem:

Xij=uit+ej;=pta;+e; (7)

kde u je celkovy primeér, a; je i-ty efekt faktoru A a e;; je reziduum. Nulovou hypotézu Ize pak vyjadfit
jako Hy:aqy = a, = -+ = 4. Rozsifenim tohoto modelu mizeme definovat dalsi modely analyzy
rozptylu pro vice faktord, hodnoceni interakci, opakovana méreni na jednom subjektu apod.

3.1.1 Jednorozmérna analyza rozptylu dvojného tridéni

Jednorozmérnd analyza rozptylu dvojného tfidéni umozniuje srovnani hodnot jedné vysvétlované
proménné podle dvou faktorl (A a B). Pfedpokladem je normalita dat ve vSech a - b skupinach (a je
pocet skupin faktoru A a b je pocet skupin faktoru B) a homogenita rozptyl( vSech srovnavanych
skupin. Model analyzy rozptylu dvojného tridéni bez interakci (tzn. za predpokladu, Ze se faktory
neovliviuji) zapiSeme



Xij=p+a;+ B +ey, (8)

kde u je celkovy primér, a; je i-ty efekt faktoru A, B; je j-ty efekt faktoru B a e;; je reziduum. Nulové
hypotézy jsou pak dvé, a to Hypiiaq = ay = =ag a Hyp: f1 =, = -+ = ;. Vysledky mlZeme
opét zapsat pomoci tabulky analyzy rozptylu (Tabulka 2), kde soucet ¢tvercl pro faktor A (S,), soucet
Ctvercl pro faktor B (Sg), celkovy soucet ¢tvercl (St) a rezidudini soucet Ctvercud (Se) pfi vyvazeném
tfidéni (tedy pro kazdou skupinu mame stejny pocet ¢ pozorovani) spocitame jako

SA = bc Z?:l(fi.. - f...)zl (9)
_ _\2
S =ac 2?21(95.]'. - x) , (10)
_\2
Sr =X 22y e (ke — %) (11)
Se :ST_SA_SBI (12)

kde x;_ jsou vybérové priméry jednotlivych skupin podle faktoru A, X ; jsou vybé&rové priméry
jednotlivych skupin podle faktoru B, X _je celkovy primér a x; ;. jsou pozorované hodnoty. Pokud Fy >
Fi_,(a—1,n—a—b+1), zamitdme nulovou hypotézu o nevyznamnosti faktoru A. Obdobné,
pokud Fg > F;_,(b—1,n—a— b+ 1), zamitdme nulovou hypotézu o nevyznamnosti faktoru B.

vvvvvv

analogicky.

Tabulka 2. Tabulka jednorozmérné analyzy rozptylu dvojného tfidéni bez interakce.

Variabilita Soucet Ctverci  Pocet stupnd volnosti Ptumerny F statistika p-hodnota
Ctverec
Sa/dfa
FaktOrA SA de=a_1 MSA=SA/de A=Se/dfe pA
Sg/dfs
FaktorB SB de:b_l MSB:SB/de B=Se/df'e pB
Rezidualni S, df=n—a-b+1 MS, = S./df,
Celkova Sr dfr=n-1

V pripadé interakce mezi faktory A a B, tedy pokud se faktory A a B navzajem ovliviiuji, mluvime o
analyze rozptylu dvojného tfidéni s interakcemi, jejiz model lze zapsat

Xij=pu+a;+ B +vij +eij, (13)

kde y;; odpovida interakci mezi faktorem A a B. Nulové hypotézy v tomto pfipadé mame tfi, a to
Hojray =ap = =ag, Hpp:f1 =P2="=Pp @ Hoz:¥11 = V12 =" = Vap- V tabulce analyzy
rozptylu (Tabulka 3) pribude oproti Tabulce 2 dalsi fadek odpovidajici interakci. Pfi vyvazeném tridéni
Ize soucet ¢tvercll pro faktor A spocitat podle vzorce (9), soucet ¢tvercl pro faktor B podle vzorce (10)
a celkovy soucet ¢tvercll S podle vzorce (11). Soucet ¢tvercl pro interakce vypocteme jako

_ _ _ _\2
Sap = CXiq Z?:l(xij. —X%, —x;+x), (14)



kde X;;._ jsou vybérové priméry jednotlivych skupin podle kombinace faktor(i A a B. Rezidualni soucet

Ctvercl (Se) pak spocitame pomoci
Se :ST_SA_SB _SAB' (15)

Pokud F4, > F,_,(a — 1,n — ab), zamitame nulovou hypotézu o nevyznamnosti faktoru A, a pokud
Fg > F,_,(b —1,n — ab), zamitdme nulovou hypotézu o nevyznamnosti faktoru B. V pfipadé, Ze
Fup > Fy_g((a—1)-(b—1),n—ab), zamitdme nulovou hypotézu o nevyznamnosti interakce
faktord A a B.

Tabulka 3. Tabulka jednorozmérné analyzy rozptylu dvojného tfidéni s interakci.

Variabilita Soucet ¢tverc  Pocet stupni volnosti  Prdmérny Ctverec F statistika p-hodnota
Su/df.
Faktor A S, dfy=a—1 MS, = S,/df, F, = Si/df: Pa
Sg/dfs
Faktor B S dfg=b—-1 MSg =Sg/d Fg =
aktor B /5 B 5/dfg B S./df, Ps
Sig/d
|nterakceAXB SAB deB = (a_ 1)(b_1) MSAB =SAB/deB FAB =M pAB
Se/dfe
Rezidualni S, df, =n—ab MS, = S,/df,
Celkova St dfr =n-—1

V pripadé analyzy rozptylu trojného ¢i dalSich vicendsobnych tfidéni by byl postup analogicky, tedy by
pribyvaly dalsi radky do tabulky analyzy rozptylu, pficemz vypocet souctd ¢tvercd pro dalsi faktory a
jejich interakce bychom pocitali obdobnym zplsobem jako v pfipadé analyzy rozptylu dvojného
tridéni.

3.1.2 Priklad
Zjistéte, zda ma vliv pohlavi a typ léku na pocet nezadoucich Ucinkd u pacient(l s leukémii, pficemz
neuvazujeme interakci mezi obéma faktory. Data jsou zaznamendna v nasledujici tabulce:

ID Pohlavi Typ léku Pocet nezadoucich Gcink
P1 M lék X 1
P2 M lék Y 1
P3 M lék Z 6
P4 z lék X 3
P5 z lék Y 4
P6 z lék Z 9




Reseni:

Pro vétsi nazornost si data prekddujeme tak, Ze ve druhém sloupecku M=1, Z=2 a ve tfetim sloupecku
lék X =1, 1ék Y =2 a lék Z = 3. Ziskame tedy tabulku

ID Pohlavi Typ léku Pocet nezadoucich ucink(
P1 1 1 1
P2 1 2 1
P3 1 3 6
P4 2 1 3
P5 2 2 4
P6 2 3 9

Z tabulky vyplyva, Ze pocet kategorii faktoru A (pohlavi) je a = 2, pocet kategorii faktoru B (typ Iéku)
je b = 3, pocet pozorovani jednotlivych kombinaci ¢ = 1 a celkovy pocet pacientin = 6.

(1+3)

S = 2, Xy =

(1+1+6+3+4+9) _ 24 _

6 6

Soucet ¢tvercd pro faktor A (pohlavi) vypoéteme jako S, = be Y (%;.

Dale

Nejprve vypocteme jednotlivé vybérové praméry: x; = (1+1+6)

vypocteme

_ (3+4+9) _

=8/3; Xy = 16/3; x4,

(16/3 — 4)?) = 32/3 = 10,67 a pocet stupfiti volnostijef, =a — 1 = 1.

Soucet ¢tvercl pro faktor B (typ léku) vypolteme jako Sp = ac 2?:1(??.1'. — JZ".)Z =2-((2-4)*

(2,5 —4)* + (7,5 — 4)*) = 37 a pocet stupiiii volnostije f, = b — 1 = 2.

Celkovy soutet étverciije Sy = X X2 M6 (e — %) = (1 — 42+ (1 —4)? + -+ (9 — 4)?

48 s poctem stupnd volnosti fr =n —1 = 5.

celkovy prdmér i

—x)?=3-((8/3-4)?

—+

Rezidudlni soucet Ctvercd pak spocitame jako S = Sy — S, — Sp = 0,33 a pocet stupni volnosti jako
fr=n—a—-b+1=2.

Vysledky zapiSeme do tabulky jednorozmérné analyzy rozptylu dvojného tfidéni bez interakci:

Variabilita Soucet Ctvercl  Pocet stupnll volnosti Ptumerny F statistika
Ctverec

Faktor A S, = 10,67 fy=1 10,67 63,99

Faktor B Sg = 37 fz =2 18,5 110,98

Rezidualni Sg =0,33 fp =2 0,16 -

Celkova Sr =48 fr =5 - -




ProtoZe F4 = 63,99 > F;95(1,2) = 18,1, zamitdme nulovou hypotézu o nevyznamnosti faktoru A,
tedy pohlavi ma vliv na pocet nezadoucich Gcinkd, priéemz ze vstupni tabulky vidime, Ze Zeny mély vice
nezadoucich Gcink( neZ muizi. Protoze Fg = 110,98 > F 95(2,2) = 19, zamitdme nulovou hypotézu
o nevyznamnosti faktoru B, tedy typ Iéku ma vliv na pocet nezadoucich ucinkd, pficemz ze vstupni
tabulky je patrné, Ze u léku Z bylo nejvice nezadoucich ucink.

Poznamka: Tento priklad je pouze ilustrativni, v praxi je potfebné, aby u jednotlivych kombinaci faktor(
A a B bylo mnohem vice pacientll neZ pouze jeden.
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