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Osnova

Opakovani: signaly a systémy

Vlastnosti systému

Systémy a jejich popis v Casové doméné:
e Konvoluce
e Impulsni charakteristika

Systémy a jejich popis ve frekvencni doméné:
e Fourierovy rady

e (Odezva systému na harmonicky signal, frekvencni charakteristika

Priklady:
e systém pro hledani bod( zlomu v signalu

e vypocet frekvencni charakteristiky systému z jeho diferen¢ni rovnice




Opakovani: signaly

e Definice signalu a jeho matematické vyjadreni

* Klasifikace signalli — podle ¢eho délime a na co je délime
* A/D prevod — z ¢eho se sklada

e Vzorkovaci véta a aliasing

e Kvantovani a kvantiza¢ni Sum

» Systém — definice, struktura systému

e Systém — tri zakladni vlastnosti
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Vlastnosti systému

linearni x nelinearni systémy
casoveé invariantni x casové proménné systémy
kauzalni x nekauzalni systémy :

yin] = x2[n] :

yln] = n.x[2n] .. ?
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Vlastnosti systému

linearni x nelinearni systémy
casoveé invariantni x casové proménné systémy
kauzalni x nekauzalni systémy :

y[n] — xz[n] Nelinarni, ¢asove invariantni, kauzalni

y[n] = N.x[2N] Lineérni, ¢asové proménny, nekauzalni
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LTI systémy

Linedrni casové invariantni systémy (LTI):

* disponuji elegantni matematické vztahy mezi jeho vstupy a vystupy.
* [ze urcit vystupni odezvu systému na jakykoli vstup
* [ze také urcit vstup systému pfi pozorovani jeho vystupu

Selsky rozum:

,Znam-li odezvu LTI systému na velmi kratky
vstupni signal, mohu pomoci téchto velmi
kratkych signdal( seskladat libovolny vstupni signal
a odezvu LTI systému na néj pak seskladat ze
znamé odezvy na velmi kratky signal.”
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LTI systémy

33[7"&] _ Zak$k[n] /I'I’)E'G’I’nfSySi'én’l> y[n] — Z ALYk [n]
k k

Hledame ,zakladni“ tj. bazové signaly tak, aby:

@ bylo mozné reprezentovat libovolné signaly jako
linedrni kombinaci téchto bazovych signall

@ odezva LTI systémU na tyto bdzové signaly byla jednoducha
a zaroven aby umoznovala dostatecné hluboky vhled
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Jednotkovy diskrétni impulz
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Jednotkovy diskrétni impulz

Jednotkovy diskrétni impulz je elementarni
posloupnost ve tvaru osamelého vzorku
jednotkové velikosti

1 pro n=k
0 pro n#k

Pozn.: Neplést s Diracovym impulsem !
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Reprezentace DT signalu jednotkovymi impulsy
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. Reprezentace DT signalu jednotkovymi impulsy

[ ]
a[n] = - + z[-2]6[n + 2] + 2[1]d[n + 1] + z[0]d[n] + x[1]6[n — 1] + - - -
J
z[n) = > a[k] 6[n — k]
k=—0c

Pozn.: Filtracni vlastnost Diracovy distribuce:

If St—r)dt= f(1).
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Odezva systému na jednotkovy impuls

x[n] y[n]
— Tl

systém

Linearni systém:

h[n] .. je odezvou systému na: Jn - k]
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Odezva systému na jednotkovy impuls

x[n] y[n]
— Tl

systém

Linearni a casove invariantni systém s odezvou hA[n] na
jednotkovy impuls:

() — hin]  wmsr 60— k] — hln— K]

oo 0. 9]

o) = 3 alkloln— k] =yl

k=—o0 k=—o0

[
X
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=
N
|
e
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Odezva systému na jednotkovy impuls

x[n] y[n]
— Tl

systém

Linearni a casove invariantni systém s odezvou hA[n] na
jednotkovy impuls:

() — hin]  wmsr 60— k] — hln— K]

oo 0. 9]

o) = 3 alkloln— k] =yl

k=—o0 k=—o0

[
X
ES
=
N
|
e

konvolucni suma
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LTI systémy: konvoluce

x[n] y[n]
— Tl

systém

0[n] — h[n]

yln] = z[n]* h[n] = »  z[k]h[n — k]
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LTI systémy: konvoluce

x[n]
—

LTI
systém

0[n] — h[n]

IMPULSNi CHARAKTERISTIKA SYSTEMU

o0

y[n]

ﬁ

yln] = z[n]* h[n] = »  z[k]h[n — k]

kE=—0o0
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LTI systémy: konvoluce

(
x[n] y[n]
— Tl [
systém
5[n] h[n]
1 il
] — I
0 71 0 n
U
z[k]o[n — k] xz[k]h[n — k]
R A — 1 X Ty «n-
k 1 k n
)

Secti odezvy
pres vSechny k
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LTI systémy: konvoluce

x[n] y[n]
— Tl

systém

http://www.jhu.edu/~signals/discreteconv2/index.html

© Institute of Biostatistics and Analyses fB.A. M


http://www.jhu.edu/~signals/discreteconv2/index.html

LTI systémy: konvoluce

x[n] 50 hinl 50
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LTI systémy: konvoluce

}:[n] a.0

Select: Jl” Jl” — }T" } I Salect: ’er ’er“ In, I I

-k and h[k] a0

x[n-KIh[K] 100

I—I—H—H+I—I—I—H—H+I—I+I—I—I—H@—-;+I+I—I+I—I+I+I—I+I—I—H—H—I+H
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LTI systémy: konvoluce

¥[n] 5.0

Select: | -~ g (| ot || | select: | w1 o (| eoftse || of |

¥[n-K] and hik] 5.0

¥[n-k]h[k] 10.0

Anl= 2 Ak dn -]

Fom —
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LTI systémy: konvoluce

}{[n] a.0

Select: TT TT“ 1|‘Th' 1|‘ I Select: TT ‘I’T“ 1|‘1‘1-+ 1|‘ I

-kl and h[k] 4.0

[r-KIh[K] 10.0
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LTI systémy: konvoluce

}:[n] a0

Select: TT TT“_ 1|‘T" 1|‘ I Select: TT ‘I’T“ 1|‘1‘1-+ 1|‘ I

-k and h[k] 5.0

[n-KIh[K] 10.0
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LTI systémy: konvoluce

-~

Stabilni systém — kritérium v ¢asové oblasti

© Institute of Biostatistics and Analyses



LTI systémy: konvoluce

Komutativni vlastnost konvoluce

y(m) = D x(k) h@-0)= D (k) x@-k) = h(n)*x(n)
k=—w k=—w

W)=Y x(k) hn—k) =) h(k) x(n—k)
k=0 k=0
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‘ LTI systémy: konvoluce

Asociativni vlastnost konvoluce

v(n) = [x(n)s by (m) |21y (1) = x(n)% |y (n)% iy ()] = x(n)% ()

h
x(n) X(n)* 1(“)} ho(n) Y(nl _ x(n) h(n)=h, (n)*h,(n) y(n)
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LTI systémy: konvoluce

Distributivni vlastnost konvoluce

y(n) = [x(ryx )|+ [x 0y Bym) | = x(r)x [ Iy () + 1y ()]

) hn)
x(n) y(n)
o—7&

SN
XO1 hmy=hynyhytn) e
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LTI systémy: konvoluce

Distributivni vlastnost konvoluce

y(n) = [x(ryx )|+ [x 0y Bym) | = x(r)x [ Iy () + 1y ()]

X(n)

—»| hy(n)

y(n)

—»| hy(n)

Kazdy netrivialni
LTI systém muze byt rozlozen na

paralelni spojeni jednodussich dilcich LTI

systému.
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LTI systémy: konvoluce

Pramérovaci vlastnost konvoluce

x(n) % x(n-4) | x(n-3) | x(n-2) | x(n-1) | x(n) | x(n+1) | x(n+2) | x(n+3) §

h(n) TN 1IN 1IN 1N 1IN

1
y(n) = x(n)xh(n) = E[.-x:(w —2) +x(n—1) +x(n) + x(n+1) + x(n +2)]
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2. cviceni

1. Realizujte vlastni funkci pro vypocet konvoluce pomoci cyklu, nasobeni
a sCitani. Porovnejte vysledky z Vasi implementace s vysledky z
matlabovské funkce conv(). Otestujte, zda je operator konvoluce
komutativni.

2. Realizujte systém predstavujici hranovy detektor pro detekce bodu
zlomu v signdlu. Hranovy detektor predstavuje druhou diferenci.

3. Realizujte systém popsany touto diferencni rovnici:
y[n] = (-0.2426x[n]+0.73152x[n-1]+6.0635x[n-2]+16.912x[n-3]+
+26.536x[n-4]+26.536x[n-5]+16.912x[n-6]+6.0635x[n-7]+
+0.73152x[n-8]+-0.2426x[n-9]) / 100.

a prozkoumejte jeho odezvu na predlozeny signal.

E0440 © Institute of Biostatistics and Analyses fB.A— lw



SYSTEMY ajejich popis
ve frekvencnioblasta




LTI systémy

33[7"&] _ Zak$k[n] /I'I’)E'G’I’nfSySi'én’l> y[n] — Z ALYk [n]
k k

Hledame ,zakladni“ tj. bazové signaly tak, aby:

@ bylo mozné reprezentovat libovolné signaly jako
linedrni kombinaci téchto bazovych signall

@ odezva LTI systémU na tyto bdzové signaly byla jednoducha
a zaroven aby umoznovala dostatecné hluboky vhled
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LTI systemy

vln] = Y apy[n] LRI, i) — N g
k

k

Hledame ,zakladni“ tj. bazové signaly tak, aby:

@ bylo mozné reprezentovat libovolné signaly jako
linedrni kombinaci téchto bazovych signald

@ odezva LTI systému na tyto bazové signaly byla jednoduchd
a zaroven aby umoznovala dostatecné hluboky vhled

@

MINULE: jednotkové impulsy
NYNI: sinusové signaly - komplexni exponencialy
(harmonické casové rady)



Eulerovy vztahy

e +e

COSX =

e'?=cos @+ i sin ¢

sin @

cos ¢

-
lRe
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Harmonicka ¢asova rada

f(n)= A-sin(a)f N +go),
f(n)=A.el“me)
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Harmonicka ¢asova rada

f(n)=A-sin(o;n+p)

f(n)=A-e'lm)

f(n) A

on
ol

Sy

0

0.5 o8 1

1.5

2 2.5 37 ©

© Institute of Biostatistics and Analyses

W



Fourierovy rady
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Fourierovy rady

Fourierova rada slouzi k vyjadreni rozvoje
funkce prostrednictvim harmonickych slozek
vyjadrenych goniometrickymi funkcemi nebo

komplexnimi exponencialami.
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Fourierovy rady

Fourierova rada slouzi k vyjadreni rozvoje
funkce prostrednictvim harmonickych slozek
vyjadrenych goniometrickymi funkcemi nebo

komplexnimi exponencialami.

Fourierovy rady slouzi jako teoreticky zaklad pro
analyzu signall a systému ve frekvencni oblasti.
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Fourierovy rady

x(n)= > ace’"
<IN}

FR diskretni W, ... zakladni Ghlova frekvence 2n/N

posloupnosti N ... pocet vzorkid v jedné periodé
x(n) a, ... koeficienty FR
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Fourierovy rady

x[n] y[n]
— 11 [/

systém

x(n)= > ael y(n)= ZH(ejk‘”O)ake"k”O”
=N

K=(N)

FR diskretni W, ... zakladni Ghlova frekvence 2n/N

posloupnosti N ... pocet vzorkid v jedné periodé
x(n) a, ... koeficienty FR
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:

LINEARITA: x(t) < ar,y(t) < by = ax(t) + Py(t) « aar + Sby

KOMPLEXNI SDRUZENI: x(t) jeredlnd = a_p = aj

Re{ay} Jesudd, pak Im{ag} je............

lag| jesudd, pak /gy je ...
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:

LINEARITA: x(t) < ar,y(t) < by = ax(t) + Py(t) « aar + Sby

KOMPLEXNI SDRUZENI: x(t) jeredlnd = a_p = aj
Re{ay} jesudd, pak I'm{ay} jelicha.

lay| jesudd, pak /q je licha.
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:

LINEARITA: x(t) < ar,y(t) < by = ax(t) + Py(t) « aar + Sby

KOMPLEXNI SDRUZENI: x(t) jeredlnd = a_p = aj
Re{ay} jesudd, pak I'm{ay} jelicha.

lay| jesudd, pak /q je licha.

POSUNUTI V CASE: x(t) <  ag

w(t _ tO) JEIN ake—kaUto _ ake—ijﬂ'to/T

fazovy posun umérny t,
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:

LINEARITA: x(t) < ar,y(t) < by = ax(t) + Py(t) « aar + Sby

KOMPLEXNI SDRUZENI: x(t) jeredlnd = a_p = aj
Re{ay} jesudd, pak I'm{ay} jelicha.

lay| jesudd, pak /q je licha.

POSUNUTI V CASE: x(t) <  ag

x(t—ty) ape IFwoto — ake—ij'frtg/T

fazovy posun umérny t,

Priklad: posun o pUl periody.
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:

LINEARITA: x(t) < ar,y(t) < by = ax(t) + Py(t) « aar + Sby

KOMPLEXNI SDRUZENI: x(t) jeredlnd = a_p = aj
Re{ay} jesudd, pak I'm{ay} jelicha.

lay| jesudd, pak /q je licha.

POSUNUTI V CASE: x(t) <  ag

x(t—ty) ape IFwoto — ake—ij'frtg/T

fazovy posun umérny t,

x(t) < ag
y(t) =a(t —T/2) < are 7% = (=1)*ay

E0440 © Institute of Biostatistics and Analyses fB.—; lw
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.‘ Fourierovy rady
Vlastnosti FR:
1 , > ,
PARCEVALOV TEOREM: == | lz(@®)%dt = > |ax]
\T' T ~— y k=—oc —~
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e 4
Fourierovy rady
Vlastnosti FR:
1 / 2 = 2
= [ le@®)["dt = a|
PARCEVALUV TEOREM: gﬂ - ) k;m ,
Primérny vykon signalu Vykon k-té harmonické slozky

-
!
i
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:

1 / 2 > 2
] ‘M- = [ le@®)["dt = a|
PARCEVALUV TEOREM: gﬂ - ) k;m ,
Prdmeérny vykon signalu Vykon k-té harmonické slozky

Energie, at mérena v ¢asové nebo frekvencni oblasti, z(stava stejna.
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:

o0

1 f 2 2
j “M: = [ le@®)["dt = a|
PARCEVALUV TEOREM: gﬂ - ) k;@
Prdmeérny vykon signalu Vykon k-té harmonické slozky

Energie, at mérena v ¢asové nebo frekvencni oblasti, z(stava stejna.

NASOBENI: z(t) < ap,yt) < b x(t) i y(t) jsou periodické signaly s periodou T.
¢
[=—00
dukaz:

. . . [ :k -
X o om m kL )

T g

2(t) y(t) M
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:

PERIODICKA KONVOLUCE: z(t) = / z(T)y(t — 7)dr = 2(t) @ y(t)
T

x(t), y(t) jsou periodické signaly s periodou T.
............ i z(t) je periodicky signal s periodou T.
NezaleZi na tom, nad kterou periodou se integruje.
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Fourierovy rady

Vlastnosti FR:
PERIODICKA KONVOLUCE: z(t) = / z(T)y(t — 7)dr = 2(t) @ y(t)
T

x(t), y(t) jsou periodické signaly s periodou T.
............ i z(t) je periodicky signal s periodou T.
Nezalezi na tom, nad kterou periodou se integruje.

x(t) < ap, y(t) « bi, 2(t) < cx

ck = l/ 2(t)e Ikotqr — lf (/ .I‘(T)y(t—T)dT) e~ Jhwot gy
T Jr T Jr \Jr

— / (%/ y(t _ T)e—jkw[](t—’r)dt) CB(T)B_jkaTdT
T T

¥

b

= / bra(T)e "0 dr = Tagby Nasobeni ve frekvenéni oblasti !!!
T
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Fourierovy rady

Poznamka o Fourierove radeé a Fourierové transformaci:

C58 - ZNH prsu, Zeny

Wavaj v Ease

- Incidence
& Mortalita

Potet pfipadd na 100 000 ook

Zdroj dat: 0215 CR
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
A . A L A L tn
33 SESH
SELESSESELSSESSIFSE LSS ETTSESS
Analyzovand data: MOinci=116923, Wimor)=50145 http s/ A . svod .oz

... aneb k ¢emu mi je analyza
periodickych signdll , kdyz vétsina
signall, které znam, jsou neperiodické?
(EKG, epidemiologické trendy, apod.)

E0440 © Institute of Biostatistics and Analyses fB.A. M




Fourierovy rady

Poznamka o Fourierove radeé a Fourierové transformaci:

e periodické signaly .................. Fourierova rada
* aperiodické signaly................ Fourierova transformace l

diskrétni posloupnost
koeficient( pro
g, 200 3 ...

> periodické s ,=0aT=co .
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Fourierovy rady

Poznamka o Fourierove radeé a Fourierové transformaci:

e periodické signaly .................. Fourierova rada
* aperiodické signaly................ Fourierova transformace l

diskrétni posloupnost
koeficient( pro
g, 200 3 ...

> periodické s ,=0aT=co .

v

Integrace pres nekonecno
a vysledkem bude spojity
obraz spojité funkce x(t):

Y(w) = Fx (1)) = _Tx(r)e‘f“” ar
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- Fourierovy rady

Fourierova reprezentace diskrétnich signalu

2T
zn+ N|=z[n] a wo = %7

x[n] — periodicky signal se zakladni periodou N.
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Fourierovy rady

Fourierova reprezentace diskrétnich signalu
21
zn+ N|=z[n] a wo = %7

x[n] — periodicky signal se zakladni periodou N.

2mn

. . ! ) .
ekt N)won _ ojkwon jNwon _ ojkwon mmm) ... fada

© Institute of Biostatistics and Analyses fB.A. M



Fourierovy rady

Fourierova reprezentace diskrétnich signalu
21
zn+ N|=z[n] a wo = %7

x[n] — periodicky signal se zakladni periodou N.

2mn

63(k—I—N)w0n _ egkwonegNwon _ egkwon —> konecna fada
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Fourierovy rady

Fourierova reprezentace diskrétnich signalu
21
zn+ N|=z[n] a wo = %7

x[n] — periodicky signal se zakladni periodou N.

2mn

63(k—I—N)w0n _ egkwonegNwon _ egkwon —> konecna fada

il?[n]: Z akejk(Qw/N)n
E=<N>

Z ...... suma pres N kterychkoliv po sobé jdoucich hodnot k.
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Fourierovy rady

Fourierova reprezentace diskrétnich signalu

2T
zn+ N|=z[n] a wo = %7

x[n] — periodicky signal se zakladni periodou N.

27n
—~N
ekt N)won _ ojkwon iNwWon _ jkwon mmm) kone¢nd fada
x[n| = Z aelFET/N)n a,. = ?
k=<N> k i
Z ...... suma pres N kterychkoliv po sobé jdoucich hodnot k.
k=<N=
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Fourierovy rady

8,
=,
I
o
me
=y
£
=
3

= 82
= =)
I I
Q Q
oy by
™
e
=
€
o

r[2] = z ajed2kwo

r[N—-1] = Z ape’ NV~ Hkwo
k=<N>

N rovnic o N neznamych...
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Fourierovy rady

N-1
Konecné geometrické rady: E a =
n=0

o = elkwo
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Fourierovy rady

a,="?
N-1 N ,a =1
Konecné geometrické rady: Z a = 1 — oV

k=<N>
ap = 1 Z xz[n]e= 7 kwor
N n=<N>
ey — Ay ....... SPEC. Vlastnost u diskrétnich signald
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= Fourierovy rady
. L

Poznamka o Fourierové radé diskrétniho signalu
a DTFT (discrete-time Fourier transform):
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Fourierovy rady

Poznamka o Fourierové radé diskrétniho signalu
a DTFT (discrete-time Fourier transform):

DTFT néjaké posloupnosti se pocita uplné stejné jako se pocitaji
koeficienty Fourierovy fady této posloupnosti
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Periodické signaly a LTI systemy

x[n] = Z apelkeon

k=<N>

h[n]

——ylnl = ) H(E)are

k=<N>
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Periodicke signaly a LTI systémy

zln] = Z e —— hin] F——yln]= Z H(ehem)qy eikwon
k=<N> k=<N>

ap, — H (%) ay,
S

,zesileni”

H(ejkwﬂ) — IH(ejka)lejAH(Ejkw”)

amplituda faze
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Periodicke signaly a LTI systémy

.T['n,] = Z akejkwon ) h[n] y[n Z H e]ka)akejkan
k=<N> ke N>

ap, — H(e7*0) qy,
S

,zesileni”

H(ejkwﬂ) — IH(ejkwu)lejﬁH(ejk””)

amplituda faze

LTI systém nevytvari nové frekvencni slozky,
ale pouze zesiluje nebo potlacuje frekvenéni komponenty
existujici ve vstupnim signalu.
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Periodicke signaly a LTI systémy

plon & H(ej”) _,,H(ejw)ejwn

(z = &)

Frekvenéni charakteristika: G(w) = H 83""" = Z hn]e_JW”
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Periodicke signaly a LTI systémy

o —— H(e#)

- H (el )eem

(s = &)

Frekvenéni charakteristika: G(w)

H(e!¥) = Z h[n]e 7"

...... je periodicka funkce, jejiz vypocet odpovida vypoctu koeficient(
Fourierovy rady impulsni charakteristiky h.
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Frekvenéni charakteristika

-~

PRIKLAD: vyhlazovaci systém

il = 3 {eln— 1]+ aln] + aln + 1}
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Frekvenéni charakteristika

-
O~

PRIKLAD: vyhlazovaci systém

yln] = %{l‘[n — 1] + z[n| + z[n + 1]}
hln] = éwm—ﬂ+ﬂm+ﬂn+u} 111"
H(ej‘*’) —
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Frekvenéni charakteristika

. l
PRIKLAD: vyhlazovaci systém
1
yln] = 3 {z[n — 1] + z[n] + xz[n + 1]}
]- » 1/3
hln] = §{6[n—1} + d[n] + d[n + 1]} Tl

H(e™)= Y hlnje 7" —

n=—oo
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Frekvencéni charakteristika

[ 2
PRIKLAD: vyhlazovaci systém
1
yln] = 3 {z[n — 1] + z[n] + xz[n + 1]}
]- ’ 1/3
hln] = §{6[n—1} + d[n] + d[n + 1]} Tl

18] - —Jwn 1 i : ]. 2
H(e™)= Y hln]e™ :§[e 9 41 4 ] =3+ 30w
n=—0o0

-2n - Ogn 2r @
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3. cviceni

1. Vypoctéte frekvencni charakteristiku jednoduchého systému, ktery
aproximuje derivaci signalu:
1
yln] = 5 {zln] —z[n 1]}

2. Vypoctéete frekvencni charakteristiku jednoduchého systému, ktery
provadi dvouvzorkové vyhlazovani:

yln] = 5 (@[n] + afn—1])

3. Aplikujte vyhlazovaci a derivovaci systém
na ucitelem dodané 1-D a 2-D signaly a sledujte jak frekvenéni
charakteristika systému ovliviiuje povahu vystupnich signalu.
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