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CRAMEROVO PRAVIDLO

Cil: odvodit platnost Cramerova pravidla pro hledéni konkrétniho reSeni nehomogenni soustavy linearnich

rovnic.

Predpoklady: znalost feSeni nehomogennich soustav linearnich rovnic, znalost vypoctu a definice determinantt
matice, adjungované matice, inverzni matice, nasobeni matic.

Definice: Soustava linearnich rovnic

Necht T je ¢islené téleso. Pak soustava rovnic:

11T, + 12T + - - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2 Ty, = by

p1T1 + Qa2 + - - + ApnTn = by

kde a;; € T, b; € T se nazyva (nehomogenni) soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych
(nad T).

Pozndmka: Pro lepsi vyjadfovani zavedme jeSté nasledujici oznaceni a nazvy: ¢islo a;; v soustavé budeme
nazyvat koeficient (v i-té rovnici u j-té neznamé), resp. ¢islo b; budeme nazyvat absolutni élen (i-té rovnice).
Dale matice:

a1 a2 - Qip a1 a2 -+ aip br

a1 @ -+ aop _ as1 a -+ a, b
A= ] L ] , resp. A =

agl Qg2 Ggp ag1 Gk Qgn by

se nazyva matice soustavy, resp. rozsirend matice soustavy.
Cramerovo pravidlo pro 2 linearni rovnice o 2 neznamych

Méjme soustavu 2 rovnic o 2 neznamych, jejiz matice soustavy je regulérni:

a1171 + a12x2 = by
a21T1 + ag2%2 = by
Priklad 1

Libovolnym zptisobem vypocitej x1 a xo. Jestlize mé tvij postup néjaké dodateéné podminky, vymysli, jak by
situace dopadla, kdyby nebyly splnény.



Priklad 2
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Vysly ti lomené vyrazy, kde Citatel a jmenovatel jsou determinanty jistych matic tvofenych koeficienty u nezné-

mych a absolutnimi ¢leny v zadané soustavé. Najdi tyto matice a zapis do vyrazu:

Trl =

CAST I1I.

Tro =

Cramerovo pravidlo pro 3 linearni rovnice o 3 neznamych

Mgjme soustavu 3 rovnic o 3 neznamych, jejiz matice soustavy je regularni:

a1121 + a1222 + a13x3 = by
a1 x1 + are + axzrs = by

as1x1 + aszara + azzrs = b

Poznamka: Je dulezité si uvédomit, ze plati A- X = B,

a1
kde A = asy

a31

Priklad 3

Vynasob nésledujici matice:

ailp ai2
a1 Q22
asy as2
ailp ai2
a1 a2
as; as2
ailp ai2
a1 a2
asy as2

Priklad 4

a2
a2
a32

ai13
a3
as3

ais
a23
ass

a13
a3
as3

X1 bl
, X=| 22 |aB=| b
I3 b3
i) 0 0
I 1 0 =
T3 0 1
1 z1 O
0 i) 0 =
0 I3 1
1 0 T
0 1 X9 =
0 O I3

Spocéti determinant ¢ervené, zelené a modré matice z piikladu 3.




Priklad 5

Uvazujme nasledujici rovnosti. Doplii do barevnych poli zjisténé determinanty z piikladu 4.

ail
a1
a31

ail
as;
a31

ail
a1
a31

Priklad 6

ai2
a2
a32

aig
as2
a32

ai2
a2
a32

a3
a3
ass

a3
az3
ass

ai13
a3
ass

b1
bo
b3

ail
a1
a31

aii
a1
a31

ai2
a22
as2

b1
bo
b3

ai2
a2
a32

ais
az3
as3

ais
az3
as3
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Vyjadii z rovnic z piikladu 5 tebou vypocitané determinanty z barevnych poli, aby ti zistaly na levé strané

samostatné. (Determinanty zbyvajicich matic ponech v maticovém zapisu, nerozepisuj podle definice)
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CAST III.

Cramerovo pravidlo pro n linearnich rovnic o n neznamych
Méjme soustavu n lineadrnich rovnic o n neznamych, jejiz matice soustavy je regularni:

a11r1 + a2 + - - + a1pxy = by

a1 1 + a2 + -+ - + a2,y = by

n1T1 + Ap2T2 + -+ + AppTp = by
Pozndmka: Soustavu lze zapsat maticové jako: A- X = B
Priklad 7

Z vyrazu A- X = B vyjadii X.

Pozndmka: Je dilezité si uvédomit, ze A, B v rovnici jsou matice, nikoliv ¢isla, tedy nebudeme matici A délit
obé strany rovnice.

Priklad 8

Inverzni matici, kterd ti vznikla v pfikladu 7, nahrad vzorcem s adjungovanou matici a cely vyraz rozepis
tak, aby v maticich bylo vidét nékolik ¢lenti pro tvou lepsi predstavu, jak matice vypadaji. (Tzn. misto pouze
oznadeni matic pismeny napi$ alespon par ¢lenti do sloupct a fadki).

Priklad 9

Jak se zméni cela rovnice, kdyz vyjadiime pouze jedno z? Zvolme napiiklad x;.
Nasledujici ukoly té provedou, jak se zméni prava strana, kdyz na levé uvazujeme pouze x.

a) Které koeficienty v soustavé rovnic stoji u neznamé z1? Vypis je. (Pomoct ti miZe definice soustavy

uvedend na zacatku tohoto pracovniho listu)
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b) Jakeé jsou algebraické doplitky téchto prvka? Oznac je v nésledujici matici:

A Ao - Am

A Agy - A,
A .12 .22 / 2

Aln A2n e Ann

¢) Napis si dopliky z prikladu 9b) za sebou do jednoradkové matice. Tuto matici vynasob matici B z

prikladu 8, ktera obsahuje sloupec absolutnich ¢lent. (Opét vypis nékolik prvnich ¢lend - -- a posledni ¢len)

d) Napis celou pravou stranu rovnice z pifkladu 8, kdyZz bude vlevo 7.

(Ndpovéda: nasobeni adjungované matice matici absolutnich ¢leni nahradi§ vyrazem z predchoziho bodu c)

e) Kdyby vyraz z bodu ¢ vypadal takto: Aqq1 - a11 + A1 - ao1 + Az -ag1 + -+ + Ap1 - ana,

pak podle Laplaceovy véty a jejiho dusledku by vyraz odpovidal determinantu matice:

ai;p a2 -+ Qln
a1 azz -+ Q2p
anl QAp2 -+ Qpn

V nasem ptipadé, ale misto prvku aj; je prvek by, misto prvku ag; prvek bs...
Napis, jak bude vypadat matice, jejiz determinant je roven vyrazu z bodu c.
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Priklad 10

Kdybychom nevybrali nezndmou x1, ale neznamou xj, dokézes stejnymi kroky jako v predchozim piikladu 9
dojit k tomu, ¢emu se xj rovna?

Princip, ktery bylo mozné odvodit predchozimi priklady, se nazyva Cramerovo pravidlo.

Véta: Cramerovo pravidlo

Necht je dana soustava n lineadrnich rovnic o n neznamych, jejiz matice soustavy A je
regularni. Pak soustava ma jediné feseni (z1, ..., Z,,), pfi¢emZ plati:

| A .
Tj = ﬁ proj =1,2,...,n,
kde A; je matice vznikla z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem absolutnich
¢lent.




