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HLEDANI INVERZNI MATICE

Cil: pochopit vzorec pro hledani inverzni matice pomoci adjungované matice. Objevit algoritmus pro hledani
inverzni matice za pomoci elementarnich radkovych tprav.

Predpoklady: znalost Laplaceovy véty a pojmu algebraicky doplnék prvku, regularni matice, schopnost naso-
beni matic a provadéni elementérnich fadkovych tprav.

Definice: Inverzni matice

Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Matice X s vlastnosti:
A-X=E, N X-A=EFE,

se nazyva inverzni matice k matici A a oznaduje se symbolem A~!.

Pozndmka: Pro n = 3, tedy hledame matici:

ail a2 a3 1
as1 a a3 | - ? =10
az1 asz ass 0

O = O
- o O

Vzorec pro hledani inverzni matice s adjungovanou matici

Priklad 1

P1i hledani inverzni matice si pomtiZeme matici, kde namisto prvku a;; stoji jeho algebraicky doplnék A;;.
Rozepis jednotlivé algebraické dopliiky na piislusna mista do matice.

A A Asg
Ag1 Ay Agz | =
Asz1 Azx Ass

Priklad 2

KdyZ vynéasobime libovolny prvek jeho algebraickym doplitkem, dostaneme ¢len determinantu (plyne z Lapla-
ceovy véty).

KdyZz vynésobime cely fadek prvku s jejich prislusnymi algebraickymi dopliikky, dostaneme determinant celé
matice (disledek Laplaceovy véty). (Mtzes si predstavit, jako bychom néasobili dva vektory stifedogkolskym
skalarnim soucinem.)

|Al = a11 - A1 + a1z - A1z + a1z - A
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Schématicky:
ail a2 a3 . An A Ass = |A]
a1 a2 a3 Ag1 Ay Agz
as1 asy ass A3z1 Az Ass

Co se stane, kdyZ vynésobis fadek prvki s algebraickymi dopliky jinych prvka? Napiiklad:

a1 a2 a3 A Ap Ais
a1 @ a3 . Agr Azp A = a11- A+ a2 A +aiz- Az
as asy as3 Az1 Az Ass

Rozepis algebraické dopliiky z predchozi situace a roznasob ¢leny.

Zamysli se nad tim, jestli to plati i obecné, kdybychom zvolili napiiklad druhy fddek prvni matice a algebraické
dopliiky ze tretiho fadku druhé matice. Pro¢ by tomu tak mohlo byt?

P1i nasobeni matic, ale nedochazi k nasobeni fadkiu jedné matice s fadky druhé matice.

Definice: Souéin matic

Necht A = (a;;) je matice typu m/n,B = (b;;) je matice typu n/p (ob& nad tymz
télesem T'). Pak matice A- B = C = (¢;5), typu m/p, kde:
n
Cij = Y ik - by,
k=1

proi=1,..m,j =1,...,p, se nazyva soudin matic A, B (v tomto pofadi).
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Priklad 3

Piehazej prvky matice tvorfené algebraickymi dopliky tak, aby platilo:

aip a2 a3 |[Al 0 0
a a2 a3 | - = 0 |4 0
as a2 ass 0 0 |4

Ndpovéda: Vyuzij znalost z prikladu 2 a disledek Laplaceovy véty

Matice tvofena algebraickymi dopliiky spliiujici predchozi rovnost se nazyva adjungovand matice a znadi se A*.

Priklad 4

Najdi zptisob, jak vytvorit z nasledujici matice matici jednotkovou.

Al 0 0 100
7. 0o |4 o |=[010
0 0 |4 00 1

Priklad 5

Zkus najit vzorec pro hledani inverzni matice na zékladé jeji definice a predchozich vypocti. Za jakych podminek
vzorec plati? ReSeni najdes na dal3{ strané.
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Vzorec pro hledani inverzni matice

1
Necht A je regularni matice. Pak A= = A A*

Doplnt:

Ctvercova matice je regularni pravé tehdy, kdyz jeji determinant je

Ctvercové matice je singulérni pravé tehdy, kdyz jeji determinant je

CAST II.

Algoritmus pro hledani inverzni matice pomoci elementarnich radkovych uprav

Definice: Elementarni radkové tupravy

Necht A je matice typu m/n nad télesem 7'. Pak kazd4 z nésledujicich aprav matice A
se nazyva elementdrni rddkovd uprava matice A:

1. libovolna zaména poradi radka,

2. vynasobeni libovolného fadku nenulovym ¢islem z T',

3. k jednomu fadku pfi¢teni jiného fadku vynésobeného libovolnym é&islem z T,
4

. k jednomu Fadku pricteni linearni kombinace ostatnich fadk.

Véta: Elementarni fadkové apravy regularni matice

Necht A je regularni matice fadu n nad télesem T'. Pak plati:

1. matici A Ize koneénym poctem elementarnich fadkovych tprav prevést na jednot-
kovou matici F,

2. provedeni jedné radkové elementarni upravy matice A je ekvivalentni vynasobeni
matice A zleva jistou regularni matici fadu n.

Cilem nésledujicich piiklada je uvédoméni si vztahu mezi ndsobenim regularnich matic a provadéni elementar-
nich faddkovych tprav a nasledné pochopeni algoritmu pro hledani inverzni matice.

11
Pro jednoduchost budeme hledat inverzni matici k matici ( 9 3 ) Principy nésledujicich prikladid jsou ale

uplatnitelné na libovolnou regularni matici jakéhokoliv fadu.

Priklad 6

Jaka matice vznikne nasledujici elementarni fadkovou tpravou? (Prvni rfadek vynéasobime (-2) a pficteme k
druhému fadku)

o)
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Priklad 7

Najdi jistou regulédrni matici fadu 2, kterd odpovidé elementarni fadkové tpravé z predchoziho prikladu.

Sem prepis vysledek predchoziho piikladu

Priklad 8

Najdi jisotu regularni matici fadu 2, kterou vynésobis matici, ktera byla vysledkem piikladu 6, tak aby vznikla
matice jednotkovéi. Které elementarni fadkové dpravé odpovida?

Sem prepis vysledek 6. prikladu

(o 1)
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Priklad 9

11
Za pomoci pfedchozich pfikladi a definice inverzni matice najdi inverzni matici k matici < 9 3 )?

Nevis si rady? Napovédu najdes vespodu stranky.

Priklad 10

Stejnymi regularnimi maticemi, které jsi hledal/a v piikladech 8 a 7 (v tomto potadi), vynéasob jednotkovou
matici. Co vyjde? Pro¢? Obecné vysvétleni najdes na dalsi strané.

Ndpovéda k pr. 9: Napis si za sebou regularni matice, kterymi jsme nasobili a za né dopis ptivodni matici, ke
které hledame inverzi. Néasledné vyjdi z definice inverzni matice.
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Obecné vysvétleni:
Ry, ..., R jsou regularni matice (napf. ty, kterymi jsme nésobili v piedchozich piikladech).

(Rg-Rg_q----- Ry-Ry)-A=E,

(Rs - Rg—1-++- Ry - Ry) - E, = A7, protoze jednotkovd matice je neutralni prvek.

Prakticky tedy provadime elementarni fadkové tipravy sou¢asné na matici A i E, tak, abychom matici A prevedli
na matici jednotkovou a matici jednotkovou prevedli na hledanou inverzni matici.

A E, = E, AL

Priklad 11

11
Pomoci algoritmu (schéma z obecného vysvétleni) najdi inverzni matici k matici < 9 >

Priklad 12
Doplii vynechané pole:

Pripomen si, ze hodnost matice je pocet nenulovych radkt v matici po jejim prevedeni elementarnimi tapravami
na

Abychom tedy mohli ¢tvercovou matici A fadu n prevést elementarnimi dpravami na jednotkovou, je nutné a
staci, ze jeji hodnot h(A)=

Dusledek: Matice A fadu n je regularni, pravé tehdy, kdyz h(A) = .
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Priklad 13*

a) Najdi inverzni matici k matici < > pomoci sloupcovych tuprav. Vygla stejné? Zdtuvodni.

2 3

b) Dokazes cely proces hledani inverzni matice preformulovat na sloupcové tpravy a nasobeni elementéar-

nimi maticemi zprava?



