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ODVOZENI LAPLACEOVY VETY

Cil: odvodit platnost Laplaceovy véty pro vypocet determinantu matice libovolného radu.

Piedpoklady: znalost definice determinantu matice, schopnost vypsat ¢leny determinantu z definice, zakladni
stfedoskolské znalosti z kombinatoriky:.

Definice: Determinant matice

Necht A = (a;j) je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T'. Pak determinant matice A
je ¢islo z télesa T oznacené det A (nebo téz |A|) a definované vztahem:

det A = Z (_l)l(jlwnajn) > @ilgy ° @Rty ° °°° ° Gyl
(j1a~~~:jn)

kde I(j1, ..., jn) znaci celkovy pocet inverzi v permutaci:

(1 2 ... n)
Ji J2 o Jn

pouzitych fadkovych a sloupcovych indexi. S¢itani se provadi pres v8echna rtzné poradi
(J1, -++s jn) sloupcovych index.

Vyraz (—1)10ten) cqys - agj, -+ - ay;, se nazyva clen determinantu.

CAST I.
Cleny determinantu matice fadu 3

Priklad 1

Vypis vSechny ¢leny determinantu nasledujici matice A fadu 3 a podtrhni ¢leny obsahujici prvek ai1. V matici
vybarvi v8echny prvky, které jsou soucasti téchto ¢lenti.

ajl | ais | ai3
|A| = || a21 | a2z | a3
azi | as2 | ass

Priklad 2

Vypis viechny ¢leny determinantu matice A obsahujici postupné prvek ajo,a13 a vybarvi v maticich vSechny
prvky, které tvoii tyto ¢leny.

ain | a2 | a13
|A| = || a21 | a2 | as3
a3l | as2 | a33

ail | a2 | @13
|A| = || a21 | a22 | a3
a3 | as2 | ass
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Priklad 3

Kolik ¢lent determinantu méa matice fadu 47 Zkus na to piijit bez vypisovani vSech ¢lent.

ailp @12 @13 a4
|B| _ G21 Q22 a23 0G24
az1 32 Ga33 a34
G41 Q42 Q43 Q44

Priklad 4

Vsechny ¢leny determinantu matice fadu 4 vypadaji nasledovné:
+011022033044 + 011023034042 + 11024032043
+a12a21a34a43 + a12023031044 + A12024033041
+013021032044 + 013022034041 + 113024031042
+a14a21a33042 + 014022031043 + A14G23032041
—011022034043 — 11023032044 — 011024033042
—012021033044 — 12023034041 — 112024031043
—013021034Q42 — 013022031044 — 13024032041
—014021032043 — 014022033041 — 014023031042

Podtrhni mezi vSemi vypsanymi ¢leny determinantu matice B vSechny, které obsahuji ¢len a;;. V nésledujici
matici vybarvi vSechny prvky, které jsou soucasti v8ech téchto podtrzenych ¢lent.

ail | aiz2 | a13 | a4
’B*| _ 21 | a22 | G23 | G24
asl | azz | a33 | a34
41 | A42 | G443 | Q44

Priklad 5

Bez pocitani a vypisovani ¢lenti na zakladé schémat pro matice fadu 3 vybarvi vzdy vSechny dopliujici prvky
ze vSech ¢lend determinantu, které obsahuji vybarveny prvek.

a1 | a12 | 13 | 414
|B| _ az1 | a22 | 23 | (24
a31 | 32 | a33 | G434
a41 | Q42 | @43 | Q44

ail | ai2 | @13 | a14
IB| = a21 | G22 | 23 | A24
asi | az2 | @33 | a34
41 | A42 | @43 | Q44

aiy | ai2 | a1z | @14
’B‘ a21 | A22 | a23 | (24
azy | az2 | a33 | 434
a41 | A42 | Q43 | Q44
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Priklad 6

a) Tebou vybarvena pole v matici B* tvoii novou ¢tvercovou matici. Z definice determinantu napis, jak

vypadé determinant této nové matice. (Pouzij pfesné oznaceni ¢leni tak, jak je v matici B*)

b) Cely determinant z pfedchoziho piikladu 6a vynasob ¢lenem a1 a rozepis jednotlivé ¢leny.

¢) Vysledek predchoziho piikladu 6b srovnej s podtrhanymi ¢leny determinantu z piikladu 4.

Priklad 7

a) Vypis vechny ¢leny determinantu matice fadu 4, které obsahuji prvek ai; a zaroven prvek ass. Opét

zakresli do nésledujici matice v8echny prvky, které jsou soucasti téchto ¢lent.

ail | ai2 | @13 | A14
0| = az1 | @22 | G23 | 24
asi | az2 | @33 | A34
aq1 | G42 | G43 | Q44

b) Jak se situace zméni pro vybér prvki as; a aj2? Které ¢leny timto zptisobem ziskas?

ail | @12 | a13 | @14
|C’\ _ a1 | a2 | a23 | G424
azl | a32 | 433 | 34
a41 | @42 | Q43 | Q44
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¢) Do néasledujici matice zakresli sjednoceni viech Tebou vybarvenych prvki z predchozich dvou matic
(7a, Tb).

ajl | a2 | 13 | 414
|C| _ a21 | G22 | 423 | G24
a3l | 32 | 433 | @34
a41 | Q42 | @43 | Q44

d) Kolik ¢lenii determinantu matice C' timto zptisobem ziskas? Z kolika?

e) Zamysli se nad zpiisobem, jak by §lo systematicky ziskat zbyvajici ¢leny. (Inspiraci hledej v pFedchozich

prikladech, napovédu najdes vespodu stranky)

Ndpoveéda k pr. Te: Pfemyslej o tom, kolika riiznymi zptisoby muze$ v hornich dvou fadcich vybirat 4 prvky tak,
aby ti z nich pomyslné vznikla ¢tvercova matice. Ber v potaz i co se pfi tvém vybéru bude déle dit se zbytkem
celé matice.
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Dikaz Laplaceovy véty

Laplaceova véta

Necht A je &tvercova matice fadu n a necht je pevné zvoleno k fadka matice A, kde
0<k<n.

Pak determinant matice A je roven souctu vSech soucint minort fadu k, vybra-

n
k
nych ze zvolenych k fadkt, s jejich algebraickymi dopliky.

Pro pochopeni véty jsou potiebné jesté nésledujici pojmy:

Submatice: ze ¢tvercové matice fadu n pevné zvolime k Fadku a k sloupci, ze kterych vytvoifime novou matici
radu k. Vybirame ty prvky, které lezi v daném vybraném tfadku i sloupci.

Minor: determinant submatice.
Dopliikova submatice: submatice tvofena zbyvajicimi (n — k) fadky a sloupci.
Algebraicky doplné&k: determinant doplitkové submatice vynasobeny ¢islem (—1) umocnénym na soucet

indexu radku a sloupcd submatice.

Priklad 8

Ovér, ze determinant matice fadu 5 ma stejny pocet ¢lent pii pocitani z definice jako pii pouziti Laplaceovy
véty pro:

a) k=1 b) k=2

Newvis st rady? Dopli:
Determinant matice fadu 5 mé celkem _ ¢lent.
U rozvoje podle jednoho fadku (k = 1) existuje:
moznosti jak vybrat jeden prvek z fadku x _ ¢lend determinantu dopliikkové submatice fadu
4 —
U rozvoje podle dvou radku (k = 2) je:

moznosti jak vybrat submatici fadu 2 z vybranych dvou radka x kazda tato submatice ma
¢leny determinantu x __ ¢lent determinantu doplikové submatice fadu 3 =
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Priklad 9

Dokaz, ze pomoci Laplaceovy véty dostanes obecné vSechny ¢leny determinantu jako z definice pro matici fadu
n pii zvoleni libovolnych k fadkia (0 < k < n).

Napovéda k pr. 9: Dikaz proved na podobném principu, jako v piikladu 8, jen obecné. Potiebujes ovéfit, ze
pocet Clentl determinantu pfi vybirani submatic ze zvolenych k fadka je totozny s poctem ¢lentt determinantu
pfimo z definice pro matici fadu n.

Kolik ¢lentu determinantu méa matice fadu n?

Kolika riznymi zptsoby muzeme vybrat submatici fadu k z pevné zvolenych k radka? (Odpovéd najdes pifimo
ve znéni Laplaceovy véty)

Kolik ¢lent determinantu (nazyvame minor) mé kazda submatice fadu k7

Kolik ¢lent determinantu (nazyvame algebraicky doplnék) mé kazda doplitkova submatice? (Zamysli se nad
tim, jakého fadu je tato submatice)



