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Uvod

Toto skriptum navazuje na predchozi uéebnici Pocetni praktikum (rok vydani 2017) a piedsta-
vuje jeho rozsifenou verzi. Zaroven je ur¢eno pro nové zavadény predmét Zakladni matematické
metody ve fyzice 3. Pokryva tak obdobné koncipovany prakticky kurz, uréeny ale jiz pokrocilej-
$im studenttim bakaléfského studia nebo studenttim navazujiciho magisterského studia. Dopo-
ruCenym predpokladem pro absolvovani predmétu Zakladni matematické metody ve fyzice 3 je
dobré predchozi znalost matematickych metod, prednasenych v kurzech Zéakladni matematické
metody ve fyzice 1 a Zakladni matematické metody ve fyzice 2.

Textovy material je ¢lenény do ¢tyt kapitol, kdy kazda popisuje jinou matematickou oblast,
vyuzitelnou v dal§im studiu i ve fyzikaln{ praxi. Prvni kapitola pfimo navazuje na zaklady ten-
zorového poctu, nacrtnuté v predchozim skriptu Pocetni praktikum, které rozsifuje zejména s
ohledem na konvenci pouzivanou pii pocitani ve ¢tyfrozmérném prostorocase. Druha kapitola
se zabyva podrobnymi vztahy a principy pri poéitani v ramci ruznych, zejména kiivocarych
soufadnicovych soustav. Jsou zde uvedené jak ty nejcastéji pouzivané, tedy kartézska, valcova a
kulova, tak i nékteré méné obvyklé (eliptické, parabolicka, atd.). Treti kapitola predstavuje vzo-
rova prakticka FeSeni nejéastéji se vyskytujicich typu parcidlnich diferencialnich rovnic. Ctvrta
kapitola se zabyvé zédkladnimi praktickymi postupy pii sestavovani numerickych feSeni v ramci
mnoha oblasti prakticky pouzivané matematiky. Kazdy typ téchto numerickych reSeni je ex-
plicitné ilustrovan jednoduchou praktickou ukazku konkrétniho vypocetniho algoritmu (zde v
jazyce Fortran). Vzhledem k pokrocilému urceni tohoto skripta, nejsou jiz jednotlivé kapitoly, s
vyjimkou prvni, vybaveny sbirkou piikladii pro praktické cviceni; jednotlivé vzorové (zpravidla
fesené) priklady ¢i ndvodné postupy pro praktické pocitani v ramci danych problematik jsou
primo soucésti vykladu piislusnych kapitol. Pokud je nékde matematicky popis zjednodusen
do té miry, ze napiiklad opomiji nékteré predpoklady nebo néktera reseni uvedenych rovnic, je
na to v textu upozornéno. Stejné jako v predchozim skriptu Pocetni praktikum je pro jedno-
dussi zachéazeni cely text vybaven modfe zvyraznénymi hypertextovymi odkazy, umoznujicimi v
elektronické verzi se po kliknuti pfesunout na odkazované misto a stejné zvyraznénymi odkazy
URL, které po kliknuti automaticky oteviou prislusnou webovou stranku.

Velmi uvitdm, pokud ti, ktefi budou s touto sbirkou pracovat, mné sdéli svoje pfipadné
nazory, podnéty nebo vyhrady napf. ke srozumitelnosti vykladu nebo obtiZnosti piiklada a
zarovenn mé kdykoli upozorni na jakoukoli nepfesnost nebo nedostatek, ktery v piikladech nebo
v textu odhali.

P1i ptipravé pfedmétu Zakladni matematické metody ve fyzice 3 i pii zpracovani tohoto skriptu
velice dékuji prof. RNDr. Jané Musilové, CSc. za podnétné rady a cenné pripominky.

Petr Kurfiirst
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Kapitola 1

Laplaceova transformace

Laplaceova transformace je jednou ze zakladnich integralnich transformaci, kterd funkci realné
proménné (zpravidla vyjadiujici ¢as t) prifazuje funkci komplexni proménné (komplexniho frek-
venéniho parametru) s = o + iw, kde ¢ a w jsou realna ¢isla. S vyhodou se vyuZiva zejména v
oblastech matematiky spojenych s kmity, oscilacemi a vlnami.

1.1 Definice a prehled elementarnich transformaci

Uvazujme spojitou nebo po &astech spojitou funkci f(t) redlné proménné t > 0 (vzor nebo
original), potom jeji Laplaceiv obraz F(s), znafeny Casto také jako £{f(t)}, je definovan jako

F(s) = /OOO Ftye s dt. (1.1)

(Zde je mozna i opatné konvence s kladnym exponentem, my zde pouzivame uvedenou ,,zapornou
konvenci se souhrnnym komplexnim ¢islem s.) Inverzni Laplaceova transformace je potom dana
nésledujicim komplexnim integrilem

1 y+HT
F(t) = L7 {F(s)} = —— lim / F(s) e ds, (1.2)
271 T—o0 y—iT
kde ~ je realné ¢islo, takze obrysova (Jordanova) kiivka integrace se nachézi v oblasti konver-
gence funkce F'(s) a ve valné vét§iné pripadi lze pouzit reziduovou vétu (viz kapitola 11.2 ve
skriptu Po¢etni praktikum).
Kromé vyse uvedené , jednostranné“ Laplaceovy transformace je definovéna téz ,,oboustranna‘

Laplaceova transformace. Pokud f(¢) je realnou nebo komplexni funkei realné proménné ¢ € R,
potom oboustranna Laplaceova transformace je definovana jako integral

3

B} () =Fo) = | T ety dt, (1.3)

—0o0

kde obvyklé znaceni B pochézi z ,bilateral“. Jedna se o nevlastni integral, ktery konverguje
pouze pokud existuji nasledujici diléi integraly

0 0
e 5t e st . .
/0 f()dt, /_ e (1.4)

Oboustrannou Laplaceovou transformaci se zde dale nebudeme podrobnéji zabyvat. Zajemce
odkazuji na literaturu, napiiklad Arfken & Weber (2005), Bracewell (2000), atd.
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e Nasledujici vycet shrnuje Laplaceovy transformace odvozené z definice (1.1), neni vSak
uplnym vyctem Laplaceovych transformaci a obsahuje pouze nékteré nejcastéji pouzivané
vzorce. Jsou zde uvedeny také nékteré funkce, které jsou blize vysvétlené az v nasledujicim
textu, napiiklad Heavisideova nebo Diracova delta funkce.

C
L{C} = kde C € C je konstanta, (1.5)
|
LA{t"} = %, kde n € NT je konstanta, (1.6)
T 1
LAt} = %, kde p € R, p > —1, je konstanta, (1.7)
s
1
L{e*} = , kde a € R je konstanta, (1.8)
s—a
n!
" at — 1.9
E{ € } (S _ a)n—‘,—]_’ ( )
a
L {sinat = 1.10
sin at} ] (1.10)
s
L t = 1.11
{cos at} ] (1.11)
. 2as
[,{tSHlat} = m, (112)
s2— a2
ﬁ{tCOSGt} = m, (113)
C{sinat - teosat) = 2% (1.14)
sina cosa = 21 a2 )
L {sinat + t cos at} _ s (1.15)
sina cosa = 52+ )’ )
_ 5(s? — a?)
E{COSGt—tSIDCLt} = m, (116)
, s(s? + 3a?)
£{Cosat +tSlnCLt} = m, (117)
. ssinb + acosb .
L{sin(at +b)} = ——5 5 > kde a, b € R jsou konstanty, (1.18)
s$“+a
scosb—asinb
L t+b = 1.19
fcos(at + b)} S, (1.19)
. a
,C{Slnh at} = m, (120)
s
E{COSh(It} = m, (121)
b
at _: _
£{e Slnbt} = m, (122)
L {e* cos bt} S i — (1.23)
(s —a)? +b?’
b
at _: _
£ {e" sinh bt } Gl (1.24)
CLt 8 - CL
L {e cosh bt} = — (1.25)

(s —a)?2 —b%’
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L{f(ct)} = %F <g) ; (1.26)
L{08) = 0(t— )} = kde 0.(t) je Heavisideova funkee, (1.27)
L{3(t— o)} _ ¢®, de § je Diracova delta funlkee, (1.28)
LA{0:()f(t—c)} =e “F(s), (1.29)
£{ef () — F(s—o), (1.30)
LA{E"f(t)} = (—1)"F"(s), (1.31)

E{lf(t)} /:OF (1.32)

{/ fu } - Fs : (1.33)
LA{(f*g)t)} = F(s)G(s), kde (f x g)(t) zna&i konvoluci dvou funkei, (1.34)
L{f®)} = sF(s) — £(0), (1.35)
c{r'm; = 5"F(s) = s1(0) = £'(0), (1.36)
c{rm} = 5"F(s) = s""Lf(0) = 5" 2/(0) -

— s (0) = £D(0), (1.37)
c{erm} =) (139

Pii podrobnéjsim pohledu je ziejmé, zZe rovnice (1.5) je de facto specialnim piipadem rovnice
(1.6) kde n = 0, zatimco rovnice (1.6) je zase specialnim piipadem rovnice (1.7) s pfirozenym
p, kdy v samotné rovnici (1.7) I znamena Gama funkci (viz rovnice (12.29) a dal3i vysvétleni
v ramci odstavce 12.2 ve skiptu Pocetni praktikum) a podminka pro realné p > —1 znamena,
Ze uvazujeme pouze ,fadné se chovajici®, tedy kladnou Gama funkci.

1.2 ,,Skokova* funkce

V tomto odstavci se zaméFime na tzv. skokovou funkci, kdy pravé Laplaceova transformace velmi
usnadni FeSeni diferencialnich rovnic obsahujicich tuto funkci. Elementéarni ,skokova®“ (nékdy
téz ,,schodova® nebo jednotkovy skok) funkce se nazyva Heavisideova, znaci se vétsinou H nebo
0, nekdy téz u nebo 1 (zde pouzijeme znaceni 6 respektive 6., ostatni pouzivané symboly jsou
vyhrazené pro jiné typy funkci) a je definovana jako

k
0u(t) = {0 pokud t < ¢, (1.39)

1 pokudt>ec.

Pomoci Heavisideovy funkce lze definovat i komplikovanéjsi funkce, napiiklad 66.(¢) znamené
funkci, ktera je nulova pokud ¢ < ¢ a rovna 6 pokud t > c. Jina funkce 6 — 0, (t) je rovna 6
pro pfipad libovolné funkce f(t ) pro t > 0 kdy chceme aby nova funkce g(t) méla stejny prubéh
jako f(t) ale pravé az od jisté zvolené hodnoty ¢ > 0 (funkce g(t) je tak ,,vodorovné posunutou*
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funkei f(t — ¢) pro t > ¢ a mé nulovou hodnotu pro t < ¢). Funkeci g(¢) tak mizeme zapsat jako

9t) = 0u(8) (¢ — ). (1.40)

Dosadime-li nyni funkei (1.40) do definice Laplaceovy transformace (1.1), dostavame

L{g(t)} = /OOO e . (t) f(t — c)dt. (1.41)

Dale, pomoci substituce u = t — ¢ prejde integral (1.41) do tvaru

LA{gt)} =€ /00 e f(u)du=e “F(s). (1.42)

0

Mizeme proto formulovat i zpétnou Laplaceovu transformaci skokové funkce (respektive funkce
obsahujici skokovou funkci),

L7 e F(s)} = 0.(t) f(t — o). (1.43)

Pomoci rovnice (1.42) muzeme definovat Laplaceovu transformaci Heavisideovy funkce samotné,
polozime-li funkei f =1, tedy

e—CS

LA0()} = e @ L{1} =

—. (1.44)

Zpétna transformace proto dava

o {e_cs} — 0.(1). (1.45)

s
Priklad: Reste inverzni transformaci funkce (Laplaceova obrazu)

_ 3s+ 8e=20s _ 925735 4 e 7S

F(s) = 1.46
=) s2(s +3) (1-46)
Funkci upravime do podoby, odpovidajici levé strané rovnice (1.43),
F(s) = (3 —2e7%) G(s) + (8¢72* + 6e™ %) H(s), (1.47)
kde
Gls) = . H(s) = 5 (1.49)
5) = ——— 8) = ———. .
s(s+3)’ s2(s +3)

Pomoci rozkladu na parcialni zlomky a inverzni transformace funkci (obrazi) G(s) a H(s)
dostavame

g(t) = % (1—e), h(t)= ét + % (—1+e%). (1.49)
Protoze inverzni transformaci podle (1.43) dostavame vzor
f(t) =3g(t) —265(t) g(t — 3) + 8020(t) h(t — 20) + 667(t) h(t — 7), (1.50)
tedy, kone¢na podoba hledaného Laplaceova vzoru bude
ft)=1—e" —205(t) (1 — e’ e™™") + 80a0(t) [t _320 + é (-1 +e% e?’t)} +
+667(1) [t;? + % (-1+¢* e3t)] : (1.51)

kde napiiklad 67(t) znamena ze § = 0 pokud ¢t <7 a # =1 pokud ¢t > 7.
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1.3 Diracova delta funkce

I kdyz existuji rizné definice Diracovy delta funkce, urcujici jsou nasledujici t¥i jeji vlastnosti:

d(t—a)=0V t+#a, (1.52)
/a+65(t—a)dt:1 Ve, (1.53)
" f()o(t —a)dt = f(a) V e > 0. (1.54)

Diracova delta funkce je tedy rovna nule vSude s vyjimkou jediného bodu t = a, kde lze jeji
hodnotu pokladat za ,nekonecnou‘. Integraly (1.53) a (1.54) plati pro jakykoli interval obsa-
hujici bod a (pokud tento neni jeho koncovym bodem). Navzdory jisté jeji ,neobvyklosti“, je
tato ,,funkce” velmi uzite¢na pii modelovani napiiklad razovych vin ¢i pusobeni velmi silnych,
extrémné kratkodobych sil.

7 vySe uvedeného vyplyvé, Ze Laplaceova transformace Diracovy delta funkce ma podobu

E{é(t—a)}:/oooeSté(t—a)dt:e‘ZS vV oa>0. (1.55)

Dale 1ze rovnéz definovat souvislost mezi Diracovou delta funkei a Heavisideovou funkei, uvédomime-
li si, Ze néasledujici integral

t 0 kud ¢
/ 0(u—a)du = poxudt < a, (1.56)
oo 1 pokud t > a,

kde, na rozdil od rovnice (1.39), je ostra nerovnost pro t > a, protoZze a nesmi byt koncovym
bodem daného intervalu. Nicméné, toto je zaroven definice Heavisideovy funkce, tedy,

/t d(u —a)du = 6,(t). (1.57)

ProtoZe u je vlastné obdobnou nezévisle proménnou jako t, bude du/dt =1 a tedy

0.(t) = d/t (u—a)du =4(t —a), (1.58)

Diracovu delta funkci 1ze tak povazovat za derivaci Heavisideovy funkce.

1.4 Obycejné diferencialni rovnice druhého radu s konstantnimi
koeficienty, s okrajovymi podminkami

Vzhledem k tomu, Ze chceme pomoci Laplaceovy transformace Fesit také obycejné diferencialni

rovnice, pripomeneme zde opét Laplaceovy transformace derivaci vzoru. V pripadé obecné n-té
derivace to bude (viz (1.37))

L™} = 5" F(s) = "7 F(0) = " 2(0) — = s (0) — £ 0), (1.59)
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kde nezavorkované exponenty proménné s znamenaji n-té mocniny. JelikoZ se v drtivé vét-
§iné zabyvame diferencialnimi rovnicemi nejvyse druhého fadu, uvedeme zde opét explicitné
Laplaceovu transformaci prvni a druhé derivace (viz (1.35) a (1.36)),

L{y'} =sY(s)—y(0) (1.60)
£{y'} = s%Y (s) — sy(0) — /(0). (1.61)

Zaroven je patrné, Ze hodnoty funkei, které se zde objevuji, y(0) a 3/ (0), byvaji ¢asto i hodnotami
pocCatecnich nebo okrajovych podminek v zadéni diferencidlnich rovnic. Znamené to tedy, Ze
mame-li uvedené vztahy pouzit k feSeni rovnic s podminkami, budeme potiebovat pocateéni
¢ okrajové podminky v bodé z = 0 (pro vétsi souvislost s predchozim vykladem obyéejnych
diferencialnich rovnic zde nezéavisle proménnou budeme formalné znacit x namisto ).

Dale uvedeme nékolik typickych jednoduchych prikladt, na kterych ukizeme jak se tento
postup uplatiiuje.

Piiklad: Reste rovnici
y" — 10y’ + 9y =5z, y(0)=-1, ¢(0)=2. (1.62)

Pomoci pfislusnych vzorcu pro Laplaceovu transformaci mtZzeme uvést néasledujici transformo-
vanou rovnici,

ﬁyxs)—syan-yXO)—1okyxs)—yan]+9yxs):;%, (1.63)

Po vlozeni okrajovych podminek a tGpravé dostavame rovnici

541252 — 53
Y(s) = 1.64
)= 26061 (1.64)
a po jejim rozkladu na parciélni zlomky,
50 5 31 2
Y(s)=—+—+ — . (1.65)

8ls 9s2 8l(s—9) s-—1

Zpétnou Laplaceovou transformaci podle uvedenych pravidel (prakticky nejlépe s pomoci tabe-
lovanych vzorci) dostavame vysledné feSen,
50 5 31 o,

+ -z +

=31t T — 2e”. (1.66)

y(z)

Piiklad: Reste rovnici
20" +3y — 2y =22, y(0)=0, ' (0)=-2. (1.67)

Stejné jako v pfedchozim piikladu, pomoci pfislusnych vzorct pro Laplaceovu transformaci,
muZzeme uvést nasledujici transformovanou rovnici,

1

2 [s*Y (s) — sy(0) — y/'(0)] + 3[sY (s) — y(0)] — 2Y (s) = 1o

(1.68)
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Po vlozeni okrajovych podminek a tupravé dostavame rovnici

452 + 16s + 15

Y =G 1oy (1.69)
a po jejim rozkladu na parcidlni zlomky,
1 [ —192 96 10 25%
Y(s) = — — — 2 1.70
(%)= 135 [2(5—;)+s+2 (s+2)2 (s+23| (1.70)

kde jsme pro vétsi nédzornost souladu s principy zpétné transformace uvedli i vytknuti dvojky
ve jmenovateli prvniho ¢lenu v celkové hranaté zavorce a rozsifeni ¢islem 2! v Gitateli posledniho
¢lenu. Zpétnou Laplaceovou transformaci podle uvedenych (tabelovanych) pravidel dostavame
vysledné reSeni,

1 25
y(w) = 5= e 2 <96 — 10z — 3:52 — 96 e5x/2> . (1.71)

Piiklad: Reste rovnici
y" — 6y + 15y = 2sin3z, y(0)= -1, ¢'(0) = —4. (1.72)

Obdobnym zptsobem jako v pifedeslych prikladech mizeme odvodit nasledujici transformova-
nou rovnici,

3
52V (s) — sy(0) — 4/ (0) — 6 [sY (s) — y(0)] + 15Y (s) = 2m. (1.73)
Po vlozZeni okrajovych podminek a tpravé dostdvame rovnici
s3 — 252 +9s—24
Vis) = — 1.74
) =~ 6 1 15)(:2 1 9) (1.74)
a po jejim rozkladu na parciélni zlomky,
V6
1 13 11(s—3 8%
yis)= Loy 1 o Me=3) Ve , (1.75)
10 [s24+9 249 (s—3)246 (s—3)2+6

kde jsme pro vétsi nédzornost souladu s principy zpétné transformace uvedli rozsifeni zlomky v
¢itatelich druhého a posledniho ¢lenu v celkové hranaté zavorce. Zpétnou Laplaceovou transfor-
maci podle uvedenych pravidel dostaviame vysledné fesent,

1 1
y(z) = 0 (cos 3z + 3 sin 3z — 11 €% cos V6 — 56 3% sin \f6x> . (1.76)

P¥iklad: Reste rovnici

Y’ +4y =cos(zx —3) +4x, y(3)=0, y(3)=T. (1.77)
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Nejprve musime rovnici preformulovat takovym zptsobem, abychom dostali okrajové podminky
pro x = 0. Toho nejlépe docilime zménou proménnych,

n=x—3 atedy z=n+3. (1.78)
Puvodni rovnici (1.77), kde y = y(x), miZzeme pfepsat do tvaru
y" + 4y’ = cosn + 4(n + 3), (1.79)

kde y = y(n + 3). PfepiSseme nyni funkci y(n 4 3) jako novou funkci z(n), pomoci ,fetézového
pravidla® pro derivace snadno odvodime Ze y'(n + 3) = 2/(n) a y"(n + 3) = 2"(n). Rovnéz
okrajové podminky miZeme transformovat jako y(3) = 2(0) = 0 a y'(3) = 2/(0) = 7. Ptvodni
rovnice (1.77) bude mit pro novou funkci z(n) tvar

2+ 42 =cosnp+4n+12, 2(0)=0, 2'(0)=T7. (1.80)
Opét obdobnym zptsobem jako v predeslych piikladech mizeme odvodit nésledujici transfor-
movanou rovnici,
s 4 12

s2Z(s) — s2(0) — 2/(0) + 4 [sZ(s) — 2(0)] = i1t + 5 (1.81)

Po vloZeni okrajovych podminek a tpravé dostdvame rovnici

Ts* 4+ 1383 + 112+ 125+ 4
4(s) = 302
s3(s2+1)(s+4)

(1.82)

a po jejim rozkladu na parcialni zlomky, s obdobnym zvyraznénim ¢lentu dulezitych pro nézor-
nost zpétné transformace,

17 11 1% 273 1 [ —s 4
Z(s)=—+-—+ -2 - - 4 . 1.83
(5) 165 452 3 272(s +4) 17 <52 +1 T + 1) (183)
Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame vysledné feSeni nejprve pro z(n),
17 11 1o 2713 4 1 )
=—+— - = — — (4 — 1.84
2 =qg gt gn T gpe T gy (s —cosm) (1.84)

a po zameéné y(z) = z(n) = z(x — 3) a upravach dostavame FeSeni rovnice (1.77) ve vysledném
tvaru

1, 1 43 213 .4 1
ylo) =527 = gw—qe = ome t 7

[4sin(z — 3) — cos(z — 3)]. (1.85)
Piiklad: Reste rovnici s Heavisideovou a Diracovou delta funkef na pravé strané:
2y" 4+ 10y = 3012(t) — 56(t — 4), y(0) = -1, ¢ (0)=—2. (1.86)

Odvodime transformovanou rovnici,

36—125

S

2 [s°Y (s) — sy(0) — y/(0)] + 10Y (s) = — 548, (1.87)

po dosazeni okrajovych podminek a apravé dostaneme

3 —12s 5 —4s 9 4
© ¢ ST 3o 12 p(s) — Be G (s) — H(s).  (1.88)

Y(s) = _ _ —
()= 2 710) 22110 22410
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Po rozkladu jednotlivych ¢leni prvni pravé ¢asti dostavame jednotlivé funkce f(t), g(t) a h(t),

1 2
= —sinV5t, h(t) = cos V5t + e sin V5t (1.89)

ft) 1 <1 — cos \/5t) ;o g(t) 55 V5

~ 10

Vysledné feseni bude
y(t) = 3012(t) f(t — 12) — 504(t) gt — 4) — h(?), (1.90)

kde f(t), g(t) a h(t) jsou definovany vyse, pro lepsi pochopeni jednotlivych symboli viz také
feSeny priiklad v odstavci ,,skokova funkce.

Vysledky pfikladi z tohoto odstavce lze snadno ovéfit standardnim postupem pii FeSeni
obycejnych diferenciélnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty, uvedenym v kapitole
3.2.1 ve skriptu Pocetni praktikum.

1.5 Obycejné diferencidlni rovnice druhého radu s nekonstant-
nimi koeficienty, s okrajovymi podminkami

Uvedme zde také nésledujici identitu: pokud f(t) je po ¢astech spojita funkce na intervalu
(0,00) obecného tzv. exponencidlniho fddu a pokud existuji kladné konstanty 7" a M takové,
ze |f(t)| < Me™ pro viechna t > T, potom plati

lim F(s) =0. (1.91)

5§—00
Jinymi slovy, funkce ktera je funkci obecného exponencidiniho #ddu, neporoste strméji nez Me™
pro libovolné M a « a pro vSechna dostatecné velka t. Jestli funkce je ¢ neni funkei obecného ex-
ponencidlniho Yddu o lze zjistit vypoctem nasledujici limity lim;_,o | f(¢)| e~ pokud je tato li-
mita pro ur¢ité « konecna, potom je funkce f(t) funkei exponencidlniho rddu o, pokud limita di-
verguje k nekone¢nu, funkce nenf funkei zddného obecného exponencidlniho rddu. Témér vSechny
funkce, se kterymi se setkdme v této kapitole pri reSeni diferencidlnich rovnic, jsou funkcemi
néjakého urcitého exponencidlniho fadu. Dobrym piikladem funkce, ktera neni funkei exponen-
cidlniho ¥adu, je napitklad f(t) = exp(t?), kde snadno ovéiime Ze limy_,o exp [6(t* — @)] = o0,
coz za danych podminek plati pro jakékoli a.

Priklad: Reste rovnici
y" + 32y —6y=2, y(0)=0, % (0)=0. (1.92)

Z jiz diive odvozenych dil¢ich vztaht (rovnice (1.38), kromé jiz dfive uvedenych vztahu v
piikladech rovnic s konstantnimi koeficienty) vime, Ze

L[5V () ~p(0)] = —s¥'(5) = ¥(s). (199)

S

d
c{tf}=ci{ay'} = - (LY} =
Dosadime-li vSechny tyto jiz znamé identity do dané rovnice, dostdvame

2V (s) — sy(0) — ' (0) +3 [~sY'(s) — Y(s)] — 6Y(s) = % (1.94)

Po dosazeni okrajovych podminek a malé tpravé dostaneme diferencialni rovnici prvnfho radu,

Y'(s) + ( - 3> V(s) = —3%. (1.95)
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Na rozdil od piikladii v pfedchozi ¢asti pro diferencidlni rovnice druhého Fadu s konstantnimi
koeficienty, kde jsme rovnou dostali transformované feSeni, zde dostdvame linearni obycejnou
diferencialni rovnici prvniho fadu, kterou je tf¥eba vyftesit, abychom ziskali kone¢né transformo-
vané fedeni. ReSenim rovnice (1.95) pro Y (s) bude

Y(s) = Sig <2 + Cef> . (1.96)

Vzhledem k tomu, ze druhy ¢len (exponencialni) v zévorce v transformovaném feSeni (1.96)
se nepodoba zadnému z elementéarnich (tabelovanych) feseni Laplaceovych transformaci, pred-
pokléddejme, Ze se zde jedna o funkci obecného exponencidlniho Fddu a pouzijme tedy uvedené
pravidlo pro jeji limitu. To znamené

§—00 53

52
lim = (2 + C’eb‘) —0, (1.97)

kde prvni ¢len konverguje k nule vzdy, zatimco druhy ¢len konverguje k nule pouze pokud
C = 0. Transformované feseni tak predstavuje pouze prvni ¢len rovnice (1.96), vysledné feseni
rovnice (1.92) bude

y(z) = a?, (1.98)
0 jehoz spravnosti se lze snadno presvédcit.
Piiklad: Reste rovnici
ay’ —xy +y=2, y(0)=2, y(0)=-4 (1.99)

Z predchoziho piikladu vime, ze L{zy'} = —sY'(s) — Y (s). Zde budeme rovnéZ potiebovat
obdobnou identitu obsahujici druhou derivaci,

d d
Llay"y = = (LD = - [s*Y (s) = sy(0) =y (0)] = —s*Y"(s) — 25Y (s) +y(0). (1.100)
Dosadime-li vSechny tyto jiz znamé identity do dané rovnice, dostavame
2
—5%Y"(s) — 2sY (s) + y(0) — [=sY'(s) = Y (s)] + Y (s) = o (1.101)

Po dosazeni okrajovych podminek a tpravé dostaneme diferencialni rovnici prvniho radu,

2 2
Y’ -Y(s) = —=. 1.102
(5)+ 2 V(s) = (1102)
Opét zde musime FeSit rovnici prvniho fadu abychom dostali transformované feseni,
2 C
Y(s)=-+ —. 1.103
(=245 (1.103)

Toto transformované fesenf konverguje k nule pro jakoukoli konstantu C', nemusime proto pouzit
princip uvedeny v rovnici (1.91), abychom se zbavili nékterého z ¢lent, jako v predchozim
prikladu. Inverzni transformace potom davé

y(x) =2+ Cx (1.104)
a po dosazeni druhé okrajové podminky,
y(x) =2 — 4x. (1.105)

Na predchozich prikladech jsme si ukazali, jak fesSit nékteré obycejné diferencidlni rovnice
druhého fadu s nekonstantnimi koeficienty, kdy jsme ovS8em zvolili koeficienty tak, aby bylo
mozné feSeni timto zpisobem vubec najit. Pfi jinak zvolenych koeficientech by hledani reSeni
mohlo byt zna¢né obtiZzné; obecné vzato, takové rovnice s nekonstantnimi koeficienty jsou vét-
$inou velmi obtizné resitelné.
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1.6 Uziti konvoluce v Laplaceové transformaci

Uvazujme nyni transformovanou rovnici ve formé
H(s) = F(s)G(s), (1.106)

ktera neni Fesitelna pomoci rozkladu na parcialni zlomky. Jednim ze zptisobti jeji inverzni trans-
formace je pouziti konvoluce. Pokud f(t) a g(t) jsou po ¢astech spojité funkce na intervalu
(0, 00), potom konvoluce funkei f(t) a g(t) bude (viz vyklad konvoluce vyse, v kapitole 10 ve
skriptu Po¢etni praktikum)

(f*g)(t / f(r)g(t —7)dr, (1.107)

kde na rozdil od obecné definice konvoluce v rovnici (10.7) ve skriptu Pocetni praktikum jsou
meze definovany pouze v rozmezi (0, t), coz odpovida spodni mezi pro Laplaceovu transformaci
a ,,praktické” horni mezi pro konvoluéni proménnou - viz priklady na konvoluce v kapitole 10
ve skriptu Pocetni praktikum.

Nasledujici identita nAm umozni fesit inverzni Laplaceovu transformaci sou¢inu dvou trans-
formovanych funkei (Laplaceovych obrazi),

L{(f*9)®)} = F(s)G(s), LTHF(s)G(s)} = (f*9)(t). (1.108)

Na nésledujicich dvou piikladech si ukdZeme, jak muze prakticky vypadat uziti konvoluce pro
feSeni Laplaceovy transformace.

Priklad: Pouzijte konvoluci k nalezeni inverzni transformace nasledujictho Laplaceova obrazu:

1

H(s) = ———5v- 1.1
() = Zr oy (1.109)
Rozepisme nejprve funkei (1.109) jako soucin dvou funket,
1 1
H(s) = ORI G R = F(s)G(s), (1.110)
tedy,
L.
f(t) = g(t) = —sinat. (1.111)

Pomoci konvoluce téchto funkei provedeme inverzni transformaci (zde uvedeme pouze vysledek),

h(t) = (fxg)(t) = % /Ot sinarsin(at — ar)dr = % (sinat — at cosat) . (1.112)

Piiklad: Reste nasledujici diferencialni rovnici s s obecnou pravou stranou a okrajovymi pod-
minkami,

4" +y=g(t), y(0)=3, ¢ (0)=-T. (1.113)
Stejné jako v predchozich piikladech, nalezneme transformovanou funkci

4[s%Y (s) — sy(0) — y/(0)] + Y (s) = G(s), (1.114)
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po jejim rozkladu na parcidlni zlomky a tpravé s jiz ,,obvyklymi zvyraznénimi pro inverzni
transformaci“ dostavame

3s 72 1 2
— 2 2
_324—1_32—1—1—1_1 s2+ 1
4 1 1

Y (s) (1.115)

Prvni dva ¢leny na pravé strané rovnice (1.115) lze feSit snadno, tfeti ¢len vyfesime jako kon-
voluci dvou funkci, jednoho konkrétniho vzoru a jedné obecné,

F(t) = 2sin <;) . glh). (1.116)

Vysledna podoba inverzni transformace v tomto pripadé bude

y(t) = 3cos (;) — 14sin (;) + % /Ot sin (%) g(t — 7)dr. (1.117)

Jak tento posledni piiklad ukazuje, pomoci konvoluce lze do znacné miry resit diferenciélni
rovnice s okrajovymi podminkami s obecnou funkci na pravé strané. Toto se mutzZe velmi hodit
v pripadé, kdy mame celou fadu takovych funkci pravé strany a potifebujeme napiiklad zvolit
pouze jednu (nebo nékteré). Pomoci konvoluce mizeme rovnici takto ,,prediesit® a pak pouze
dosazovat konkrétni podoby funkce g(t) do konvoluéniho integralu.
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Pokracovani tenzorového poctu

2.1 Kovariantni a kontravariantni transformace

Pisobenim metrického tenzoru dané soustavy (viz napiiklad rovnice (3.4), (3.3), (3.36) a (3.63)
v kapitole 3) transformujeme slozky vektorovych a tenzorovych veli¢in mezi tzv. kovariantni a
kontravariantni bazi, které rozlisuji kvantitativni chovani dané geometrické nebo fyzikalni entity
pfi zméné baze. Abychom zachovali velikost vektoru jako takovou, musi byt slozky vektoru (na-
ptiklad polohy nebo rychlosti), jejichZ rozmér je pfimo umérny méfitku baze, kontra-variantni
viiéi bazovym vektorim, zapisujeme je vV =Vig,. Naopak, slozky tzv. dudlnich vektoru, na-
zyvanych také kovektory (naptiklad vektor gradientu, ktery méa rozmér pievracené hodnoty
vzdalenosti), musi byt ko-variantni vici zméné baze, zapisujeme je V=Ve.Vv zapisu se tedy
forméalné odlisuji spodni nebo horni polohou indext. V ortogonalnich soufadnych soustavach
mé tzv. kovariantni metricky tenzor m prvky g;; pouze na hlavni diagonale (viz tzv. Lamé-
ovy koeficienty, rovnice (3.11)). Pro tzv. kontravariantni metrickyj tenzor n' s prvky g% vidy
plati nn’ = E, tedy n’ = n~!, pro jejich prvky vzdy plati (Einsteinova sumacni konvence)
gl-jgij = dim V, tedy dimenze piislusného vektorového prostoru V. Metricky tenzor je vzdy
symetricky, plati tedy g;; = gji, g7 = ¢7*. Obecné a explicitni vyjadieni transformace vektoru
V; z kovariantni do kontravariantni béaze lze tedy zapsat zptisobem (viz Einsteinova sumacni
konvence):

VI = ¢V, = ¢V + 72V + PPV, (2.1)

Transformaci kovariantniho tenzoru druhého rfddu 7;; do kontravariantni béze zapiSeme néasle-
dovné:

Tz.j = ¢*" Ty = ¢V Ty + ¢2 T + ¢ T (smiSeny ko- a kontravariantni tenzor),  (2.2)
TV = g g T = g g 11 + " ¢ Tha + " g7 Tis + g9 T + .. + 979 T3, (2.3)

Analogickym zptisobem probéhne transformace tenzort libovolného vyssiho fddu. SmiSeny me-
tricky tenzor s prvky gJZ: = gj- je vzdy reprezentovan jednotkovou matici.

V trojrozmérném prostoru jsou rozliSovany tzv. azidlni vektory (pseudovektory), které se
nezrcadli spolu se soufadnou soustavou (na rozdil od tzv. poldrnich neboli pravich vektori,
které se zrcadli) a které muzeme definovat jako pseudotenzor V; dudlni k antisymetrickému
tenzoru Ty,

1 1 .
Vi=geiplin, tedy Vi= o (Tjn—Thj) =Tjp  (kdei # 5 # k), (2:4)
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kde jednotlivé prvky tenzoru T}, jsou definovany jako Ty, = A;j By, — ApBj, v R3 je tedy muizeme
povaZovat za odpovidajici slozky vektorového soucinu AxB. Obdobnym zpiisobem definujeme
v plochém Etyirozmérném prostorocase, jehoz metricky (Minkowskiho) tenzor méa tvar

v

Juv = gN = ) (2'5)

oo o=
o oo
|
o~ oo
o oo

antisymetricky pseudotenzor druhého fadu (tzv. Hodgeova dualita, znac¢ime * T ), ktery je dualni
s antisymetrickym tenzorem druhého fddu a antisymetricky pseudotenzor tfetiho radu, ktery
je duélni s vektorem

*ppy %guupanm *HYP — é-lW,UUVU_ (2.6)

Pro vychozi permutaci Levi-Civitova symbolu v kovariantni bazi (v ramci zde zavedené kon-
vence, srovnej také napiiklad Lenc (2001)) plati 9123 = 1. Pro vychozi permutaci v kontravari-
antni bazi pak musi platit 9123 = g00¢11¢22¢33¢4153, kde g"* jsou nenulové prvky Minkowskiho
metrického tenzoru z rovnice (2.5), a tedy €923 = —1 (stejnym zptisobem lze s pouZitim rovnice
(3.4) ovodit, Ze v plochém trojrozmérném prostoru plati e123 = £!?3 = 1). Pro podrobnéjsi stu-
dium tenzorové algebry doporu¢uji napiiklad Young (1993); Kvasnica (2004); Arfken & Weber
(2005).

e Priklady (uvazujeme vzdy kartézskou ortonormélni bazi daného vektorového prostoru) :

2.1 Kovariantni metricky tenzor g;; valcové soufadné soustavy v pofadi soufadnicovych sméri
T, ¢, z, je vyjadien matici (viz rovnice (3.36))

1 0 0
9i5 = 0 7“2 0

0 0 1
Obdobny kovariantni metricky tenzor kulové soufadné soustavy v poradi soufadnicovych
sméru r, 0, ¢, je vyjaden matici (viz rovnice (3.63))

1 0 0
9i5 = 0 7“2 0

0 0 7r%sin?6
Urcete:

(a) vSechny nenulové tzv. Christoffelovy symboly I'f,, valcové soustavy (urcujici kitvost
dané metriky), které jsou obecné definovany predpisem (na rozdil od rovnice (3.12)
musime v ¢asoprostoru rozliSovat kovariantni a kontravariantni baze polohového vek-
toru, x, = (ct, —7) a 2t = (ct,T))

T° — 1o (891/)\ n 9gux _ 89W)
nv )

2 oz ox¥ oz

(b) v8echny nenulové Christoffelovy symboly kulové soustavy, definované rovnéz predpi-
sem (3.12),
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(c) explicitni tvar vektoru rotace vektoru A ve valcové soustavé, obecné dany pfedpisem
(viz také rovnice (3.20))

- 1 0
VXAZE"k |: hkAk:|€,
K hjhk 8x]( ) !
(d) explicitni tvar vektoru rotace vektoru A v kulové soustavé, obecné dany stejnym
predpisem.
(a) I, =, T) =T9 !
o0 = Tter =hre =
(b) Ty = —r, 19 =19 =1% =T ~ 20,17, — —sinfeosh, TY, —
00 — > Or T Tre T T or T 7*@77.7 dp T g T Tl T

Fﬁa = cotg,
(c) viz relace (3.45) v kapitole 3,

(d) viz relace (3.71) v kapitole 3.

2.2 Jsou zadany kovariantni tenzor A;; a kovariantni metricky tenzor g;; dané souradné sou-
stavy, v poradi soufadnicovych sméru r, 6, ¢, ve tvaru

a1 a2 a13 1 0 0

2

Aij=[a21 a2 azs|, gij =10 r 0
0

a3zl as2 ass 0 T‘2 sin2 0
Urcete:
PO 1. i PO Al
(a) smiSeny metricky tenzor g; a smiSeny tenzor Aj,

(b) kontravariantni tenzor A¥.

L 0 0 a1 a12 a3
- . . ag1 a22 a3
(a) gj=10 1 0| =4; Ai= I p) po
0o 0 1 asy a32 ass
r2sin®0  r2sin®f  r2sin? 6
ar &22 7(1.13
r r2sin? 6
O = S
r r r4sin” 0
as1 a3z ass
r2sin?6 r4sin?6 rtsint6

2.3 Ve ¢tyfrozmérném prostoru (prostorocase) jsou zadany kovariantni tenzor A,, a ko-
variantni metricky tenzor g,g dané soufadné soustavy, v pofadi souradnicovych smért
t,u,v,w, ve tvaru

app ap1r Qap2 ao3 -1 0 0 0

A _ aijp ai11 aiz ais _ 0 1 0 w
e azp G221 a2 a23 ’ Jop 0 O u2 0
azp a31 azz ass 0 w 0 u2

Urcete:
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(a) kontravariantni metricky tenzor ¢g®° a smiSeny metricky tenzor 95,

(b) smiSeny tenzor AL,

(c) kontravariantni tenzor A*”.

—1 0 0
) 1 0 0 O
I 0 v
of _ w2 — w2 w2 — u2 . 0O 1 0 0 CE_ e
(a) g - 1 ) 9’3 - = = Op
0 0 — 0 0O 0 1 0
u2
w 1 0O 0 0 1
0 5.5 0 2 2
w? —u u? —w
—agpp —ap1 —ap2 —aop3
2 2 2 2
u®ay —wagy TG —Wazy uSa2 —wWage U a1z — W ass
(b) A" — u? — w? u? — w? u? — w? u? — w?
v a0 a21 a2 a23 ’
u? u? u? u?
wajp —az ~ wajp —az ~ waz —agz  wWaiz — ass
w2 — u2 w2 — 12 w2 — u2 w2 — u2
2
u u“aly — wasp a20 wai — asp
00 e S E— —— —s 5
w2 — u2 u2 W2 — w2
ulag — w agy utar; + wlass — vPw S ulas — w asy ulas, + waz —w T
2 _ .2 2 _,2\2 20,2 2 2 _ ,2\2
(c) AW — w? —u 2(w — u?) u?(u? — w?) (u? — w?)
_aop2 u“aly — W as2 ag agz — W a2
u? u?(u? — w?) u? u?(u? — w?)
w agl — ap3 u2a13 -+ w2a31 —wT as3—waz asz+ w2a11 —wS
W2 — w2 (u2 — w?)? w2(u? — w?) (w? — u2)2

kde T = vu?aj1 + ass a S = a13 + as:.

2.4 Kovariantni tenzor elektromagnetického pole F),, je definovan,

94, 04,
R VT Vo

kde tzv. ctyrpotencidl (¢tyivektor elektromagnetického potencialu) A,

tvori tzv. vektorovy (magneticky) potencial. Kovariantni ¢tyivektor souradnic udalosti
zapiSeme jako x, = (ct, —7). Metricky tenzor (Minkowskiho) plochého tyiprostoru (pro-
storoCasu) je dan rovnici (2.5) a formalismus Levi-Civitova symbolu € je popsan ve vy-
svétlujicim textu této podkapitoly. Vektory elektrické intenzity a magnetické indukce jsou

definovany jako

oA
ot’

-

E=-V¢-

—

Napiste:

Bzﬁx/_f.

¢

C

(

,—A’).

Slozka Ay = ¢ vyjadiuje Skdlovany skalarni potencial elektrického pole a slozky A1, As, Ag
c
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) explicitni podobu tenzoru Fj,, a tenzoru F*,
) dudlni tenzor *F),, a dudlni tenzor *F*”,
(c) tzv. invarianty elektromagnetického pole Fy,, F* a F,, *F*,
) pomoci ,¢tyfrozmérné divergence
cipo OFpe _OTEM
oz? ox¥

odvod'te prvni par Maxwellovych rovnic,

(e) pomoci ,¢tyfrozmérné” divergence

oFH y
oxV = —MHoJ,

kde j# je kontravariantni ¢tyFvektor proudové hustoty j* = (¢p,j), odvodte druhy
par Maxwellovych rovnic.

o L L L o _E. _B _E
C C C C C C
- 0 7BZ Bg 7‘]: 0 _BZ By
(a) -F;u/ = EC , FHY — 5 7
ny B, 0 —B, Ty B, 0 —B,
L 5
_?Z By B 0 TZ - B, By 0
0 —Bl _By _Bz 0 BI By BZ
(b) *F,, = ~ ¢ 35 « v _ p c E
pr — , _ : ;
By — 0 - -B, — 0o ==
C C c -
Bz _ﬂ % 0 _Bz _% & 0
¢ ¢ & C
E? E-B
(c) FuF™ = -2 (2 — B?), Fu *FM =4 :
¢ c
a*FOV . . O*FW . aﬁ B
( ) 8.%" ) a.’L‘U X at , 1 , 2,
aFOV - = aFW aE . . L
) o =7VE= _g’ Puv Mgy mVXB=—poji=1,2,3, ¢ = (1oco) ™12,

2.5 Kontravariantni tenzor energie-hybnosti 7% pro makroskopickou idealni tekutinu je de-
finovan

T8 — (e +p) uluf — p90457

kde £ = pc? je hustota energie (p je hustota hmoty), p je skalarni tlak a u* je tzv. ctyrrych-
lost (¢tyFvektor rychlosti), definované zde jako te¢na k tzv. svétocdre s, tedy u* = dz# /ds,
kde s = c7. Tzv. vlastni ¢as T v soustavé spojené s pohybujicim se télesem je pomoci
tzv. soufadnicového ¢asu t (tj. ,normalniho* ¢asu pozorovatele) definovan jako t = 7,
kde tzv. Lorentziv faktor v = (1 — v2/c?)~ Y2 (viz také piiklad 9.8 ve skriptu Pocetni
praktikum). étyfvektor udélosti x* a metricky tenzor Minkowskiho prostorocasu g"” lze
odvodit pomoci jejich definice v prikladu 2.4 a v rovnici (2.5). Napiste:
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(a) explicitni podobu tenzoru T a tenzoru T, B
(b) explicitni podobu téchto tenzori v soustavé (0), spojené s pohybujici se tekutinou.
(¢) pomoci ,&tyfrozmérné divergence tenzoru energie-hybnosti 7¢% pro ,,prach®, tj. sou-
bor ¢astic, které na sebe vzajemné nepiisobi,
ors
= =0,
O0xP
odvod'te rovnice kontinuity a hybnosti ,bezsrazkové* tekutiny.

2 2
Pomoci vyrazt: W = ~2 <€—|— 2p>, St = ~2(e+p)vt, oV = 7—2 (e +p)v'v! + pd¥,
c c
2
0ij = —5 (€ + p) vivj + p d;j, miZeme zapsat,
c

o % Sy S o Se Sy S
C C C C C C
S, Sz
i Oxx Oxy Oxz — Ogxx Ogy Ogxz
(a) TP = ¢ Tog= | &
S y af S )
Yy Y
T Oyx Oyy Oyz - Oyx Oyy Oyz
S, S
_? Ozx Ozy Ozz ? Ozx Ozy Ozz

kde S; = —S* a 0;; = 0" proi,j =1,2,3,
e 0 0 O
0O p 0 O

0 P 0
0 0 0 P
aT%  9p orh o o
(o) =P 1Y (55) =0, = P04V (i) =0,

oxf Ot OxP |i_1 95 O

kde ,,bezsrazkovost* piedpoklada p = 0, hustota p = v2p, odpovidajici soustavé kde
U # 0, je dand podilem hmotnosti m = ym (srovnej priklad 9.8 ve skriptu Pocetni
praktikum) a objemu V = V/~v (veli¢iny p, m a V odpovidaji soustavé, kde & = 0).

e Tenzory v zakfiveném prostorocase

V obecné relativité (GR) zavadime a pouZivame metrické tenzory zakiiveného prostorocasu.
Znamé Schwarzschildova metrika popisuje geometrii prostorocasu ve velmi silném gravitaénim
poli, napiiklad v blizkosti (sféricky symetrické, nerotujici) ¢erné diry. V souladu s jiz diive
zvolenou konvenci + — ——, metricky tenzor Schwarzschildovy metriky (v potadi soufadnic
t,r,0,$) ma kanonicky tvar

1— M. 0 0 0

0 —(1—2XM)~h g 0
v — cer 5 2.7
In 0 0 —r? 0 (2.7

0 0 0 —r?sin0
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kde M, je hmotnost sférického gravitujiciho objektu (zdroje gravitace), G je gravita¢ni kon-
stanta a ¢ je rychlost svétla (¢asto pouzivané vyrazy 1 — QJXI' v takzvaném “systému prirozenych
jednotek” pokladaji hodnoty konstant G a ¢ rovny jedné). Kontravariantni tvar metrického
tenzoru g"¥ bude vyjadien pomoci pifevracenych hodnot vyraz na hlavni diagonale.
Christoffelovy symboly TI', Schwarzschildovy metriky (popisujici kiivost prostorocasu),
které jsou obecné vyjadieny jako (viz také rovnice (3.12), zde ov8em rozlisime kovariantni a

kontravariantni ¢tyivektory polohy z, = (ct, —7) a z# = (ct,T))

1 Agur | Ogux  Oguv
w =59 (835“ T T o ) (28)

budou (zapiseme pouze nenulové ¢leny)

ot GM, . GM, (027“ — QGM.) o GM,
T e (2 — 2G M) T ctrd T (c?r — 2GM)’
.2
o r—% , __(CQT—QGM.)SIDGFG _ 0 o _F¢’_1
60 = 2 ) Lo = 2 e =40 = Ler = hep =
F3>¢ = —sinfcosb, Fﬁg = Fg)d) = cotg¥. (2.9)

Mizeme rovnéz zkonstruovat Christoffelovy symboly se spodnimi indexy (nékdy v literatufe
nazyvané Christoffelovy symboly prvniho typu, zatimco vyse uvedené se nazyvaji Christoffelovy
symboly druhého typu), kdy snizeni indexi provedeme pomoci I, = gp)\I‘f;V,

GM, GM, GM,c? 2
2 T = =g D = = oy Fro0 = 7 Drow = rsin™6,

Logr = Torg = =1, Tgpr = Lgrg = —1 sin? @), Lopp = r? sin 6 cos 6,

Fttr = I‘157"t =

Tyoo = Dppp = —r2sin 6 cos 0. (2.10)

Pomoci Christoffelovych indexti mtizeme zkonstruovat Riemanniv (kfivostni) tenzor Etvrtého
radu Raub’v jako zasadni matematicky nastroj v GR teorii, ktery reprezentuje slapové sily, které
spocituje ¢astice (téleso), pohybujici se po geodetice (nejkratsi spojnici dvou bodt v libovolné
zakieném prostoru). Jeho obecny vyraz je R 5, = gl — 0,175 + FgAFfly = SAF%, (kde
zjednoduseny vyraz d, nadale znamena 6%) zahrnujici prvni dva linearni ¢leny (parcialni deri-
vace) a posledni dva ¢leny jako nelinearni souc¢iny Christoffelovych symbola. Pomoci substituce
Zci# = rg (takzvany Schwarzschildiv polomér nebo také polomér horizontu uddlost?), nenulové
¢leny Riemannova tenzoru Schwarzschildovy metriky budou

t  _opl _opb _ _pt _ 0 _ ¢ _ Ts
Rl = 2Ry = 2R = ~Rlypy = 2Ry, = 2R = e,
T,
2R'gg = 2R g, = Rd)@(bﬁ = —2R'yy = —2Ry,g = —R%% = 78,
;2
_— IV ¢ g Tssinf
2R = 2R g = Ry = —2R 415 = —2R'4p = —Rgg = — —,
0 0 rs (r—7s)
thtr = 2R 0t — 2R¢t¢t - _thrt - —2R e — _2R(it¢ - 62%. (211)
Pomoci kontrakce R?,,, Riemannova tenzoru zkonstruujeme symetricky Ricciho (kfivostni)

tenzor Ry, = R,,, ktery odrazi miru lokalni deformace daného metrického tenzoru ve srov-
nani s Eukleidovskym (nebo pseudo-Eukleidovskym) prostorem. Z definice tenzorové kontrakce
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miizeme zkonstruovat Ricciho tenzor pifmo pouzitim Christoffelovych symboli jako R, =
oIty — 0,0, + Fz/\FﬁV — FZ )\F,))p. V piipadé Schwarzchildovy metriky bude Ricciho tenzor
R, =0.

Kazdému bodu Riemannovské variety (libovolné zakiiveného topologického prostoru, na
kterém je mozné mérit vzdéalenosti bodu a thly teénych vektori) mizeme piifadit jedno reélné
¢islo, dané geometrii metriky v okoli tohoto bodu, takzvany Ricciho skaldr R, definovany jako
R = g"R,,. VySe popsany matematicky formalismus ndm nyni umoZni sestavit kompletni
Einsteinovy rovnice pole (pro jednoduchost zde vynechame kosmologickou konstantu A)

R, — %gWR = SZTGTW, (2.12)
kde cela leva strana je ¢asto oznacovana jako Einsteiniv tenzor G, a kde T}, je tenzor energie-
hybnosti (viz piiklad 2.5). ,Ruéni* poé¢itani takto rozséhlych tenzora byva velmi pracné a néa-
chylné k chybam ¢i opomenutim, v soucasnosti existuje fada programt, umoznujicich analytické
i numerické pocitani s tenzory v libovolné metrice (naptiklad MATHEMATICA, Pythonovské
aplikace a podobné).



Kapitola 3
Krivocaré souradnice

Zakladni principy, tykajici se hlavnich kfivo¢arych soufadnicovych systému a transformacnich
vztaht s nimi spojenych, byly jiz uvedeny v kapitole 4 ve skriptu Pocetni praktikum. Kromé
vdlcové (cylindrické) a kulové (sférické) soustavy existuje déle cela fada specialnich kiivocarych
soufadnicovych soustav, napt. elipticka, parabolicka, konické, atd., véetné soustav neortogonal-
nich, tj. takovych, kdy jednotlivé soufadnicové sméry nesviraji pravy thel. Zvladnuti matema-
tického aparatu, popisujictho kfivocaré soufadnice, jejich vztahy a vzédjemné prevody, je pro
fyzikalni praxi nezbytné. V nasledujici piiloze si ukaZzeme podrobnéji praktické postupy pfi po-
¢itani v kartézskych, valcovych, kulovych a nékterych dalsich souradnicovych soustavéich, véetné
odvozeni metrickych tenzori, diferencidlnich operatori, vektori polohy, rychlosti a zrychleni,
atd.

3.1 Kartézska soustava

Ackoli kartézska soustava de facto nepatfi mezi kiivocaré soustavy, uvadime ji zde jako prirozené
vychozi ortogonélni soufadnou soustavou, na niz si ndzorné ukazeme zakladn{ vztahy a geome-
trické principy, které v ramci slozitéjsich, skutecné kiivocarych souradnych soustav jiz pouze
analogicky upfesnime a aplikujeme. Jeji zasadni prednosti je, Ze (jednotkové) vektory kartézské
baze (v celé kapitole 3 dale implicitné predpokladame, Ze se ,,pohybujeme” v R?, rovnéz zde
budeme pouzivat typograficky pirehlednégjsi ,stiiskové” znaceni tuéné vysazenych jednotkovych
bazovych vektort, tedy napiiklad X misto é,, atd.),

€ =Xx=(1,0,0), e, =y=(0,1,0), e,=2=(0,0,1), (3.1)

jsou konstantni (maji stale stejnou velikost a stale stejny smér), derivace téchto vektoru jsou
tedy nulové. Pro druhou mocninu vzdalenosti dvou bodu v diferencidlnim tvaru plati

ds? = da? + dy? + dz?,  coz lze zobecnit tzv. metrickou formou, ds® = Gij dztdz?, (3.2)

kde indexy i, j znaci jednotlivé souradnicové sméry (i, j = x,y, z) a zaroven tak uréuji jednotlivé
slozky 3 x 3 metrického tenzoru. Kovariantni metricky tenzor g;; kartézské soustavy ma tedy
elementarni tvar jednotkové matice. Vyznam kontravariantniho metrického tenzoru g kartézské
soustavy je formélné uréen druhou mocninou velikosti vektoru

o\ .. 0 0 d\? d\? d\?
) =i = (= - -
(88) g Ox; Ox;j (83:) +<8y> +<8z> ' (3:3)
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Zaroven musi pro kazdou metriku obecné platit g;; g = E, kovariantni a kontravariantni met-
ricky tenzor tak budou vzdy tvofit vzajemné inverzni matice. V kartézské soustavé budou mit
tedy tvar

100 /100
gy =10 1 0], ¢7=[0 1 0f. (3.4)
00 1 00 1

3.1.1 Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f(x,y, z) je v kartézské soustavé definovan (viz kapitola 5.3 ve
skriptu Pocetni praktikum) jako vektor ve tvaru

S _g0f  Lof  ,0f  (0f Of Of
Vf—gradf—x8m+yay+282—<a$, 9y 9z )° (3.5)

Gradient vyjadiuje v kazdém bodé skalarniho pole smeér nejvétsiho (nejstrméjsiho) nd-

ristu tohoto pole. Gradient vektoru (vektorového pole) A(z,y, z) je definovan jako tenzor
druhého fadu (viz kapitola 2.3 ve skriptu Pocetni praktikum) ve tvaru

- - 0 0 0
VA=gradA=(X—+y—+2— | (A X+ A,y + A.2). 3.6
g (8x+y6y+ az>(x+ W+ A.2) (3.6)
Protoze se jedna o tzv. tenzorovy soucin, kdy se jednotlivé vektory béze nésobi jako
matice, z nichz prvni je sloupcova a druha tadkova, je tfeba pro uréeni prvkia tenzoru
vzdy zachovavat jejich pofadi. Pomoci maticového formalismu mutZzeme tenzor gradientu
vektorového pole zapsat jako (viz napiiklad Arfken & Weber (2005))

X y 2

P 0A, 0A, 0A,
VA= 9 8yy 9 (3.7)

3 04, O0A, 0A,

0z 0z 0z

Maticovy zéapis gradientu vektoru je v rovnici (3.7) usporadéan jako tzv. ,rozvrzeni dle
jmenovatele“ (denominator layout). Pro podrobnégjsi vysvétleni - viz text pod rovnici 2.57
v pdf formé skript.

e Divergence vektoru (vektorového pole) A(xz,y, z) je definovéna jako skalar (skalarnf pole)

0A; A, 0A, OA,
1 0x;  Ox oy + 0z (38)

>

6-/_1':divfi’:)?,--

Divergence vektoru v ortogondlnich soustavach odpovidé stopé tenzoru gradientu vektoro-
vého pole, je tedy kontrakei tohoto tenzoru (viz kapitola 2.3 ve skriptu Pocetni praktikum).
V obecnych ortogondlnich soufadnicich muze byt zapsana ve formé

Lo o 9 . . .
V.oA= %j(hmkwrghw ok = 3z, W' 4) + T 0t AL (3.9)
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S vyuzitim rovnice (2.1) lze tento vyraz pfepsat rovnéz do tvaru

= r_ |9 ! 9 !
Cleny h; jsou tzv. Laméovy koeficienty (viz kapitola 4 ve skriptu Pocetni praktikum), ¢asto
také nazyvané Skdlovaci faktory (nezaméhnovat se stejnojmennymi Laméovymi koeficienty
v mechanice kontinua), pojmenované po francouzském matematikovi Gabrieli Lamé, kde
v prislusném metrickém tenzoru plati

hihi = gii;, h'R' = g% (3.11)

(proto nyni uvazujeme jen ortogonalni soustavy, jejichz metrické tenzory maji nenulové
prvky pouze na hlavni diagonale). Vyraz Fé’k je tzv. Christoffeliv symbol (viz kapitola 2.3
ve skriptu Pocetni praktikum) pojmenovany po némeckém matematikovi a fyzikovi Elwin
Bruno Christoffelovi, definujici tzv. cleny krivosti v kfivocarych soufadnych soustavach,

1 O9%km  O09im  O0gjk
Fl- — Ilm J _ J 12
ik = 99 ( oz + Oxy,  Oxm )’ (3.12)

kde indexy [, m jsou tzv. volné indexy, které mohou kdykoli nabyvat kterékoli z hodnot
1,2, 3, respektive z,y, z. Explicitni vyraz pro divergenci vektoru v obecné ortogonalni
soustaveé lze zapsat formou (kde i # j # k)

- 1 a 3 0
Ta je zcela ekvivalentni kompaktnéjsi formé Zépisu
- 1
V-A= 0 (hjhpAi) = (Vgh'A"). (3.14)

\f O, \f 8:02

Slozky hiA’ (v literatuie se vétsinou zkracené uvadi pouze A?) vektoru A odpovidaji (viz
rovnice (2.1)) h'A’ = ¢g"(hjA;), g je determinant metrického tenzoru, ktery je identicky s
druhou mocninou piislusného Jakobidnu soufadnicové transformace. Plati tedy

\/ldet gij| = J, \/|det gii| = Tt (3.15)

Obecné plati, Ze divergenci tenzoru fadu n je tenzor fadu n—1, divergenci tenzoru druhého
radu tak bude vektor. Kompaktni forma zépisu divergence tenzoru druhého ddu bude mit
tvar

VA = A;. (3.16)

Explicitni zapis divergence tenzoru druhého Ffadu v kartézském systému (prakticky se
jedna o maticové nésobeni vektoru s transponovanou matici; pfi skalarnim souc¢inu dvou
vektori se také jedna o maticové nasobeni dvou vektorti, kdy druhy z vektort je trans-
ponovany, tedy sloupcovy (viz kapitola 2.3 ve skriptu Poc¢etni praktikum), bude vypadat
(viz Arfken & Weber (2005))

X y b4
X Axx Al’ AQ?Z T
B} R R A v
V- Ay = X% 87 287 V| Ay Ay Ay | = (3.17)
z Azx Azy Azz
. [ 0AL: n 0ALy n 0A,, Ly 0Ay, N 0Ayy n 0Ay. n 0A,, 0A n 0A..
oz y 0z y oz oy 0z oz oy 0z
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—

e Rotaci vektoru (vektorového pole) A(z,y, z) v kartézské soustavé nazyvame vektor

- o 0A, O0A 0A 0A 0A, O0A
A — A _ 7y A €T _ z a 7y _ T ) 1
VX X(@y 8z>+y<8z 8x>+z<8x 6y> (3.18)

Obecny vyraz pro vektor rotace V x A vektoru A v libovolné ortogondlni souradné soustavé
Ize definovat zptsobem

1 A A 1 0 A l Al £

€ijk T [Vji(hieAr)] Xi = €iji Tt %(’lkz k) — i Ag| X (3.19)

VxA=

V rovnici (3.19) vyraz €, (kde vSechny tii indexy 4,7,k mohou odpovidat postupné
viem t¥em soufadnicovym smérum) odpovidé antisymetrickému, (tzv. Levi-Civitovu, viz
rovnice 2.50 ve skriptu Pocetni praktikum) symbolu, ktery nabyva hodnoty +1 pro sudé
permutace indexti, —1 pro liché permutace indexti a 0 pokud se dva nebo vice indexu
opakuje.

Diky symetrii indext ve slozkach vektoru rotace a diky tuplné antisymetricnosti Levi-
Civitova e-symbolu, se vyrazy I' é’kAl v rovnici (3.19) vyrusi, cely vyraz se tak zjednodusi
do podoby

VxA= €ijk |:(hkAk):| Q,‘. (3.20)

V kartézské soustavé, kde hi,ha, hs = 1, bude rovnice (3.20) odpovidat rovnici (3.18).
Zapiseme-li vektor rotace znovu po slozkach, dostavame
O Ao 0A., 0 y’8A$_8Az’8 y 04, .
dy 0z = 0z or ' Ox dy

(3.21)

e Laplacidn (Laplacetv operator) je definovan jako divergence gradientu, tedy V-V (pouziva
se pro néj symbol A), jedné se tedy o skalarni operator, ktery muze pusobit na skalarni
funkce, vektory (po jednotlivych slozkéach), tenzory (po jednotlivych prveich), aniz by
ménil jejich 7dd (t.j. skalar zustava skalarem, vektor vektorem, atd.). V kartézské soustaveé
mé laplacian zcela jednoduchy tvar: analogicky k rovnici (3.8), kde slozky vektoru A
nahradime slozkami vektoru gradientu, mizeme psat

0? 0? 0?

A:§~6:divgrad:—+

57t ap T e (3.22)

3.1.2 Plochy, objemy

Ozna¢me Sy, soufadnicovou plochu (viz kapitola 4.1 ve skriptu Pocetni praktikum) s konstantni
hodnotou soufadnice xj, ohranicenou soufadnicovymi kiivkami x;, x; + Ax;, x5, x5 + Axj, 1 #
j # k. V kartézské soustavé piijde napf. o plochu s konstantni hodnotou z = zg, ohranienou
pifimkami z = zg,x = o + Az, y = yo,y = yo + Ay. Vypoclet velikosti takové plochy je zde
samoziejmé zcela trivialni, pijde o obdélnik (¢tverec) s obsahem AzAy. Obecny vztah pro
vypocet velikosti takové plochy bude mit tvar

xoi+Ax; Toj +A-'Ej
Sk = / / J{j dz; dz;, (3.23)

04 oy
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kde JZ{]- je druh& odmocnina absolutni hodnoty determinantu (minoru) piislusné submatice me-
trického tenzoru. V uvedeném piipadé by se jednalo o determinant JZ-’]- = /19955 — 9ij95il-
Integrand rovnice (3.23) definujeme jako plosny element dSy = J,L-’j dz;dz;. V kartézské sou-
stavé budou determinanty vSech t¥{ submatic JZ(j = 1. Dale, ozna¢ime-li V' objem, vymezeny
soufadnicovymi plochami s konstantnimi soutadnicemi x;, x; + Ax;, xj, x; + Axj, 2, 2 + Az,
i # j # k, obecny vztah pro vypocet velikosti takového objemu bude mit tvar

woi+Am; T0jTAT; zop+Amy,
V= / / / J dx; dxj dzy, (3.24)
o4 Zoj Tok
kde J je druhd odmocnina absolutni hodnoty determinantu metrického tenzoru (Jakobianu,
viz rovnice (3.15)). Integrand rovnice (3.24) vyjadiuje objemovy element dV = J dx; dz; dxy.

V kartézské soustavé opét J = 1, vymezeny prostor bude mit tvar pravoihlého kviadru o objemu
AzAyAz.

3.1.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

V kartézské soustavé je zapis vektortt velmi jednoduchy, polohovy vektor #, vektor rychlosti v
a vektor zrychleni @ budou mit postupné tvar,

F=xX+yy+22=(z,y,2), (3.25)
Loodr - . A
U= =X + Uy + 22 =0 X +vyy + 0.2 = (Vg, vy, 2), (3.26)
. U o n aa - . A
a:a:xx+yy+zz:azx+ayy+azz:(ax,ay,az), (3.27)

kde & = dz/dt, § = dy/dt a 5 = dz/dt.

3.2 VaAlcova soustava

Valcova soustava muze byt vhodna pro popis celé fady osové symetrickych a rotacnich jevi,
napi. elektrického a magnetického pole okolo pfimych vodi¢ti, vird v tekutinach, galaxii, hvézd-
nych diski, atd. Soufadnicové sméry jsou (viz rovnéz kapitola 4.2 ve skriptu Pocetni praktikum):
p - vzdélenost od osy valcové symetrie, ¢ - azimutalni thel, z - vyska. Pfevod z vélcové do
kartézské soustavy je dan vztahy!

T =pcos¢, y=psing, z=z. (3.28)

Pro zpétnou transformaci z kartézské do valcové soustavy plati

p=+Vr2+y? ¢ =arccos L, ¢ = arcsin L, ¢ = arctgg. (3.29)
2 +y2 2 +y2 xT

Jednotkové vektory vélcové baze budou mit v kartézské soustavé tvar (viz obrazek 3.1)

p = Xcos¢d+ ysing = (cosp,sin g, 0), (2) = —Xsin¢ + y cos ¢ = (—sin ¢, cos ¢, 0),
2=1(0,0,1). (3.30)

1V dalsim popisu budeme rozlisovat p pro radialni valcovou soufadnici,  pro radialni kulovou soufadnici.
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Obrazek 3.1: Schéma vzajemné transformace jednotkovych bazovych vektoru kartézské a valcové sou-
fadné soustavy (viz rovnice (3.30)). Osa z je pro obé soustavy shodné a miff z poGatku smérem k nam.

Jedinym konstantnim bazovym vektorem tak bude vektor Z, ostatni bazové vektory méni smér
v zavislosti na dhlu ¢. Nenulové derivace bazovych vektorti ve sméru soufadnicovych os a
nenulové ¢asové derivace bazovych vektort budou (z rovnice (3.30))

o iy 9% _0pos ;.
a—qb_(—smcﬁ,cosgzﬁ,O)—cﬁ, ot~ 04 ot = ¢9,

4 ) 0 0p0 .

8;12 = (—cos¢,—sing,0) = —p, £ = 8;12333 = —po. (3.31)

Pokud budeme derivovat jednotkové vektory valcové baze ve sméru kartézskych souradnicovych
0s, potom napft. ve sméru osy x dostaneme

op 0 ) 0 x Yy __ssing

or 8:1:<COS¢7S]H¢7 0) = Ox <\/$2+y2’ \/x2+y270> =—¢ p

op 0, _ sing

%_ 81‘< Sln¢7cos¢7 O)_p p : (332>

Obdobné ziskdme derivace ve vSech ostatnich smérech. Zpétna transformace jednotkovych ba-
zovych vektort (viz rovnice (3.30)) bude

)?:f)cos¢—$sin¢, )?:f)sin¢+q/i;cos¢, Z2=2. (3.33)

Metrickou formu valcové soustavy snadno odvodime, uvédomime-li si, ze vzdalenost dvou bodu
v prostoru musi byt nezavisla na volbé& soufadného systému, tedy ds? z rovnice (3.2) se musi
pro vSechny soufadné soustavy rovnat. Z rovnice (3.28) dostaneme,

dx =cos¢dp — psingde, dy=singdp+ pcosede, dz=dz, (3.34)
dosazenim do rovnice (3.2) dostavame metrickou formu valcové soufadnicové soustavy,
ds? = dp® + p? d¢? + dz2 (3.35)

MiZeme tedy napsat kovariantn{ (g;;) i kontravariantni (¢%/) metricky tenzor a také (viz rov-
nice (3.11)) piislusné Laméovy koeficienty valcové souradnicové soustavy,

10 0 ot
0 0 1 0 0 1

Nenulové Christoffelovy symboly valcové metriky z rovnice (3.12) budou

P _ ¢ ¢ _1
I‘¢¢— p,F¢p(Fp¢)—p. (3.37)
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3.2.1 Diferenciilni operatory

o Gradient skalarni funkce f(p, ¢, z) ve valcové soustavé odvodime z rovnice (3.5), kam za
jednotkové bazové vektory dosadime vyrazy z rovnice (3.33) a jednotlivé slozky gradientu
rozvineme Tetézovym pravidlem pro derivace. Po rozepsani dostavame

0f dp _ 8f 8¢ 8f8z>

Vf = (peose — fsing) (a 9z T 060r | 920z

” ~ ofop Of0¢p Of 0z LOf
—i—(psm¢+q.’)cos<b> (8 8y+8¢8y+828y +zaz. (3.38)
Jednotlivé nenulové parcialni derivace vypocitame z rovnice (3.29),
@_795 = cos ¢ %—— J __sinqﬁ
83?_,/5324_3/2_ ’ 6(13_ x2+y2_ P ’
dp Yy ) d¢p x cos ¢
r _ - = = ) 3.39
oy 2ty P By Tty p (3.59)
Po dosazeni a tupravé dostaneme vyslednou podobu gradientu skalarni funkce,
- f ~10 f f of 10f Of
v == - =, =, = ]. 3.40

Nyni jiz za jednotkové vektory véalcové baze nedosazujeme jejich slozky z rovnice (3.30),
kde jsme je ,,vidéli“ ze soustavy kartézské. Analogicky k rovnici (3.6) (tenzorovy soucin) a
s pouzitim rovnice (3.40) je potom gradient vektorového pole ff(p, @, z) ve valcové soustave
definovéan jako tenzor druhého fadu ve tvaru

VA = < q‘s a5+ ;) (4pp+ As + A.2). (3.41)

Na rozdil od kartézské soustavy zde jiz jednotkové bazové vektory p a qAS nejsou kon-
stantni, operator gradientu tedy fakticky ptisobi i na né (jejich derivace jsou rozepsany
v rovnici (3.31)). Pomoci maticového formalismu mizeme tenzor gradientu vektorového
pole ve vélcové soustavé zapsat

A

p é b4
5 94, DA, DA,
Op Op op
VA= 5| 194, Ay 104y A, 104; | (3.42)
pOd p pdp  p p 0P
. dA, 0A, OA,
z N —_—
0z 0z 0z

Stejného vysledku docilime i jinym postupem, napf. s pouzitim formalismu Christoffelo-
vijch symbolii (viz rovnice (3.37)), kde na rozdil od rovnice (3.19) zapiSeme

1 1 0

VA= (R Ap)] R Ry =
\Y B (Vj(hipAr)] Rj Xk Wt 9z

—— (hiAg) — Thh Ay | %% (3.43)

Postup podle rovnice (3.43) lze ovSem pouzit pouze pro ortogonalni soufadné soustavy,
postup podle rovnice (3.41) plati zcela obecné.



Kapitola 3. KTivocaré souradnice

e Divergence vektoru (vektorového pole) [f(p, ¢, z) je ve valcovych soufadnicich ve smyslu
rovnice (3.41), analogicky k rovnici (3.8), definovana jako skalar (skalarni pole)

=

VA=

19 104, aA
;a*p(PAp)+ 20 +

Porovnanim s rovnici (3.42) opét vidime, Ze divergence je stopou tenzoru gradientu vekto-
rového pole. Divergenci tenzoru druhého Tddu, popsaného matici 3 x 3, bude vektor (tenzor
1. fadu). Explicitni formu zapisu divergence tenzoru druhého radu ve vélcovych souradni-
cich (srovnej s rovnici (3.17) zde jiz uvadét nebudu, zajemce odkazuji na literaturu, napf.
Abramowitz & Stegun (1972), Young (1993), Arfken & Weber (2005), atd.

(3.44)

e Rotaci vektoru (vektorového pole) ff(p, ¢, z) ve valcové soustavé, kde h, = 1, hg = p, h, =
1, odvodime podle jiz uvedeného vztahu (3.20). Dostavame

L. (104, 0Ay\ . (0A, OA. 9 04, .
VXA<p3¢ 8z>p+(8z )(i)-i- [ap(ﬂAqb) 6 | (3.45)

e Laplacidn odvodime (viz rovnice (3.22)), nahradime-li v rovnici divergence (3.44) slozky
vektoru A odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (3.40). Dostavame

19 ([ 0 19> 9
_1 9 4
pOp <pé’p> " 2092 T 922 (3.46)

3.2.2 Plochy, objemy

Stejné jako v kartézské soustavé oznacme Si souradnicovou plochu s konstantni hodnotou sou-
fadnice xj, ohrani¢enou souradnicovymi kfivkami x;, ; + Az, x5, x; + Az, i # j # k. Ve val-
cové soustavé pujde napt. o plochu s konstantn{ hodnotou z = 2y, ohrani¢enou polopfimkami
¢ = ¢1,¢ = ¢2 a kiivkami (kruznicemi) p = p1, p = p2. Vypocet velikosti takové plochy jiz neni
tak zcela trivialni, jako v kartézské soustavé, pujde o prunik kruhové vysece s plochou mezi
dvéma soustfednymi kruznicemi. Pokud budeme uvazovat jinou plochu, napt. s konstantni sou-
fadnici p = pg, ohrani¢enou soufadnicovymi plochami ¢ = ¢1,¢ = ¢a, 2z = 21,2 = 29, ptijde o
¢ast valcové plochy. Pii vypoétech velikosti téchto ploch vyjdeme z rovnic (3.23) a (3.36),

P2 22 2 2

So= [ [ vamgzdodz = [ [ pdods = paon
¢1 21 $1 21
z2 P2 z2 P2
S¢://W/gzz gppdzdp:// dzdp = AzAp, (3.47)
zZ1 p1 Z1 pP1
p2 b2 p2 b2
S.= [ [ Vamaidods - //pdpd¢— P Ping
L @1 1 P1

Ve vilcovém soutfadnicovém systému budou nediagonélni ¢leny submatic J;; (viz rovnice (3.23))
nulové. Oznacime-li V objem, vymezeny soufadnicovymi plochami s konstantnimi soufadnicemi
p1, P2, G1, P2, 21, 22, velikost tohoto objemu dle rovnice (3.24) bude

V= 777pdpd¢dz - p1A¢A (3.48)

P11 21
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Obdobnym zpisobem mitZzeme pomoci stanoveni integra¢nich mez{ vypocitat v daném souiad-

vvvvvv

3.2.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pfi popisu vektort ve valcové soustavé vyjdeme z jejich popisu v soustavé kartézské a dosadime
vBechny rovnice pro derivace jednotkovych vektort i vektorovych slozek (rovnice (3.28) - (3.33)).
Polohovy vektor a vektor rychlosti ve valcové soustavé budou

. . N ,\ . L dr 1A A
F=xX+yy+z22=pp+ 22, U:E:pp—kpd)(b—i-zz. (3.49)
Tento tvar lze o¢ekavat, vzhledem k tomu, Ze polohovy vektor vzdy vychézi z pocatku soufadnic.
Vektory rychlosti a zrychleni jsou zéroven definovany jako

—

. A 2 . - du R - .
T=v,p+ vy +v.2, a= 3 = P +agp +a.Z. (3.50)

Derivovanim rovnice (3.49) podle ¢asu dostavame jednotlivé slozky vektoru zrychlen,

dv,
dt

dvg
dt

ap:p—qu2:d—tp—p¢2, ap = pp+2pp = +pd, a,=3=—=. (3.51)
Protoze d/dt = 9/0t + ¥ - v (Fetézové pravidlo pro derivovéani, v tomto p¥ipadé pro parcialni
derivace ¥ = 9(t, p, ¢, z)), potom zrychleni, vyjadiFené pomoci slozek vektoru rychlosti bude

ov, Ov, g 0v, v, U?g
AR R Rl R Y 3.52
o "o, Yo T T, (3.52)

('D‘~ﬁ)vp

a, =

B vy Ovy vy Ovg Ovy  Vpvg

Ay = ot + Upaip ? a¢ Vy D2 P ; (353)
(ﬁ'ﬁ)vd)
0 = v, 0v, vy 0v, t o, ov, (3.54)

ot o T e T

(17-6)1}2

3.3 Kulova soustava

Kulova soustava je vhodné pro popis jevi s centralni symetrii, jako jsou napt. fyzikalni pole,
tvorena hmotnymi body, astronomickymi télesy, atd. Jeji zdkladni popis naleznete jiz v kapitole
4.3 ve skriptu Pocetni praktikum. Mimo jiné se implicitné pouziva také v kartografii, kde sou-
stava poledniki a rovnobézek je vlastné soustava azimutalnich a elevacnich thlovych souradnic
(viz dale). Zde je ovSem eleva¢ni tihel poé¢itan jinym zptusobem, v ,, matematické konvenci® roste
od 0 do 7 (polarni thel), v ,kartografické konvenci roste od —m/2 do m/2 (eleva¢ni thel),
navic v opatném smyslu vi¢i sméru néartistu azimutalni soufadnice. Soufadnicové sméry jsou:
r - vzdéalenost od stfedu kulové symetrie, 6 - polarni uhel, ¢ - azimutéalni thel. Pfevod z kulové
do kartézské soustavy je dan vztahy

r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, 2z =rcosh. (3.55)
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Obrazek 3.2: Schéma vzajemné transformace jednotkovych bazovych vektori kartézské a kulové souradné
soustavy (viz rovnice (3.55)). Bazové vektory ortonormalni kartézské béaze jsou vyznaleny silné ¢erné,
béazové vektory ortonormalni kulové baze jsou vyznaceny silné cervené. Obecny bod P je urfen svym
polohovym vektorem 7, smér bazového vektoru €, je totozny se smérem vektoru 7. Carkovand ervens
je znazornéna Gast poloroviny S, prochézejici osou z s konstantni souradnici ¢ (rostouci od osy x
k poloroving S,), bazovy vektor €, je k této poloroving kolmy a je (v pravoto¢ivé soustavé) vici ni
kladné orientovan. Béazovy vektor €y je k obéma predchozim bazovym vektorim rovnéz kolmy a je
orientovan ve sméru nartistu souradnice 6 (rostouci od osy z k vektoru 7), tedy tak aby bazové vektory
kulové soustavy v pofadi podle rovnice (3.57) tvoiily pravotoc¢ivou soustavu.

Pro zpétnou transformaci z kartézské do kulové soustavy plati

T:‘/l'2+y2+22,

. 22 4 o2
0 = arccos —————, 0 = arcsin i, (3.56)
/7% + 42 1 22 2 4 y? + 22
¢ = arccos * , ¢ = arcsin Y , ¢ = arctg Ly
12 + y2 22 + yQ €T

Analogicky k rovnici (3.30) budou mit jednotkové vektory kulové baze v kartézské soustavé tvar
(viz obrazek 3.2)

r

Xsinf cos¢ + ysinfsin ¢ + 2 cos = (sin b cos ¢, sin 0 sin ¢, cos §),
6 = Xcosfcosp+ ycosfsing — Zsinf = (cos b cos ¢, cosf sin ¢, —sin §), (3.57)
QAS = —Xsin¢ + y cosp = (—sin ¢, cos ¢, 0).

V kulové soustavé neni zadny z vektort baze konstantni. Derivace bazovych vektort ve sméru
jednotlivych soufadnicovych os budou (z rovnice (3.57)),

ol OF 4 or  ~ .

ar = a0~ " gg — P

06 06 96 -

—8r = 07 % = —r, % = ¢COS 0, (358)
op 06 o6 .. . 4

E_O’ 89_0, 96 rsinf — @ cosf.
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Casové derivace bazovych vektori budou

OF OF00 OFOp . n.
a_%aJr%E_aeJrcbﬂssme,
06 _ 0000 0600 _ L\ 2500 (3.59)

ot 000t o960t

06 _ 0999 = —Fsinf — éq'bcosﬁ.

ot 0¢ Ot

Zpétnou transformaci jednotkovych bazovych vektori (viz rovnice (3.57)) dostavame

X = Fsin@cos¢+écos€cos¢— (f)sirub,
y = Fsinfsin ¢ + écos@sin¢+ g?)cosd), (3.60)
5 =Fcosf— Osinb.

Metrickou formu pro kulovou soustavu dostaneme diferencovanim rovnice (3.55),

dx = sinf cos ¢ dr + rcos cos ¢ df — rsin 6 sin ¢ do,
dy = sinfsin ¢ dr + r cos 8 sin ¢ df + r sin 6 cos ¢ do, (3.61)
dz = cosfdr — rsinf dd,
dosazenim do rovnice (3.2) dostavame kulovou metrickou formu
ds? = dr? + 2 d6* + r?sin” 0 d¢?. (3.62)

Kovariantni (g;;) i kontravariantni (¢%/) metricky tenzor a také (viz rovnice (3.11)) p¥islugné
Laméovy koeficienty kulové soufadné soustavy budou,

1 0 0
1 0 0 1
g =0 » 0 , ¢7=10 3 0 . he=1,hg=r, hy =rsinb. (3.63)
0 0 7r%sin?6 0 0 1
r2sin? 6

Podle rovnice (3.12) odvodime nenulové Christoffelovy symboly kulové metriky,

1
0 6 . 0 .
Lo = —1, Ty (Trg) = Fﬁr (F¢ ) = = Loy =—r1 sin? 6, [y = —sinfcosd, Fia (I‘&) = cotg¥.

ré
(3.64)

3.3.1 Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f(r,0,¢) v kulové soustavé odvodime podle rovnice (3.5), kam
za jednotkové bazové vektory dosadime vyrazy z rovnice (3.60) a jednotlivé slozky gradi-
entu rozvineme fetézovym pravidlem pro derivace. Po rozepsani dostavame

= P A A of o of 00  of 0
Vf:(rsm@cosgb+acosﬂcos¢—¢51n¢) (51{83;4_8]9‘?6?;1:—1_8558(5:) +

a - . A of or 9f 00  Of ¢
+(rsm951n¢+0cos€s1n¢)+¢cos¢>) <8T 3y + a0 9y + 8d)8y) + (3.65)
of or 8f89)

+ (rcosG—HsmG) <87~82+8982
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Jednotlivé parcialni derivace vypocitame z rovnice (3.56),

or z . 00 Tz cos 6 cos ¢
— = ———— =sinflcos¢p, — = = )
9r /a2 4 y? + 22 9r  \[x? +y? (22 + 32 + 22) r
or Y ) ) 00 yz cos 0 sin ¢
— =——"— =ginfsing, —— = = 5
Ay a2 +y? + 22 9y a2+ 2 (2 +y? + 2?) r

or z — cosd 00 a*+y?  sind

0z \fa2 42 + 22 ’ 0z 2?2 +y?+22

% Yy __sinqﬁ

Ox 22 +y2  rsing’
dgp  x  cos¢
dy  a2+y?  rsind’ (3.66)
Po dosazeni a tpravé dostaneme vyslednou podobu gradientu
— 87f ~1 8f 1 87f _ 8i laif Laif
Vi = "or * 60+¢rsin08¢_ Or’ rdf’ rsinfdep )’ (3.67)

Opét zde za jednotkové vektory kulové baze jiz nedosazujeme jejich slozky z rovnice (3.57),
kde jsme je ,vidéli“ ze soustavy kartézské. Analogicky k rovnici (3.6) (tenzorovy soucin),
s pouZitim rovnice (3.67), je potom gradient vektorového pole A(r,0,¢) v kulové soustavé
definovan jako tenzor 2. fadu ve tvaru

0 210 -~ 1 09

R ) (Arr + Agh + A¢¢) . (3.68)

Na rozdil od vélcové soustavy zde operator gradientu jiz ptisobi na vSechny jednotkové ba-
zové vektory (jejich derivace - viz rovnice (3.58)). Pomoci maticového formalismu miizeme
tenzor gradientu vektorového pole v kulové soustavé zapsat (Arfken & Weber, 2005)

A A

r 7] 1)
S o 04y 04,

or or or
Siog| 1044 L4y | 4, 104,
r 00 r r 00 r r 00

>

rsinf 0¢ r  rsinf 0¢ r cote rsinf 0¢

1 04, A 1 04y A 1 04, A, A
0 ? 04 A6 g0 a¢+—+imw

(3.69)

Stejného vysledku docilime i v tomto pripadé napf. s pouzitim formalismu Christoffeloviych
symboli (viz rovnice (3.37)) dle obecného vztahu (3.43), tento postup lze ovSem pouZit
pouze pro ortogonalni souradné soustavy, zatimco postup podle rovnice (3.68) plati zcela
obecné.

Divergence vektoru (vektorového pole) ff(r,@,gﬁ) je v kulovych soufadnicich ve smyslu

rovnice (3.68), analogicky k rovnici (3.8), definovana jako skalar (skalarni pole)

1 0 1 04,
rsin 6 960 (sinf4) + rsind ¢

(3.70)

Porovnanim s rovnici (3.69) opét vidime, Ze divergence je stopou tenzoru gradientu vek-
torového pole.
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e Rotaci vektoru (vektorového pole) A(r, 6, ¢) v kulové soustavs, kde h, = 1, hy = 7, hg =
rsin @, odvodime podle rovnice (3.20), v tomto piipadé dostaneme

- - 1 o0 . 0Ap| . 1| 1 04, 0 A
VXA_rsiHG 00 (sin6 Ag) = 8¢}r+r [sin@ ¢  or <TA¢)]0

1[0 0A, ] »

+r[8r (rdp) — 89]¢' (3.71)

e Laplacidn odvodime (viz rovnice (3.22)), nahradime-li v rovnici divergence (3.70) slozky
vektoru A odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (3.67), vysledny tvar,
zapsany v kompaktni formé bude

10 9 1 0 0 I
A= (22 2 (snol )y —— 7 72
r2 or (r 87“) + r2sin 6 0 (Sm989> * 72 sin? 0 O¢? (3:72)

3.3.2 Plochy, objemy

Stejné jako v predchozich soustavich oznacme S} souradnicovou plochu s konstantni hodnotou
soufadnice xj, ohrani¢enou soufadnicovymi kiivkami xz;, x; + Az, x5, x5 + Axj, 1 # j # k.
V kulové soustavé pijde napf. o plochu s konstantni hodnotou r = rg, ohrani¢enou dvojicemi
kiivek (kruznicemi) se soufadnicemi 6 = 61,60 = 02 a ¢ = ¢1,¢ = ¢2. Vypocet velikosti takové
plochy jiz zde neni vibec trividlni, pijde o ¢ast plochy s dvoji kfivosti, ohrani¢enou dvéma
rozbihajicimi se soufadnicovymi plochami (v nichZ lezi kiivky se souradnicemi ¢ = ¢1, ¢ = ¢2)
a dvéma kruznicemi se stfedy na spolecné ose, avSak lezicimi v ruznych rovinach, kolmych
na tuto osu (kiivky se soufadnicemi 6 = 61,0 = 63). Pokud budeme uvazovat jinou plochu,
napf. s konstantni souradnici ¢ = ¢q, ohrani¢enou souradnicovymi plochami § = 61,0 = 05, r =
r1,r = 79, piijde o ¢ast kruhové vysece, omezené dvéma soustiednymi kruznicemi. Pti vypoctech
velikosti téchto ploch vyjdeme opét z rovnice (3.23) a z rovnice (3.63), tedy

02 @2 b2 b2
SrZ//\/Mded¢=//rzsin9d9d¢:r2(cose1—00392)A¢57

01 o1 01 ¢1

¢2 T2 b2 T2

7“2—’/“2

59://md¢dr=//rsmed¢dr= 2~ sinfAg, (3.73)

$1 T1 $1 71

ro O ro 02

T2—T2

S¢://\/mdrd9://rdrd0: 2,

r1 01 T 61

V kulovém, tedy opét ortogonalnim soufadném systému, budou vSechny nediagonalni ¢leny
submatic Jj; (viz rovnice (3.23)) nulové. Ozna¢me tradicné V objem, vymezeny soufadnicovymi
plochami s konstantnimi soufadnicemi 71,79, 61,62, ¢1, P2, tvar takového utvaru odpovida v
tomto pripadé pruniku jehlanu s koncentrickou sférickou mezivrstvou (mezikoulim). Vztah pro
vypocet velikosti takového objemu bude mit dle rovnice (3.24) tvar

Ty O3 ¢2
3_.3
V= ///7‘2 sinfdrdfde = 2 3 0 (cos 01 — cosba) Ag. (3.74)

1 01 ¢1

V ortogonalnim kulovém soutfadném systému obdobné jako ve valcovém systému miizeme Jako-
bian J stanovit jako /Grr Goo Gsé = r2sin @. Tato metoda umozni pii vhodném stanoveni inte-

vvvvvv
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3.3.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pti popisu vektortu v kulové soustavé vyjdeme z jejich zakladniho popisu v soustavé kartézské,
zahrneme vSechny rovnice pro derivace jednotkovych vektort i slozek vektort (rovnice (3.55)-
(3.60)). Polohovy vektor a vektor rychlosti v kulové soustavé budou

dr d (r?)

_': )? v 2: ;‘\ _’:—_
r=rX+yy+=z rr, v ar I

— P4 <9é+q5$sin9>. (3.75)

Tento zaveér lze opét ocekivat, uvédomime-li si, ze polohovy vektor vychéazi z po¢atku soufadnic.
Vektory rychlosti a zrychleni jsou zaroven definovany jako

—

& =aq,r+ agé + ad)g’z’\). (376)

7= v, F + vg0 b, =
vt + Vg +U¢>¢7 dt

Derivovanim rovnice (3.75) podle ¢asu dostavame jednotlivé slozky vektoru zrychleni v kulové
soufadné soustave,

: : dv, - :

ar =i — 162 — 12 sin2 0 - ;; — 12 — r¢?sin26, (3.77)
. . . d . .

ag = r0 + 270 — r¢? sin 0 cos 0 = % + 70 — r¢? sin 0 cos 0, (3.78)

ap =rosinf + 27¢sinf + 2rf¢ cos 6 = % + r¢sinf + rog cosb. (3.79)

Protoze d/dt = 9/0t + ¥ - v (Fetézové pravidlo pro derivovani, v tomto pfipadé pro parcialni
derivace U = ¥(t,r, 0, ¢)), potom zrychleni, vyjadiené v kulové soufadné soustavé pomoci slozek
vektoru rychlosti bude

ov, ov. vy Ovy vy Ovy v3 + Ui
= . Yo . - : 3.80
“ ot v or + r 00  rsinf 0¢ r (3.:80)
(1‘)’~§)vr
Ovg Ovg vy Ovg vy Ovg vy 7)?,5 cotg 6
=5 T+ ——7 A - ; 81
AT v or r 00  rsinf 8¢+ T r (3:81)
(5 )vp
vy Ovg g Ovg vy Ovg VU VeUg cOtg O
_ %, s V00U | U OUs : 3.82
% ot v or * r 00  rsinf 0¢ r r ( )
(6-6)'%

Bylo by jisté moZzné popsat mnohem vice podrobnosti, napt. operace s vektory a tenzory v ramci
popisovanych soustav, atd., zde jsou ukazany alespon nékteré postupy spise z praktického po-
hledu. V dalsich odstavcich ukédZeme strucéné alespon jednu neortogonélni soufadnou soustavu,
jejiz popis byl do jisté miry vyvolan tvorbou numerické vypocetni sité pro hydrodynamické
modelovani konkrétniho fyzikalniho jevu.

3.4 Elipticka soustava

Dale stru¢né uvedeme tii specifické ortogonalni soustavy, které mohou souviset s predchozi té-
matikou nebo s uvedenymi ptiklady (pfipadné mohou mit zajimavé fyzikalni uplatnéni) - elip-
tickou, parabolickou, a ,anuloidovou*. Dvourozmérné eliptickd souradna soustava (viz obrazek



Kapitola 3. Kiwocaré souradnice

3.3) je definovana dvéma t¥idami souradnicovych kfivek s konstantnimi parametry o € (0,00) a
7 € (0,27) (toto znaceni neni zcela ustalené, v raznych literaturach mtze byt rizné), se dvéma
spoleénymi ohnisky v bodech [—a, 0], |a, 0]. V trojrozmérné verzi pfibude jesté (valcova symet-
rie vzhledem k ose z, soustava se potom nazyva eliptickd-vdlcovd) azimutéalni ahlovy parametr

¢.

Obrazek 3.3: Schéma dvourozmérné eliptické soustavy v roviné x,y, spoleéna ohniska jsou v bodech
[—a, 0], [a, 0]. Modife vyznacené jsou eliptické kiivky s konstantnim parametrem o, s posloupnosti

stantnim parametrem 7, s posloupnosti (zprava do leva) od 7 = 0 do 7 = 7 s intervalem 7/12. V troj-
rozmérné verzi (viz popis) potom vyobrazenému sméru y odpovida smér z.

Transformacni rovnice z kartézské do eliptické soustavy v trojrozmérném piipadé budou
x =acoshocosTcosp, y=acoshocosTsing, z=asinhosinT. (3.83)

Z definice hyperbolického sinu a kosinu

sinhz = % (3.84)
X —x
coshzx = % (3.85)
a z exponencialniho vyjadreni sinu a kosinu
ir _ —iz
sing = % (3.86)
1T 1T
cosT = % (3.87)

snadno odvodime zpétné transformadni vztahy, které ovSem budou mit (v pravoto¢ivém poradi
proménnych o, ¢, 7) komplexni tvar (rovinu p-z, kde p = \/x? + y2, si mizeme predstavit jako
Gaussovu rovinu),

1 .
o== [argcosh priz + argcosh ,012] , ¢ = arctg y,
2 a a T

1 : .
T== [argcosh piiz argcosh d 12} . (3.88)
2i a a
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Metrickéd forma takové eliptické soustavy bude mit tvar
ds? = a? [(cosh2 o sin? 7 + sinh? o cos? 7') (da2 + d7'2) + cosh? o cos® T d¢2] =
=a? [(sinh2 o + sin? T) (d02 + d7'2) + cosh? o cos® T dng] =
= a® [(cosh? 0 — cos® 7) (do® + d7?) + cosh? o cos® 7 d¢?] . (3.89)

Kovariantni metricky tenzor g;; a piislusné Laméovy koeficienty eliptické soufadné soustavy
v poradi sméra o, ¢, 7 budou,

a? (sinh2 o + sin? 7) 0 0
gij = 0 a® cosh? o cos? 7 0 , (3.90)
0 0 a? (sinh2 o + sin? T)
he = aV/sinh? o + sin’ 7, hg=acoshocost, h;= aV/sinh? o + sin? 7. (3.91)

Kontravariantni metricky tenzor ¢g* diagonalni metriky bude tenzor s pfevracenymi hodnotami
prvki na hlavn{ diagonale. Jakobiédn soutfadnicové transformace z kartézské do eliptické soustavy
bude

2

J=d (simh2 o +sin” 7) cosh o cos T = a? (cosh2 o — cos® ) cosh o cos T, (3.92)

jakobidnem zpétné transformace bude vyraz J~!. Nenulové Christoffelovy symboly eliptickeé
metriky (viz rovnice (3.12)) budou (kde & = cosh 20 — cos 27),

sinh 20 sin 27
Fga = _Fgr = F;T(F:U) = T? F:’T = _F;U = FZT(FZO') = ?7
sinh 20 cos? 7 cosh? o sin 27
_ _ @ ¢\ _ @ @\ _
g¢ =5 ng) =—5 FU¢(F¢U) = tanh o, Fm(l“w) =—tg7. (3.93)

Diferenciélni operatory gradientu skalarni funkce, divergence a rotace vektoru a laplacidnu bu-
dou mit (s pouZzitim formalismu Laméovych koeficient pro ortogonalni soustavy a také rovnic
(3.14) a (3.20)) v této eliptické soufadné soustavé postupné tvar,

- of 97 of
Vf — ( oo 09 or ) , (394)

M 9
a\/sinh2 o +sin2 7 acoshocosT a\/sinh2 o+ sin? T

L. % (\/sinh2 o + sin? 7 cosh o AU>
V-A= — — +
a (smh o + sin 7') cosho
% % (\/simh2 o +sin® T cosT AT)
— — (3.95)
acoshocost a (smh o + sin 7') COS T
_ o cosh Ja%(cos TAy) — V/sinh? o + sin? 7 Ba‘?l; R
a\/ sinh? o + sin® 7 cosh o cos 7
% (\/sinh2 o +sin?7 AT> — % (\/sinh2 o +sin’7 AJ) .
+ +
a (sinh2 o + sin? 7') ¢
Vsinh? o + sin? 7 242 — cos 72 (cosh o A )
+ % % * %, (3.96)

a\/ sinh? o + sin? 7 cosh o cos 7
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32
A 8% (cosha%) + 8% (cos Ta%) 262
a? (Sinh2 o + sin? 7') coshocosT  a2cosh?ocos? T

(3.97)

Ostatni operatorové identity a geometrické parametry odvodime analogickym zptisobem jako v
pripadé valcové nebo sférické souradné soustavy.

3.5 Parabolicki soustava

Parabolickd soufadna soustava je ve dvourozmérné verzi (viz obrazek 3.4) definovana dvéma
tfidami parabolickych soufadnicovych kiivek s konstantnimi parametry u a v (toto znaceni
opét neni zcela ustalené, v riznych literaturach muze byt rizné) a se spoleénym ohniskem v
bodé [0, 0]. V trojrozmérné verzi pfibude jesté (valcova symetrie vzhledem k ose z, soustava se
potom nazyva parabolickd-vdlcovd) azimutalni tthlovy parametr ¢.

Y

Obréazek 3.4: Schéma dvourozmérné parabolické soustavy v roviné z,y. Modie vyznacené jsou kiivky

se stejnou posloupnosti konstantnich parametri v. V trojrozmérném p¥ipadé (viz popis) potom vyobra-
zenému sméru y odpovida smér z.

Transformacni rovnice v trojrozmérném pripadé budou

r=wuvcoso, y=uvsing, z= — (3.98)

Zpétné transformadni vztahy v pravoto¢ivém pofadi proménnych u, v, ¢ budou mit tvar

u:\/ 24+ y2+ 22+ 2, v:\/\/x2—|—y2+z2—z, qS:arctgg. (3.99)
x

Metricka forma parabolické soustavy bude mit tvar

ds® = (u2 + 02) (du2 + dU2) + u?0? dg?. (3.100)

Kovariantni metricky tenzor g;; a piislusné Laméovy koeficienty parabolické soufadné soustavy
v poradi smért u, v, ¢ budou,

u?+02 0 0
gi=1 0 w402 0 |, he=VuR4+0? hy=VuR+02 hy=uww.  (3.101)
2

0 0 uZv?
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Kontravariantni metricky tenzor ¢” diagonalni metriky bude tenzor s pievracenymi hodno-
tami prvka na hlavni diagonale. Jakobian soufadnicové transformace z kartézské do parabolické
soustavy bude

J = (u® +0?), (3.102)

jakobidnem zpétné transformace bude vyraz J~!. Nenulové Christoffelovy symboly parabolické
metriky (viz rovnice (3.12)) budou,

u v v u
FZUZFZU(FZU): u2+027F3v:FZU(Fgu):u2+02’rzu:_u2+v2’ngz_u2+v2’
2 2
w . uv v o wv g ey 1 g 1
b0 = "o Yoo = g2 Tue Taw) = 10 Tog Tge) = - (3.103)

Diferenciélni operatory gradientu skalarni funkce, divergence a rotace vektoru a laplacidnu bu-
dou mit (s pouzitim formalismu Laméovych koeficienti pro ortogonalni soustavy a také rovnic
(3.14) a (3.20)) v parabolické souradné soustavé postupné tvar,

af of
Vf= ( Ou dv ! af) : (3.104)

Vi + 02 VuZ 02 w9

& (wWETEA) & (WETEA) ) aa,

vy =% 3.105
v u(u? + v?) * v(u? 4 v?) * o¢ ( )
S A 8%(1“)14(;5) — \/u2+02%} it \/uQ—HJQ% — %(uvAd)) o
uvvu? + v? uvvu? 4+ v?

2 (\/u2 + 02 Av) -2 (\/u2 + v? Au) .
, 3.106
+ u2 + 2 ¢ ( )

19 (. 8 19 (0
A _ udu (uge) + 5o (V) L s (3.107)
- (u? + v2) uZv? 9¢? '

Ostatni operatorové identity a geometrické parametry odvodime obdobné jako v pripadé valcové
nebo sférické souradné soustavy.

3.6 ,,Anuloidova® soustava

V tomto piipadé také nebudeme uvadét uplny popis vSech vztaht a operétorti, i s ohledem
na to, ze dana soustava je prili§ ,specifickd“, resp. tyki se pouze jednoho typu geometrického
télesa, tzv. anuloidu (toroidu) - viz obrazek 3.5 (popis soustavy rovnéz odkazuje k piikladim
7.55 a 7.66 ve skriptu Pocetni praktikum). UkdZeme pouze, jak je mozné flexibilné adaptovat
principy, odvozené pro piedchozi ,univerzalni“ geometrické systémy na (v podstaté jakykoli)
specialni piipad. Anuloidem nazyvame téleso, které vznikne rotaci kruznice okolo osy, ktera lezi
v roviné této kruZnice a nema s ni spoleény bod (vznikne tak valcové symetrické trubice - torus,
pripominajici ,,dusi pneumatiky*).


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js17/pocetni_praktikum1/web/ch02_s03.html
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*{|
.. 0sa anuloidu

Obrézek 3.5: Pri¢ny fez anuloidem v roviné p-z, jednotlivé sméry odpovidaji vilcové soustave.

Oznacime-li R polomér osy toru, a polomér trubice (toru), r radialni vzdalenost uvnitf
trubice vzhledem k ose trubice, ¢ thlovou soufadnici vnitiku trubice a znaceni ostatnich smérta
bude odpovidat standardni cylindrické notaci, tj. p bude odpovidat radialni vzdélenosti od osy
celého anuloidu, ¢ bude azimutélni thel anuloidu a z vertikilni soufadnice (vSe je vyznacené
v obrazku 3.5), mtiZzeme za anuloidové (proménné) soutfadnice povazovat r, ¢, t (v pravoto¢ivém
smyslu). Transformaé¢ni vztahy muZeme zapsat néasledovné,

x=(R+rcost)cosp, y=(R+rcost)sing, z=rsint. (3.108)

Vztahy pro zpétnou transformaci budou mit v tomto piipadé tvar

2
r= \/(\/:Bz +y? - R) + 22, ¢ = arctg %, t = arcsin : - . (3.109)
\/(\/;U2—I—y2—R> + 22

Kovariantni metricky tenzor g;; a pfislusné Laméovy koeficienty anuloidové souradné soustavy
budou,

1 0 0
gij= 10 (R+rcost)? 0|, h.=1,hy=R+rcost, hy =r. (3.110)
0 0 2

Vzhledem k tomu, Ze jde o diagonalni metriku, bude kontravariantnim metrickym tenzorem
g% zpétné transformace rovnéz tenzor s prevracenymi hodnotami prvka na hlavni diagonéle.
Jakobian soufadnicové transformace z kartézské do anuloidové soustavy tedy bude

J =r(R+rcost), (3.111)

jakobidnem zpétné transformace bude opét vyraz J~!. Ostatni parametry lze snadno odvodit
analogickym zptisobem jako v pfedchozich soustavach.

3.7 Priklad neortogonalni soustavy

Podivejme se nyni na jiny mozny geometricky pripad, ktery mize vyzadovat zavedeni neorto-
gonalni soufadné soustavy. Jedna se o geometricky popis rozsahlého plynného disku, rozprosti-
rajiciho se okolo velmi rychle rotujici a tudiz silné zplostélé hvézdy, ktery je v blizkosti hvézdy
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velmi tenky a ve velkych vzdalenostech od hvézdy se vyrazné vertikilné rozsifuje. Zaroven je
samoziejmeé rotatné (valcové) symetricky. Obréazek 3.6 schématicky znazoriuje tuto soustavu ve
vertikalni roviné p-6 (¢ = konst.), souradnicové sméry zde jsou: p € (0, 00) - radialni cylindricka
soufadnice, ¢ € (0,2m) - azimutalni thel, § € (—m/2,7/2) - eleva¢ni thel, ktery je pocitan
v kladném a zdporném sméru od rovnikové roviny. I kdyZ eleva¢ni tthel miZe byt definovan
v uvedeném intervalu (s vyloucenim krajnich bodu), prakticky vzhledem k charakteru popi-
sovanych jevi pfichazi v uvahu interval § € (—n/4,7/4). Volné parametry (kromé zvoleného
rovnikového poloméru hvézdy Req) jsou maximalni cylindricka radialni vzdalenost p = Rpyax &
maximalni eleva¢ni thel, oznaceny jako Opax (zrcadlové k nému je Onin). Soustava je valcoveé

/

0sa soustavy

Obrazek 3.6: Schématicky obrazek cylindricko-konické souradné soustavy v roviné p-6 (¢ = konst.).
Modré ¢arkované ¢ara, prochazejici obecnym bodem P vyznacuje priinik souradnicovych ploch Sy a Sp.
Rotacéné zplostéla hvézda je zvyraznéna barevnou elipsou.

symetrickéd, osa symetrie je kolmé k roviné disku (z = 0 A # = 0) a prochézi stfedem hvézdy
(p = 0). Miizeme ji tedy nazyvat napiiklad cylindricko-kénickou soustavou? (standardni,
tzv. konickd souradna soustava znamend néco ponékud jiného - jde o ortogonalni soustavu,
definovanou soustfednymi kulovymi plochami a dvéma tfidami vzajemné ortogonalnich obecné
eliptickych kuzelovych ploch s osami x a z, s vrcholy v po¢atku souradného systému).

2Jako zkraceny pracovni nazev budeme v daldim textu pouzivat vyraz diskovd soustava. Radialni a azimutalni
soufadnice jsou shodné se soustavou vélcovou, jednotlivé soufadnicové sméry tedy znaéime p, ¢, 0, jednotkové

A

bazové vektory znacime p, qli\), 6.
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Transformaéni rovnice z této cylindricko-konické do kartézské souradné soustavy jsou (pro
lepsi grafickou prehlednost budeme v rovnicich této souradné soustavy pro tangens pouZivat
v anglicky psané literatufe zavedené oznaceni tan, namisto v ¢eské literature bézného tg)

T =pcos¢p, y=psing, z=ptand. (3.112)

Pro zpé&tnou transformaci z kartézské do diskové soustavy dostavame?

p =22+ 1y2 qS:arctg%, 0 = arctg (3.113)

2
Va2 +y? ‘
Analogicky k rovnicim (3.30) a (3.57) budou mit jednotkové vektory diskové baze v kartézské
soustavé tvar (viz pravidla pro s¢itani vektort)
p = Xcos¢+ ysing, g?) = —Xsin¢ + y cos ¢,
6 = —(Xcos¢p+ ysing)sinf + Z cos 0. (3.114)

Zpétnou transformaci jednotkovych bazovych vektori (viz rovnice (3.114)) dostavame

psind + 0

A1
cos (3.115)

X = pcos¢p — ésinqb, y= ﬁsinqb—l—écosqb, z=

V diskové soustavé neni zadny z vektort béze konstantni. Derivace bazovych vektorti ve sméru
jednotlivych soufadnicovych os budou (z rovnice (3.114))

op op - op
ap_()? a¢_¢7 80_0’
0¢ _ o6 _ 2
5 = 0, 95~ P 59 =0 (3.116)
06 96 . 06 p+6sing
87p—0, %—7¢Slne, %—*7(3089 .
Casové derivace béazovych vektort budou
0p  0pobs, 0P 0h0p
o " a6 ® o " asar - PP
00 _ 0009 0000 PO _ 5o é6tane. (3.117)

- =4 =
ot 0¢ ot 00 dt cos 6
Metrickou formu pro diskovou soustavu odvodime diferencovanim rovnice (3.112),

dr =cosopdp — psingpdep, dy =singdp+ pcosddg, d;:ztan@dp—kﬁd@7 (3.118)

dosazenim do rovnice (3.2) dostavame nediagonalni diskovou metrickou formu ve tvaru

gs? — dp? 2psin @

dpdf + p? (d¢? + —— | . (3.119)

cos2 f cos3 6 cost

3V této soustavé plati pro azimutalni soufadnici ¢ uplné stejné transformaéni rovnice jako v pripadé valcovych
soufadnic.
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Kovariantni a kontravariantni metrické tenzory soustavy se soufadnicemi v poradi p, ¢, 6 budou

1 : sin 6 cos 0
o Psin 0 1 0 X707
cos? cos? 6 1 p
psiné 0? sin 6 cos 0 cos? 0
0 _ERTERE . 227
cos? 6 cost 6 p p?

Jacobiho matice transformace z kartézské soustavy a matice inverzni transformace budou

cos¢ —psing 0 cos ¢ sin ¢ 0
] sin ¢ cos ¢
Jij = | sin ¢ pcoso 0 7 Ji;I _ — p p 0 :
tan b 0 _P_ cos ¢ sin 6 cos 0 singsinfcosf cos?0
cos? 6 - -
(3.121)

prislusné jakobiany tedy budou,

2 29
J = |det Ji;| = \/|det gij| = COZTQ’ gl = (detJigl‘ — \/|det gii| = CO; . (3.122)

Nenulové Christoffelovy symboly diskové metriky jsou

1
0o, (1) =T%(r§,) = > %, = —p, T, =sinfcosd, T, = 2tg0. (3.123)

ProtoZe se nejedné o ortogonalni metriku (vyjadienou diagonalnim metrickym tenzorem), ne-
definujeme zde zadné Laméovy koeficienty.

3.7.1 Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f(p, ¢,0) v diskové soustavé odvodime stejnym zptsobem, jako
v pfedchozich soustavach. Jednotlivé nenulové parcidlni derivace pro diskovou soustavu z
rovnice (3.113) budou

@:L:cosgb @:_ Yy :_sinqb
8$ 1/;p2+y2 ’ 833 l'2+y2 1%

I

op Y i 0¢ x cos ¢
oy g By A
a0 Tz _ cos¢sinfcosf
Or et (ayR 4 2?) p ’
00 yz sin ¢ sin @ cos 6

ay VR +? (22 + 92+ 22) P ’
00  Ja?+y?  cos’d

0z 2+y?4+22 p

Stejné jako v predchozich soutfadnych soustaviach dostavame gradient skalarni funkce,

Vb0 pLOL gentO (W 10 00 paz

Op’ pdd’ p 00



Kapitola 3. Kiwocaré souradnice

Stejnym postupem jako v predchozich soufadnych soustavich miZeme také ziskat ten-
zor gradientu vektorového pole, ktery muzeme pomoci maticového formalismu v diskové
soustavé zapsat,

A A

p ¢ 0
. 0A, DAy 94y
P Op Op Op
VA= 5| 194, _As 104y A, Agsind 194y . (3.125)
pod  p p oy p P p 0
~| cos@O0A, A cos 0A, cos 0Ay Apsind
p 00 p p 00 p 00 p

e Divergence vektoru (vektorového pole) ff(p, @, 0) je v diskovych soutfadnicich opét defino-
vana jako skalarni soucin vektoru gradientu s obecnym vektorem, tedy

6-112(“8 ~1 90 écosﬁa

Z ) (A,p+ Ayd+ Ay 12
Pyt 5550 ae) (pp+ o+ 90), (3.126)

kde ov8em, na rozdil od ortogonalnich systémii, nejsou obecné skalarni souciny rozdilnych
vektor baze nulové, tedy nemusi platit e;e/ = §7. Jmenovité v tomto systému bude
nenulovy soudin

eied =p- 6 = —sino. (3.127)
1#]
Primym vypoctem a po tpravach dostavame

10 10A; cosf@0Ay sinf [ O 0A
~—(pA - — — (pA —L\. 12

Na rozdil od ortogonalnich soustav neni v tomto piipadé divergence jednoduchou stopou
tenzoru gradientu vektorového pole (3.125), nybrz je t¥eba jesté pfi¢ist prvky na vedlejsi
diagonale (respektive ty, které odpovidaji nenulovym prvkim metrického tenzoru (3.120)),
néasobené skaldrnim souc¢inem piislusnych jednotkovych vektorti, v tomto piipadé rovnici
(3.127).

e Rotaci vektoru (vektorového pole) A(p, ¢, ) v diskovgich souradnicich nemiizeme odvodit
podle rovnice (3.20) (soustava neni ortogonélni), v tomto pfipadé musime provést pfimy
vypocet z definice rotace vektoru,

> x (Apﬁ + Agd+ Agé) : (3.129)

kde musime nejprve provést viechny (nenulové) derivace jednotkovych bazovych vektori
(viz rovnice (3.116)), potom vektorové souciny. Ponechame-li pouze nenulové komponenty,
tj. vypustime-li nulové derivace jednotkovych bézovych vektort a také ¢leny se stejnymi
bazovymi vektory a tedy s nulovym vektorovym soucinem, dostavame explicitni vyraz

> o ~(0Ay Ay 10A > A A <1 0Ay c0893A¢>
VxA=pxp| L+ -=-L)+ox0(-= — +
¢< dp — p p 09 ¢ p 0 p 00

~  (cosh OA 0Ap Ay
0 L —— .
N Xp( p 08  Op p)

=}

(3.130)
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Vektorové souciny bazovych vektorti zde ovSsem nebudou tak jednoduché, jako v pripadé
ortogonalnich soustav, na zakladé rovnice (3.114) pro sudé permutace dostaneme

p+0sind -

~ psinf+60 - 5
psind +6 . 0xp=deoso. (8.131)

pxo= , dx0=

cosf cosf

Po dosazeni a tpraviach dostaneme vyslednou podobu rotace vektoru v diskové soustavé,
- o tand | 0 04, 1 1 04p 0Ay
A= — (pAy) — —F
v { p[%@¢) w]* Qwew %>}+
~ (cos® 0A 0
6—L — — (pA
¢{ p {COS 0 dp (o 9)]}+

(1 [0 04,1 sin@ [ 1 0Ag 0A
a{pCOSQ [8/) (pAs) - 8¢]+ p (cos@ dp 00 )} (3.182)

e Laplacidn odvodime z rovnice divergence (3.126), ve které nahradime slozky vektoru A
odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (3.124), vysledny tvar (neni nutné
zde opakovat podrobny vektorovy zéapis, postup je zcela obdobny, jako v predchozich
pripadech), zapsany v kompaktni formé bude

10 2 iﬁ+c0s9g cs@g _sin29 0?2
pop\"op) " 2ag2 T 2 a6

A — (3.133)

3.7.2 Plochy, objemy

Stejné jako v predchozich soustavach odvodime velikosti zakladnich ploch a zakladniho objemu
prostorové buiiky, tj. plochy a objem, ohrani¢ené jednotlivymi souradnicovymi plochami (véetné
stejného zptisobu znaceni, dalsi znaceni viz také obr. 3.6). Objem jedné buiiky soufadnicové sité

bude

P2 @2 02
/,0 dp/dgb/cosze p3 (¢2 — ¢1) (|tan f2] — [tan 6,). (3.134)
P1 b1 01

Determinanty submatic metrického tenzoru, odpovidajici jednotlivym plocham prostorové bunky
(zpusob znaceni je popsan v ramci popisu valcové a kulové soustavy) budou

2

p , P P

To= ois 1T wog 0 3.135
P o200’ TP cos20’ P cosh ( )
a plochy jednotlivych buné¢k sité budou mit velikost
¢2 62
%= / d)/cosze *(62 — ¢1) (Jtan 62| — [tan 6, ), (3.136)
o1 01
02 P2
do p3 — pi
Sy = / s [ pdo =20 (tan o] — [1an 1), (3.137)
01 p1
R S B O
P2 —P1\P2 — P1
N dp | do = : 1
% cos 0 /p p/ ¢ 2 cos 6 (3.138)
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3.7.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pfi popisu vektori v diskové soustavé vyjdeme jako obvykle z jejich zakladniho popisu v soustaveé
kartézské, zahrneme vSechny rovnice pro derivace jednotkovych vektorii i vektorovych slozek
(rovnice (3.112)-(3.117)). Polohovy vektor v diskové soustavé bude

pp + épsin@

1
cos2 0 (3.139)

Fr=xX+yy+22=

Tento zévér jiz neni tak nazorny a snadno predstavitelny, jako v piipadé pfedchozich typu
soufadnic. Vektor rychlosti ¥ bude

U:ﬁ<p+p9tan0>+q3p¢+é<ptan0+ ad ) (3.140)

cos2 6 cos 6 cos3 6

Vektory rychlosti a zrychleni musi byt zaroven definovany jako

—

. . A A dU . A A
T=0v,p+ V40 + 190, @@= i app + apd + agh. (3.141)

Derivovanim rovnice (3.140) podle ¢asu dostavame jednotlivé slozky vektoru zrychleni v diskové
soufadné soustaveé

B p + tan 0]pf + 20(p + pd tan 0)] o dy, 9 0 . pb
@ = cos2 6 — PP = dt o= cos? 0 prand + cos20 |’
S dw,
ap = pp + 2pp = Tf + po, (3.142)
1. p0 + 20 (p+ pftan ) dvg  tan6é [ . o0
0= osg |PY + cos2 § dt cosf \ P + cos2 §

7 uvedenych rovnic snadno zjistime, Ze pro hlavni ¢leny sloZek rychlosti plati

(vg — v, sinf) cos O

p=v,—vgsinb, gf)zv—(z), 0= (3.143)
P p
Protoze dv/dt = 0U/0t + U - V7, mitzeme napsat zrychleni, vyjadiené v diskové souradné
soustavé, pomoci slozek vektoru rychlosti
v, 0v,  vg 0v, cos 0 Ov, Ui +v3 v,vg sin 0
_ 9% OV U0 9 _ 3.144
a5 = 5, —I—Upap+pa¢—|—vg PR P PR ( )
(ﬁ-%)vp
gy = L2 4, Q6 VO | cOSODVs | Usly  Vovosing (3.145)
ot dp  p 09 p 00  p P
(7356)1145
Ovg Ovg vy Ovg cos 0 Jvy vg sinf v,y sin? @
— 20 vy eZY A . 3.146
W= T T e T, o0 p p (3.146)
(17-6)1}9

Cleny na pravych stranach rovnic (3.144)-(3.146), spojené svorkou, vyjadfuji (nelinearni) ad-
vekei, zbyvajici ¢leny reprezentujici tzv. fiktivni (setrvacné) sily - odstfediva sila, Coriolisova
sila, Eulerova sila.
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Porovnanim rovnic (3.112) a (3.143) muZeme zapsat slozky vektoru rychlosti v,, vy, vg v dis-
kové soustavé pomoci slozek vektoru rychlosti v, ¢y1, V¢, cy1, V. ve standardni vélcové souradné
soustavé (odstavec 3.2). Dostavame tak vzajemny vztah mezi velikostmi sloZek rychlosti v obou
soustavach,

/ 2 2
VPR Y (3.147)

z
Vp = Vp, eyl + ;vz = Up eyl TV tan0, vy = Vg cyl, Vo= ; V, = it

Vezmeme-li dale v ivahu vertikalni hydrostatickou rovnovahu v takovém disku, dP/dz = —pg.,
kde P je skalarni tlak a g, je vertikalni slozka gravita¢niho zrychleni, dostavame pro vertikalni
slozku rychlosti v, = 0. Pohybové rovnice (3.144)-(3.146) tak budou identické s odpovidajicimi
pohybovymi rovnicemi (3.52)-(3.54) ve standardni valcové geometrii.
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Strucény tivod do parcialnich
diferencialnich rovnic

Parcialni diferencialni rovnice obsahuji na rozdil od oby¢ejnych diferencialnich rovnic (viz ka-
pitola 3 ve skriptu Pocetni praktikum) parcialni derivace podle vice proménnych. Jedné se
napiiklad o vyvojové (transportni) rovnice prvniho fadu (tzv. Burgersova rovnice), které jsou
jednosmérné v ¢ase a zpravidla sméfuji k néjakému ustalenému stavu, o rovnice druhého radu,
popisujici termodynamické déje, tedy tzv. parabolické parciélni diferencialni rovnice, o parciélni
diferencialni rovnice, popisujici periodické d&je (vinova rovnice) - tzv. hyperbolické parcialni
diferencialni rovnice, nebo se jedna o tzv. eliptické parcialni diferencialni rovnice (Poissonova
rovnice, Laplaceova rovnice), atd. Déleni parcidlnich diferencialnich rovnic na jednotlivé typy
je iz praktického hlediska podstatné, ponévadz kazdy z nich se zpravidla fesi jinym zpusobem.

4.1 Parcialni diferencialni rovnice 1. fadu

4.1.1 Homogenni parcialni diferencialni rovnice 1. radu

Nejjednodussimi parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi jsou linedrni homogenni rovnice 1. fadu
dvou nezavisle proménnych x, y, vyskytuji se zde tedy pouze prvni (parcialni) derivace v linear-
nim vyrazu

Ou(z,y) u(,y)
a(z,y)——= 4+ b(x,y)——= = 0. 4.1

(,y)—5 (2,y) 9y (4.1)
Regenim takové rovnice bude funkce u(z,y). Funkci dvou proménnych, reprezentovanou plo-
chou, mizeme charakterizovat pomoci vrstevnic z = z(s), y = y(s), kde s je parametr. Funkce
U [w(s), y(s)} je tedy na vrstevnicich konstantni, miZeme ji povaZovat za funkci jedné proménné

(parametru s),

dufz(s),y(s)] Judr dudy

-2 - = 4.2
ds 8xds+8yds 0 (42)

kdy hledame FeSeni systému obyéejnych diferencialnich rovnic (tzv. charakteristické soustavy)

dz dy

P a(z,y), Pl b(x,y), (4.3)
které oznacujeme jako charakteristiky (také 1. integral). Obecnou rovnici charakteristik potom
definujeme jako ¢(z,y) = C a obecné feseni rovnice dvou proménnych lze zapsat jako u(z,y) =


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js17/pocetni_praktikum1/web/ch02_s03.html
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js17/pocetni_praktikum1/web/ch02_s03.html

Kapitola 4. Strucny dvod do parcidlnich diferencidlnich rovnic

P [gp(:p, y)] , kdy funkci @ 1ze povazovat za libovolnou funkci jedné proménné ¢. V piipadé rovnice
n nezavisle proménnych bude mit obecné reseni tvar

w(xy, ..., xy) = @[cpl(xl, ey ey on—1(X, . ,$n)} (4.4)

e Priklady reSeni linearnich homogennich parcialnich diferencialnich rovnic:
1. Mé&jme zadanou jednoduchou homogenni rovnici dvou nezavisle proménnych,

ou ou

2 2

2220 2% 45
o Yoy (4.5)
charakteristicka soustava tedy bude dz/ds = 22, dy/ds = y?, jejim fefenim budou cha-
rakteristiky —1/x = s+ C1, —=1/y = s + Ca a po vylouceni parametru s dostavame
1)y —1/x = C = ¢(x,y). Vysledné obecné feSeni tedy bude

u(z,y) = q><1 - 1). (4.6)

Yy T

2. Jiny jednoduchy pfiklad mize pfedstavovat napiiklad homogenni rovnice

ou 50U
— =6z"— 4.7
jejiz charakteristicka soustava bude dz/ds = 1, dy/ds = —622, kdy Fesenim prvni rov-

nice soustavy bude charakteristika 2 = s + C; a protoze dy = —6 (s + C;)?ds, druha
charakteristika bude y = —2s% — 6s2Cy — 65 C% + Co. Vyjadiime-li z prvni charakte-
ristiky s = ¢ — C a tento vyraz dosadime do druhé charakteristiky, dostavame rovnici
y+ 223 =203 + Oy = C = ¢(x,y). Vysledné obecné feseni tedy bude

u(z,y) = ¢(y + 2563). (4.8)

K tomuto vysledku Ize ovSem dospét mnohem rychleji, uvédomime-li si, ze v pripadé
homogenni rovnice dostaneme vydélenim rovnic charakteristické soustavy oby¢ejnou dife-
rencidlni rovnici 1. ¥adu, tedy (dy/ds)/(dz/ds) = dy/dz = —62% a tedy y = —22° + C.

3. Mg&jme zadanu homogenni rovnici t¥ proménnych z,y, z,

(z—y)ZZ—i—(:c—z)?gj%—(y—x)gz—O, (4.9)
s okrajovou podminkou u(0,y, z) = yz. Charakteristickd soustava v tomto piipadé bude
dz/ds = (z — y), dy/ds = (z — 2), dz/ds = (y — x), po jejim secteni dostavame dx/ds +
dy/ds + dz/ds = 0 a po integraci podle s dostavame x + y + z = C;. Protoze zadana
rovnice obsahuje tfi proménné, potiebujeme jesté jednu obecnou rovnici charakteristik,
napiiklad vynésobenim kazdé charakteristiky odpovidajici proménnou dostaneme vyrazy
zdx/ds = (z — y)z, ydy/ds = (z — 2)y, zdz/ds = (y — x)z. Po jejim sefteni (opét
s nulovym souctem), po jeji integraci podle s a po vynasobeni dvéma (kdy =’ = dz/ds,
atd.) dostavame 2zz’ 4 2y’ + 222/ = 0 a tedy 22 + y? + 22 = C. Obecné feseni bude

u(z,y,2) = ®(z+y+ 22> + y* + 2%). (4.10)

Po dosazeni okrajové podminky dostaneme <I>(y +z,9% + 22) = yz, ozna¢ime-li y 4+ z =

€, y? + 22 = 1, mizeme psat <I>(§, 77) = (£2 —n)/2. Explicitnim feSenim okrajové tlohy

bude funkce

(x+y+2)%— (2% +y?+ 22
2

u(z,y,2) = =y +rz + yz. (4.11)
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e Nelinearni homogenni parciilni diferencidlni rovnice - neviskézni Burgersova
rovnice:

Jedna se o nelinearni rovnici (nazyvanou také transportni rovnice) funkce u(¢, x) dvou nezévisle
proménnych ¢,z (kdy v prostorovém ¢lenu je tato funkce nasobkem, tj. vy$si mocninou), ktera
popisuje nelinearni postupnou vlnu. V jednorozmérném pripadé mé podobu

ou ou
5 tug =0. (4.12)

Charakteristické rovnice vzhledem k rovnici (4.12) budou

dt dx

d
=1, = u atake . (4.13)

ds dt

Z prvni rovnice vyplyva t = s, jako parametr mtuzeme tedy zvolit piimo ¢. TTeti rovnice Fiké, Ze
u je konstantni podél charakteristik, ze druhé rovnice potom vyplyva, Zze charakteristiky budou
pfimkami v roviné z,t. ReSeni druhé a tfeti charakteristické rovnice je jednoduché:

r=ut+Cq, u=Cs. (4.14)

Uvédomime-li si, ze Co musi byt funkei C1, tedy Cy = C2(C1), substituci z —ut za C; dostavame
obecné TeSeni parcidlni diferencidlni rovnice:

u(z,t) = Co(x — ut) = ®(z — ut). (4.15)

Pro jednozna¢né urceni obecné funkce ® zavedeme pocate¢ni (okrajovou) podminku, napiiklad
u(x,0) = . Potom muzeme psét u(xz,0) = Cy [z —u(z,0) - 0] = z a tedy C2(x) = x. Dostavame
rovnici u = x — ut, vysledné jednoznacné feSeni v tomto pripadé bude

xr
14t

u(z,t) = (4.16)

4.1.2 Nehomogenni parcialni diferencialni rovnice 1. radu

Nehomogenni parcialni diferencialni rovnici 1. fddu dvou nezavisle proménnych miiZzeme obecné
zapsat ve tvaru

du(z, y) u(z,y)
— — = . 4.1
a(z,y) =5 = +b(z,y) oy flz,y) (4.17)
Obdobné jako v pripadé homogenni rovnice miZeme psat
du|z(s), y(s) Ooudr Oudy
Qulel) vl _ oude | oudy _ g, ) (a.15)

ds T Oz ds 8731@ N
kde potom hleddme FeSeni systému charakteristickych rovnic

dx

ds = a(z,y), =b(z,y), % = f(z,y). (4.19)

v
ds
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e Priklady reSeni linearnich nehomogennich parcialnich diferencialnich rovnic:

1. Uvazujme jednoduchou nehomogenni parcialni diferencialni rovnici dvou nezavisle promén-

nych
ou Ou
+

— = x s okrajovou podminkou u(z,a) =1, (4.20)

8z ' Ay

kde a je konstanta. Ze systému rovnic (4.19) vyplyva charakteristicka soustava dx/ds =
1, dy/ds = 1, du/ds = x. Vydélenim prvnich dvou charakteristickych rovnic a napiiklad
tfeti a prvni, dostavime charakteristiky C; = y — x, Co = u — 2%/2. Dostavame tedy

obecné feSeni parcidlni diferencialni rovnice ve tvaru:

Oy — x,u—x2/2) =0, (4.21)

kde ® je libovolna funkce charakteristik. PfepiS§eme nyni rovnici pomoci okrajové podmin-
ky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(a — x,1 — 2%/2) = ®(C1,C3) = 0, z prvni

charakteristiky potom vyplyva © = a — Cq, z druhé charakteristiky dostaviame Cy

1—(a—C4)?/2. Posledni vyraz mizeme piepsat jako 1—(a—C1)%/2—Cy = ®(Cy, C3) = 0,
po dosazeni do charakteristik dostaneme explicitn{ vyraz 1 —[a? —2a(y—z)+ (y—z)?] /2—

u + 22 /2 = 0. Vysledné feseni okrajové tilohy pro zadanou rovnici potom bude

y2 + a2
2

w(@,y) = zy +aly —x) -

2. Nehomogenni parcialni diferenciélni rovnice dvou nezavisle proménnych mé tvar

ou ou 9 9

2 2
i R
y@:ﬁ oy Y

+1. (4.22)

— x*, s okrajovou podminkou u(z,a) = z* — a”, (4.23)

kde a je konstanta. Ze systému rovnic (4.19) vyplyva charakteristickd soustava dz/ds =
y, dy/ds = —x, du/ds = y? — 2. Viimnéme si, ze v tom piipadé plati y do/ds+x dy/ds =
du/ds. Rovnice dy/dx = —x/y, jeji integrace dava prvni charakteristiku x? + y? = Cj.
Rovnici ydz/ds + x dy/ds = du/ds muzeme zapsat jako d(zy)/ds = du/ds, po jeji inte-
graci dostavame druhou charakteristiku u—xy = Cy. Obecné FeSeni parcidlni diferenciélni

rovnice bude mit tvar:

d(2® 4+ y*,u—xy) =0, (4.24)

kde @ je libovolna funkce charakteristik. PfepiSeme nyni opét rovnici pomoci okrajové pod-
minky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(2? +a?, 2% — a® — ax) = ®(C1,Cs) = 0.
Z prvni charakteristiky vyplyva x = +1/C — a2, z druhé charakteristiky potom vyplyne
rovhice pro obé charakteristiky ve tvaru C; — 2a®> F av/Ci —a? — Cy = 0. Po dosa-
zeni pivodnich vyrazt do charakteristik dostaneme explicitni vyraz 22 + y? — 2a® T a(j:

\/m) —u + a2y = 0. Vysledné feseni okrajové tlohy pro zadanou rovnici bude
u(z,y) = 2% +y* + 2y — a/22 +y? — a2 — 2d°. (4.25)

e Priklady reSeni nelinearnich nehomogennich parcialnich diferencialnich rovnic:

1. Nehomogenni nelinearni parcialni diferencialni rovnice dvou nezévisle proménnych mé

tvar

o 2
rust + yu— = —xy, s okrajovou podminkou u (a:, a) = h, (4.26)
Ox oy x
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kde a, h jsou konstanty. Ze systému rovnic (4.19) vyplyva charakteristickd soustava
dz/ds = zu, dy/ds = yu, du/ds = —zy. Integrace rovnice dy/dz = y/x dava prvni cha-
rakteristiku y/z = C7. V&imnéme si, Ze v tomto ptipadé plati y dx/ds 4+ x dy/ds = 2 uxy,
tuto rovnici miizeme tedy zapsat jako d(wy)/ds = —2udu/ds = —du?/ds, po jeji inte-
graci dostavame druhou charakteristiku u?+xy = Cy. Obecné feseni parcialni diferencialni
rovnice bude mit tvar:

o (ﬂ’ u? + xy) =0, (4.27)
x

kde @ je libovolna funkce charakteristik. PrepiS§eme nyni opét rovnici pomoci okrajové
podminky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(a?/x2, h? + a?) = ®(Cy, Cs) = 0.
Z prvni charakteristiky vyplyva 2 = ++/a?/C1, z druhé charakteristiky potom vyplyne
rovnice pro obé charakteristiky ve tvaru h? + a? — Cy = 0. Po dosazeni piivodnich vyrazi
do charakteristik dostaneme explicitni vyraz h? + a? — u? — 2y = 0. Vysledné Feseni
okrajové tlohy pro zadanou rovnici bude

u(z,y) =/ h?+a? — zy. (4.28)

2. Nehomogenni nelinedrni parcialni diferencialni rovnice dvou nezavisle proménnych ma
tvar

0 0
yu—u _aut =g y, s okrajovou podminkou u(x,z) = h, (4.29)

Oz oy

kde h je konstanta. Ze systému rovnic (4.19) vyplyva charakteristickd soustava dx/ds =
yu, dy/ds = —zu, du/ds = z — y. Opét zde integrace rovnice dy/dx = —x/y dava prvni
charakteristiku 2 + y? = Cy. Rovnici dz/ds + dy/ds = d(x + y)/ds miiZzeme zapsat jako
d(z + y)/ds = u(x — y) = udu/ds, po jeji integraci dostavame druhou charakteristiku
u? + 22 + 2y = Cy. Obecné fedeni parcialni diferencialni rovnice bude mit tvar:

O (2 + y? u? + 22 4 2y) = 0, (4.30)

kde ® je libovolna funkce charakteristik. PrepiSeme nyni opét rovnici pomoci okrajové
podminky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(2x2, h? + 42) = ®(C1,Cq) = 0.
Z prvni charakteristiky vyplyva x = £+./C1/2, z druhé charakteristiky potom vyplyne
rovnice pro obé charakteristiky ve tvaru h? £ 4,/C1/2 — Cy = 0. Po dosazeni ptivodnich
vyrazi do charakteristik dostaneme explicitni vyraz h%+2v2+/22 + y2 —u? — 22 —2y = 0.
Vysledné feSeni okrajové tlohy pro zadanou rovnici bude

u(z,y) = \/2\/2(332+y2) —2x — 2y + h2. (4.31)

Analogickym zptisobem lze fesit (témér) jakoukoli parcialni diferencialni rovnici 1. fadu. Pod-
statné je vidy nalezeni jisté symetrie v zadani rovnice, ktera umozni sestaveni charakteristickych
rovnic a nalezeni pfislusnych charakteristik. Zajemce o hlubsi porozumeéni této problematice od-
kazuji napfiklad na skripta Arsenin (1977); Pospisil (2006); Franca (2011).
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4.2 Parcialni diferencialni rovnice 2. fadu

4.2.1 Kilasifikace parciilnich diferencialnich rovnic 2. radu

Obecné parcialni diferencialni rovnice 2. fadu funkce wu(z,y) (pro jednoduchost se omezime
pouze na funkce dvou proménnych) ma tvar:
(@9 T+ arala ) + ) T
a11(z,y) == + a2z, y) =—— + ax(z,y)=—
1z, y 2 12\T, Y 910y 22{T, Y 912
ou ou

+ bl(:l:a y)% + bQ(xa y) ay

+c(z,y)u+d(z,y) = 0. (4.32)
nebo, ve zjednodugené notaci, pouzivané v dalsim textu (u, = Ou/0x, Uz = 0%u/0x?, atd.) :

a11 (2, Y)uzz + a12(2, Y) gy + a22(2, y)uyy+
+ b1(@, Y)ua + ba2 (@, y)uy + c(z,y)u + d(z,y) = 0. (4.33)

Typ rovnice (v pripadé funkce dvou proménnych) je uréen nésledujicimi podminkami:

a11a29 — a%Q =0 rovnice parabolicka, (4.34)
a11age — a3y < 0 rovnice hyperbolicka, (4.35)
aiiage — a3y >0 rovnice elipticka. (4.36)

Upravou obecného tvaru rovnice transformaci do novych proménnych prostfednictvim kvadra-
tické formy lze ziskat kanonicky tvar rovnic:

a1 (z, y)uy —a2(T,y)uyy +...=0 rovnice parabolicki,
a11(x, Y)Uugy — a22(T, Y)Uyy + ... =0 rovnice hyperbolicka, (4.37)
a11(x, Y)Ugey + a22(T, Y)Uyy + ... =0 rovnice eliptické.

V pfipadé rovnice vice proménnych je situace komplikovanéjsi, typ rovnice je jednozna¢né urcen
tzv. matici kvadratické formy, resp. druhem jeji definitnosti. Pfikladem transformace obecného
polynomu druhého stupné na kvadratickou formu miize byt:

1\% 1 2
() L2

3 3
yc—i-1 2+§2
3] T oY

5
3

2 2
3x2+2xy+2y2:3<a:2+my+y2> =3 3 9 3

1\> 5,

T+ 3y="6&

¢ €2, coz lze zapsat jako:
Y=q2

Substituci { } dostavame 3 £2 +

3 0
&
(& &) 0 g <£2>- (4.39)

Obdobnym zptisobem miiZeme transformovat obecnou parcidlni diferencialni rovnici 2. fadu:
pokud je diagonélni matice kvadratické formy pozitivné nebo negativné definitni, tj. jeji vlastni
hodnoty (viz rovnice 2.17 - 2.19 ve skriptu Pocetni praktikum) jsou bud v8echny kladné nebo
vSechny zaporné, potom se jedna o rovnici eliptickou. Pokud je diagonélni matice kvadratické
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formy indefinitni (tj. kdy nékteré vlastni hodnoty jsou kladné, nékteré zaporné), potom se
jedna bud o rovnici hyperbolickou (odlisuje se znaménko pouze jedné vlastni hodnoty) nebo
ultrahyperbolickou. Pokud je diagonélni matice kvadratické formy semidefinitni (nékteré vlastni
hodnoty jsou nulové), potom se jedna se o rovnici parabolickou (jedna vlastni hodnota je nulova),
pripadné tzv. parabolickou v 8ir§im smyslu.

Kanonicky tvar jednotlivych typt rovnic, napiiklad pro obecnou funkci ¢tyf proménnych
u = u(z1, T2, T3, 24), vypadd potom schématicky nasledovné:

Pu  %u  0%u  Ou

—t+t—+=—=F+t—+...... = bolické 4.4

02 T o2 Vo2 T o + 0 parabolicka, (4.40)

0? 0? 0 0

(91‘1% 8:% + 8—;3 + 8—;4 +o =0 parabolicka v &ir§im smyslu, (4.41)

Pu  *u  0’u  %u

—t =t —=5+...... =0 h bolickéa 4.42

Ox?  Ox3  Ox3 O3 * YPETDOUCE, (442)

Pu  Pu Pu O%u L

875% + aix% - TZE% - 871‘[21 + .. =0 ultrahyperbohcka, (443)

Pu  0u  0*u  O*u

—t+t—+t——=+=——+...... =0 lipticka. 4.44

ox? Oz 032 * o0x? * cHphieE (444)
V dalsim vykladu ukaZeme feseni nékterych vybranych parcidlnich diferencidlnich rovnic para-
bolickych, hyperbolickych a eliptickych.

e Fyzikalni podoba parabolickych parcialnich diferenciilnich rovnic

Nejobvyklejsi tvar parabolické parcialni diferencialni rovnice (napf. rovnice vedeni tepla) je:
ur = k(tgz + uyy + .. .), (4.45)

kde ,konstanta“ k (coz nemusi byt doslova konstanta, ¢len k pouze neobsahuje funkci promén-
nych z,y,...) ma vyznam: k = A\/(cpp), kde A znamené soudinitel tepelné vodivosti, ¢, tepelnou
kapacitu (pii staléem tlaku) a p hustotu.

4.2.2 Metoda fundamentalniho FeSeni (metoda Greenovy funkce)

Regen{ rovnic pomoci formalismu Fourierovy transformace a konvoluce funkci, zavedenych v
odstavci 10.2 ve skriptu Pocetni praktikum, si detailnéji ukdzeme na nésledujicich feSenych
piikladech (v dalsim textu budeme vzdy uvadét zkratkami LS levou stranu rovnice a PS jeji
pravou stranu) parabolickych parcidlnich diferencialnich rovnic:

e Homogenni rovnice, nehomogenni obecna pocateéni podminka:

Homogenni tlohou rozumime rovnici bez bez zdroje tepla, tj. bez pravé strany, nehomogenni
prava strana znamené dodateény zdroj tepla. V pfipadé homogennich pocatecnich respektive
okrajovych podminek je piislusna funkce v ¢ase t = 0, piipadné na definovanych okrajich,
nulova. UvaZzujme rovnici ve tvaru

up = a*ugy, t>0, (4.46)
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s nehomogenni pocateéni podminkou u(0,x) = ¢(z). Leva a prava strana rovnice budou

LS: w(t, &) = /00 ug(t, ) e 8 da = Uy (t, ), (4.47)

—00

—00

PS: g, (t, &) = / U (t,2) €7 dz = [uw e*ixf]oo +i / ug(t, ) e 7 do = —£27(€).
N

0
(4.48)

Dostavame tedy obyc¢ejnou diferencialni rovnici 1. fadu s jednoduSe separovatelnymi promén-
nymi: ﬂt(Q = —a2e27(¢), jejfz Fedeni snadno uréime jako G(€) = Ce "¢t respektive G(t, £) =
C(£) et Funkci C(€) uréime z pocétedni podminky (4.46): @(0,£) = (&) = C(£), u(t, €) =
c () e~ Zavedeme funkei G(t,z) (Greenovu funkei) jako zpétny Fourieriv obraz (vzor
funkce G(t, &) = e~7°¢*t | dostavame tedy (¢, €) = G(£)-G(t, €) = ((p/ﬂz)(t, €), atedy u(t,x)
(@ *xG)(t,z):

~—

G(t, J)) _ / G(t, 5) elé d¢ = — / e_a2€2t olé® d¢ = / e_(a2f2t_1§w) d¢ =
27 J_ o 2 J_ 27 J_ o
o0 i 22 a ﬁ S € 2
= 1/ o VISR o am dg = { VI v n} e — G, (449)
21 J o avtde = dn 2a\/Tt

Vysledné feSeni zadané parabolické parcialni diferencialni rovnice potom bude

) = (e G)(ta) = [ oGty == [ e . w0

V obecném piipadé, kdy u(7,z) = ¢(x) dostavame vyslednou funkei ve tvaru:

)= e [ et (4.51)
u(t,x) = e 4e(t-7) dy. .
2a+/mt _OO(P 4 4

e Nehomogenni rovnice s homogenni pocateé¢ni podminkou:

Predpokladejme nehomogenni rovnici ve tvaru
w = augy + f, t>0, (4.52)

s homogenni poc¢ate¢ni podminkou u(0,z) = 0. Jeji feSeni predpokladame ve tvaru

u(t, x) —/0 w(t,z,0)do, (4.53)

Jeji Casova derivace dava
t t
wg(t,z) = w(t, x,t) —|—/ wy(t,x,0) do, ug,(t, x) :/ Wee (t, 2, 0) do,
0 0

¢ t
w(t,x,t) +/ we(t,x,0)do = a2/ Wes(t, z,0)do + f(t, ). (4.54)
0 0

Predpokladame-li

/D [wi(t,2,0) — Pwaalt,2,0)] do = f(t,2) — w(t,z,t) = 0, (4.55)



Kapitola 4. Strucnyg dvod do parcidlnich diferencidlnich rovnic

bude jeji feseni wy(t, x,0) = a®wee(t, x, o) s podateéni podminkou w(e, z,0) = f(o, x) mit tvar

(z—y)?
w(t,x,0) = / flo,y)e 12G=o) dy. (4.56)

2a+/7(t — a

Vysledné feseni bude

S dod 457
u(t, ) 4as(t—o . .
2a/ /OO t—a 7y ( )

o Nehomogenni rovnice s nehomogenni poc¢ateéni podminkou:

Pfedpokladejme nehomogenni rovnici ve tvaru
Uy = a2ua,’$ + f7 t> 07 (458)

s nehomogenni poc¢atecni podminkou u(0, z) = ¢(x). Z linearity vyplyva, Ze funkei u lze rozdélit
na dvé funkce u(t,z) = v(t,x) + w(t, z), kdy

2

1. funkce: ve(t,x) = a“vgy + f, v(0,z) =0, (4.59)

2. funkce: wy(t, ) = a*wyy, w(0,x) = p(z). (4.60)

Z pocatetni podminky ¢(z) = v(0,z) + w(0,z) = w(0, z), kde oviem v(0,z) = 0, dostavame:

utr)= [ o) G(x,y,t>dy+/t | How Gt - o) dody =

—0o0

1 _(z—y)? d / / _ (ﬂg—y)2 dod (4.61)
— 4a2t + — da®(t—0) do . .
2av/7t Y o t _ 0 Y

4.2.3 Reseni parabolickych parcialnich diferencialnich rovnic Fourierovou
metodou (metodou separace proménnych)

Metodu, ktera se velmi ¢asto pouzivé pii feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic 2. fadu, si opét
detailnéji ukdzeme na reSenych prikladech parabolickych parcidlnich diferencialnich rovnic.
e Homogenni jednorozmeérna tloha, homogenni okrajové podminky, obecna poca-
te¢ni podminka:
Pfedpokladejme rovnici ve tvaru

up = a*Ugy, t>0, x€(0,0), (4.62)
s podminkami u(0,z) = ¢(z), u(t,0) = 0 = u(t,¥). Pfedpokladejme dale, ze funkci u(t, ) lze
vyjadiit jako sou¢in dvou funkei jen jedné z obou proménnych, u(t,x) = T(¢)X(x). Rovnici

(4.62) lze potom vyjadFit nasledujicim zpiisobem: TX = a?T X", rovnici nasledné separujeme
do podoby

T X (4.63)
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Reeni PS potom bude X” + AX = 0, z toho vyplyva X (z) = v(z) = Asin vV Az + B cos VAz.
Zahrnutim okrajové podminky ziskdme piislusné koeficienty PS: X(0) = B = 0, X({) =
AsinV/ M =0, a tedy
k
VI = % (4.64)

kde konstanta A muze nabyvat libovolné hodnoty (napf. A = 1). PS muZeme tedy zapsat jako

k
X, = vy = sin <Zx> . (4.65)
LS feSime jako oby¢ejnou diferencialni rovnici 1. fadu, T /T = —a?)\, z toho vyplyva
arm 2
T = Ce @Mt = 0y e ()L, (4.66)

Obé takto nalezené separatni funkce potom spojime do soucinu:

2) = fjo o~ (455"t gin (’; ) | (4.67)

Tzv. Fourieriv koeficient C}, ziskdme z pocatecni podminky,
> . (k7 = 1 ¢
x) = ZCk sin | -2 | = ZC’k vg, tedy Cj = TorlE w(&) v (&) d€. (4.68)
k=1 k=1 0

Normu |[|vg|| feSsime jako normu spojité definovaného vektoru (viz rovnice 2.1 ve skriptu Pocetni
praktikum), tedy

\kaZ:/ vp(€)dE = /sm ( )ds— 6/ sm( 5) ¢, (4.69)

Vyslednou funkci mizeme potom zapsat ve tvaru

ult, z) EZ/[ sm< 5)015] —(e7 )Qtsin<kgrm>. (4.70)

e Homogenni dvourozmérna tloha, homogenni okrajové podminky, obecna poca-
te¢ni podminka:

Vedeni tepla v pravouhlych smérech: predpokladejme rovnici ve tvaru
Ut = a? (Ua:x + uyy) , t>0, ze <07‘€1>7 y e <07€2>a (471)

s podminkami u(0,z,y) = ¢(z,y), u(t,0,y) = 0 = u(t,l1,y), u(t,z,0) = 0 = u(t,x,Ls).
Predpokladame soudin tii funkei (srovnej rovnici (4.63)), kdy kazda je funkei jen jedné ze tii
proménnych: v = T(¢) X (x)Y (y). Obé strany rovnice (4.71) lze potom vyjadfit nasledovné:

TXY = X(TX"Y " X" Y
=a ( +TXY ), tedy 2T~ X + v = —(/\1 —i—)\Q). (4.72)
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Déle predpokladame X" /X = —\1, Y"/Y = — )9, coZ je opodstatnéné vzhledem k néaslednym
tipravam LS rovnice. Dostavame tak reSeni PS ve tvaru

X, = sin <Wx> , Y, =sin <m ) (4.73)
41 £2
LS opét fesime jako obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu
2 mm 2 nmw 2
—a?|(mm) 4+ (2x) 7| ¢
T = Copn e 2| () ()] . (4.74)

Vgechny tfi nalezené separatni funkce potom spojime do soucinu

u(t, z,y) Z Coan 2{(%)2)*(%)1 " x sin <TZTJ;> sin (’Zy> . (4.75)

m,n=1

Fourieruv koeficient C,,,, ziskdme z pocateéni podminky,

Cloun = ”v,nlnnz/zl /% o(Em) sin< > < >d§d (4.76)

Norma ||vmy || funkce vy, = XY, je analogicky k rovni 9) dana jako

i(46
vanH2 = /041 /062 sin? (mgf) sin? (ng2 ) dédn = %[5} X %[77}22 = % (4.77)

Vyslednou funkci mazeme zapsat ve tvaru

b b € nwn
5152 o / / [ &m) Sm( > <£2> dgdn] -

. (Y sin (124). (78

u(t, z,y) =

e Homogenni jednorozmeérna tloha, nehomogenni okrajové podminky, homogenni
pocateéni podminka:

V pripadé nehomogennich okrajovych podminek bude nalezeni partikularniho feseni kompliko-
van€jsi. Uvazujme rovnici chladnuti tyce

g = a*ugy, t>0, x€(0,0), (4.79)

s podminkami w(0,z) = 0, u(t,0) = T1, u(t,?) = To. Funkci linearizujeme: u(t,z) = v(t,z) +

w(t, x), kdy funkce w(t, x) prejde na stacionarni funkei w(zx) a bude spliovat okrajové podminky

nésledujicim zptsobem, w(t,0) = Ty, w(t,£) = T, v(t,0) = v(t,£) = 0. Pro stacionarni funkce

déle plati,

Th—T Ty —T,
x, Zz,

1 1
Rovnici (4.79) rozepiSeme pro obé& funkce v a w, vy = a*vzs, Wy = a*wWyy. Prostorové derivace

funkce w budou w, = (T —T1) /¥, Wee = 0. Zahrneme-li dale podminky pro funkci v, v; = a?vyy,
v=XT, v(t,0) =0=v(t{), dostavame

w(z) =T, + v(0,z) = =11 + v(0,z) +w(0,z) = 0. (4.80)

k
X(z) = AsinVAz + BeosVAz, tedy X =sin (Zm) . (4.81)
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0 ¢ X

Obrézek 4.1: Schématické znazornéni pribéhu funkee w(z) = Ty + L2507

Funkci v mtzeme zapsat ve tvaru

ZCke (45)° sm(kzra:). (4.82)

Z pocateéni podminky (4.80) dale vyplyva

= k T —T
x) = ZCk sin <Zx> =T+ =2 7 2z, (4.83)

z toho vypocitame Fourieruv koeficient,

2 [ Tv—T \ . [k« B
Ck_ﬁ/o <—T1+ 7 x>sm<£§>d§—

SRl o () - ()
Vysledn4 funkce bude mit tvar
ki [ (2T2> _ (2;;1)} o= (%)t gin <k€”x> . (4.89)

e Nehomogenni jednorozmérna tloha s konstantnim zdrojem tepla 7, s homogen-
nimi podminkami:

()T1+

Uvazujme rovnici chladnuti tyc¢e s konstantnim zdrojem tepla
ug = a*ugy + Ty, t>0, z€(0,0), (4.86)
s podminkami u(0,z) = 0, u(t,0) = 0 = u(¢, £). Funkci separujeme zptsobem

u(t,z) =TX, X(z)=AsinVix+ BceosViz, Xp(x)=v(x)=sin <kzr$> . (4.87)

Predpokladédme FeSeni ve tvaru

= gck(t) sin (kgrx) : (4.83)
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Pomoci dalsi podminky ziskdime nehomogenni oby¢ejnou diferenciélni rovnici
Cr(t) + a® X\ Ci(t) = Fi(t), (4.89)

kde Fy(t) je tzv. Fouriertiv koeficient nehomogenity. Tuto rovnici dale fesime:

f(t,z) = ZFk(t) sin (T:c) , (4.90)
k=1

¢
2 . (kn 2Ty ! kr 10 2T, "

Nejdrive feSime homogenni rovnici

2 2
c = (57) aw=- () Koo T ke U o)
Dosazenim do nehomogenni rovnice dostavame
: 2 any2, 2T
Cot) + (T gry e () = 2o [1 - (—1)’“} , (4.93)
l km
¢ \? 2Ty i (M)Zt
K(t) = <m> - [1 (-1 ]e ) 4K (4.94)
Z pocatetni podminky Cx(0) = 0 vyplyva,
¢ \? 2T, L
Ky = <m) == [(—1) - 1} , (4.95)
(k)21 2T (0
Cult) = [1 _ e () t} = (m> [1 _ (—1)’“} . (4.96)
Vysledna funkce bude mit tvar
00 2
_ C () 200 (ENTI ] g (P
ult, ) kzl [1 o (% ] (= [1 (-1) ]sm S (4.97)

e Nehomogenni jednorozmérna tloha s nekonstantnim zdrojem tepla, homogenni
podminky:

Uvazujme rovnici chladnut{ tyc¢e s prostorové i ¢asové zavislym zdrojem tepla,
U = a®Ugy +tx, t>0, x€(0,0), (4.98)
s podminkami «(0,z) = 0, u(t,0) = 0 = u(t, ). Funkci separujeme,

u(t,z) =TX, X(z)=AsinVAz+ BceosViz, Xp(z)=uvp(z)=sin (k;x) . (4.99)

Opét predpokladéame FeSeni ve tvaru

u(t,x) = ch(t) sin (Tx) kde Ci(t) 4+ a’\Cr(t) = Fi(t). (4.100)
k=1
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Tuto rovnici déle feSime:
k1 26
E Fj(t) sin ,  Fr(t)=(-1) k—t. (4.101)
T

Reseni homogenni obycejné diferencialni rovnice

. 2 akm \2 . akm\2
Cult) = — (‘“;”) Kt)e )t 4 Kpye (F) 1, (4.102)
Opét dosadime do nehomogenni rovnice, dostavime:
: k2 akr )2 20
Cot) + (5} K@) e (F)t = (1)1 2y, (4.103)
l km
_ 2 k+1 % (2km)? Y (akm)?y
K(t) = lmr( 1) [t (almr) e\ ¢ ) © ¢ + K. (4.104)
Z pocatetni podminky Cx(0) = 0 vyplyva,
20 ¢\
Ky = — (-1 [ —— 4.105
2 kﬂ'( ) <ak7r) ’ ( )
2 g1 [ 4 4 —(ekm )2 akr\?
Ci(t) = (1) <m> et () 1) (4.106)

Vysledna funkce mé tvar

i 271; ) (alir>4 [e_(m)Q oy (alzﬂ) _ 1] sin (TCE) ) (4.107)

k=1

™

e Nehomogenni jednorozmérna aloha s nehomogennimi podminkami (nastin feSeni):
Uvazujme rovnici
U = a®Ugy +tx, t>0, x€(0,0), (4.108)

s podminkami u(0,z) = ¢(x), u(t,0) = ui(t), u(t,?) = ua(t). Funkci u(¢, ) opét rozlozime na
soucet u(t,x) = v(t,x)+w(t, x), kde w bude splhovat okrajové podminky. RozepiSeme-li rovnici
(4.108) jako vy + wy = a*Vyy + a*wWyy + tr, dostaviame

v = aPVgy 4t + aPwey — wy, (4.109)

kde posledni t¥i ¢leny reprezentuji nehomogenitu. Po¢ateéni podminka pro funkei u dava p(z) =
v(0,z) + w(0,z) a tedy v(0,z) = p(x) — w(0,z). Pomoci funkci v a w feSime ulohu v principu
stejné jako v predchozich pripadech.

4.2.4 Jednoduché piiklady prostorovych tloh

e Teplota v nekone¢ném rota¢nim valci (pouziti Besselovych funkci) :

Uvazujme rovnici (kde ¢ je polomér valce)

1
up = a’ (upp + pup) , t>0, pe(0,c), (4.110)
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reprezentujici radialni ¢ast laplacianu ve valcovych soufadnicich (3.46), s podminkami u(0, p) =
f(p), u(t,0) =0 = u(t,c). Pomoci rozdéleni funkce v = R(p)T'(t) muZeme rovnici separovat,

T R" 1R _

R T 4.111
2T R R (4.111)

Po upravé dostavame pro obé strany
LS: T+ a?X*T =0, PS: pR” + R 4+ A?pR=0. (4.112)

Substituci Ap = z a tpravami

dR dR d°R d°R
P =\ 4.11
dp dz’  dp? dz2 (4.113)

dostaneme tzv. Besselovu rovnici s indexem v = 0,

d*R  dR
— + —+2R=0, 4.114
‘a2 * dz te ( )
kdy obecna Besselova rovnice ma tvar z2y” + zy/ + (22 — %)y = 0. ReSenim rovnice (4.114) a
feSenim obecné Besselovy rovnice jsou funkce

0 =3 G (5" 0= () S 6) e

k=0
kde vyraz D(v + k + 1) je tzv. I’ funkce, definovana jako I'(z) = [e *t“"1dt. V naSem
piipadé dostavame feseni PS rovnice (4.112) ve tvaru R(z) = Jo(2), tedy R(p) = Jo(Ap) a tedy
Jo(Anp) = an(p), s okrajovou podminkou Jo(A\,c¢) =0 kde A\, pro n = 1,2,3, ..., je kofenem
této rovnice. ReSenim LS rovnice (4.112) bude funkce

T, (t) = e @t (4.116)

Pomoci tzv. Fourierova-Besselova rozvoje, definovaného jako > 72 CpJy, (Anx) = f(2) v kazdém
bodé spojitosti funkce f(x), ziskdme koeficient C), (Fourieriuv-Besseluv koeficient), kdy pro Jg
a obecné J,, z rovnice (4.115) plati

2 ¢ 2 ¢
Vysledené funkce bude mit podobu
_ z = JO()‘TLP) ¢ —a?X\2t
olten) = 530 | e dele (1119

e Chladnuti koule (homogenni rovnice) :

Uvazujme funkci s laplacidanem

ug = a’*Au, t>0, rc(0,R), (4.119)
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AT

T

0 R r

Obrézek 4.2: Schématické znazornéni pribéhu funkee w(r) = T — Lir.

pro kartézské souradnice 22 +y? + 22 < R? kde R je polomér koule, s podminkami u(0, x,y, z) =

! (\/mQ +y? + z2) = f(r) a tedy u(0,7) = f(r), u(t,z,y,2) = u(t,r), u(t,0) = T1, u(t, R) = 0.

Jednotlivé parcialni derivace budou

Up = UpTy + Uty + UpDe, tedy Uy = u,ﬁ, (4.120)

N—_——— T

0
2 x 2 2 _ 2

x r—x x e —x
u:l::l} :uTTﬁ—i_uTTT :urrﬁ—I_uTT’ (4.121)

242422 3r2 — (2% +y? + 22 2
Au = um,x + y2 i + u, ( 3 i ) = Upp + —up, tedy (4.122)

r r r

2
up = a’ (urr + ur> (sféricka radialni ¢ast Laplacianu - viz rovnice (3.72)). (4.123)
r
Pomoci substituce v(r) = ru(r) tedy w = v/r dostavame:
1 1 1 2 1 1 1 2 2 1
Up = ;Ut, Up = —T—QU + ;v,«, Upp = 7“730 — T—QU,« — ﬁw + ;vw = T—3v — ﬁvr + ;UM, (4.124)
2 1 2 2 1 2 2
up = a’ <um« + ur> . tedy—v; = a? (31) — 5V + —Uy — U+ 2vr> , atedy (4.125)
r T T T T r T
vy = a*vp, kde v(0,7) = rf(r) v(t,0) = rT1, v(t, R) = 0. (4.126)
Pomoci linearizace u = z + w déle dostavame:
w(0,7) = f(r), tedy =z(0,7)=u(0,7)—w(r), (4.127)
T T
w(r) =T, — Elr, z2(0,r) = f(r)—T1 + Elr, Z(0,r) =rz(0,r). (4.128)
~ T

v(0,7) =7rf(r), tedy 2(0,7) =7 [f(r) -1+ er] dava (4.129)
v=ru=r(z+w), z=a’z,, 2(t,0)=2(t,R) =0, 2 =TX, tedy (4.130)

s akm 2t kﬂ'
2(t,r) =) Ch e (“F) T sin <Rr> . (4.131)
k=1
Fouriertiv koeficient bude mit tvar:

Cr = Z/ORT [f(r) -1+ f;lr] sin (lgr) dr. (4.132)
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Vysledné funkce bude mit tvar:

u(t,r) =Ty — —r +R/ [ — T+ z}%r] x i o (F) 0 sin <kgr> dr.  (4.133)

k=1

4.2.5 Reseni hyperbolickych parcialnich diferencialnich rovnic Fourierovou
metodou

Néasledujici dva jednoduché tesené piiklady ilustruji princip pouziti této metody v piripadé
hyperbolickych PDR:
e Homogenni vlnova rovnice :
Uvazujme rovnici
Uy = a*Uge, t>0, x€(0,0), (4.134)
s Cauchyho pocatetnimi podminkami (viz odstavec 3.1.1 ve skriptu Pocetni praktikum)
u(0,2) = ¢(x), w(0,z)=1(x) (4.135)

a se smiSenymi okrajovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1 ve skriptu Poc¢etni praktikum), kde

o, B#0,

u(t,0) + Buy(t,0) =0, au(t,l)+ Bugy(t,l) =0. (4.136)
Separaci proménnych:
T X
=T(t)X ——==_)2 4.1
u(t, x) ()X (z) a tedy T = X A%, (4.137)
po tpravé dostavame
LS: T+ a?X’T =0, PS: X"+ XX =0. (4.138)

Z rovnice (4.138) dostavame
T (t) = ag cos (A\gat) + b sin (Agat), Xp(x) = cpcos (g ) + disin (A, ), (4.139)

Obdobnym zpisobem jako v rovnici (4.64) dostavame ze smiSenych okrajovych podminek
(4.136)

k
a+BrA=0, B—ar=p%+a?#0, tedy sin(\yz)=0 atedyl, = % (4.140)
Pro prostorovou funkci tedy dostavame feseni (viz rovnice (4.65))

X}, = ¢y, cos <k;m> + dj, sin <k:£77$> . (4.141)

Obecné Teseni lze tedy zapsat ve tvaru

e =3 oo (52) - s (40 o (452) w0 (22)] - v
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Z Cauchyho pocatec¢ni podminky (4.135) dostavame
x) = ;Ak [cos (73:) + sin <kzrm>} = p(z) (4.143)
a z podminky (4.135) dostavame
- ak k k -
= ; QTWBk [cos (Za:) + sin (;x>] = kg 7 By vg,. (4.144)

Fourierovy koeficienty Ay, By najdeme z rovnic (4.143) a (4.144) (viz také rovnice (4.68)),

IIUH

4
/ Uk d& By, = a/mr||vk||2/w Uk f)df (4'145)
0

Normu ||vg|| funkce vy Fesime jako normu spojité definovaného vektoru (viz rovnice 2.1 ve
skriptu Pocetni praktikum), tedy

l 1 2 ¢
IIULCIIQZ/0 vi(&)dsz/o [Cos <’“Zg) + sin (75)] dg:/o d¢ = 1. (4.146)

Po dosazeni dostavame rovnici (4.142) ve tvaru

= i _cos k—ﬂx + sin k—ﬁx X
- P 14 /

0
X 2/ ) vk (&) cos <];t> d£+ /1/1 v (€ sm( lzﬂ )df . (4.147)
0

e Nehomogenni vlnova rovnice s homogennimi poc¢ate¢nimi podminkami :

Uvazujme rovnici
Uy = a’uze + f (kde f je zdroj energie vlnéni), t >0, x € (0,4), (4.148)

s homogennimi Cauchyho po¢ate¢nimi podminkami (viz odstavec 3.1.1 ve skriptu Pocetni prak-
tikum)

u(0,2) =0, u(0,2)=0 (4.149)

a se smiSenymi okrajovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1 ve skriptu Pocetni praktikum), kde

a’ B # 07
u(t,0) + Bug(t,0) =0, au(t,l)+ Buy(t,l) =0. (4.150)

Obdobné jako v predchozim ptikladu:

u(t,z) =TX, X(x)= Asin(Ax)+ Bceos(Az), Xi(z)=vg(r)=sin (kzrx) . (4.151)
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Zvolime rovnici ve tvaru:

ch o ( ch sm( ) (4.152)

Pomoci dalsi podminky ziskdme nehomogenni oby¢ejnou diferencialni rovnici:

Cr(t) + a®X2Ck(t) = Fi(t) kde Fi(t) je tzv. Fourieriv koeficient nehomogenity, —(4.153)
ZFk sm( > atedy Fy(t E/ftg sm( §> d¢. (4.154)

Déle bychom museli fesit nehomogenni diferencialni rovnici 2. fadu (4.153) (napfiklad metodou
variace konstant - viz oddil 3.2.1 ve skriptu Pocetni praktikum) alesponn v obecné integrabilni
podobé:

Cplt) = —— ] Fi(0) sin [ (t — a)} do. (4.155)
0

Jejim dosazenim do rovnice obecného FeSeni (4.152) dostaneme (viz FeSeni rovnice obdobného
typu v piipadé parabolickych parcialnich diferencialnich rovnic v oddile 4.2.3):

u(t,z) = i % sin (kz > /t Fi,(0) sin [akf (t - a)} do. (4.156)
0

k=1
4.2.6 Ukazka moznych zptsobi reseni jednoduchych eliptickych parcialnich
diferencialnich rovnic

Néasledujici fesené piiklady demonstruji nékteré zakladni zplisoby pocitani eliptickych PDR:

e Laplaceova rovnice :

Laplaceova rovnice je v kartézskych soutradnicich v nejjednodussi formé definovana ve tvaru
U (T,Y) + uyy(m’ y) = 0. (4.157)

V tomto piikladu budeme TeSit Laplaceovu rovnici na obdélnikové oblasti s rozméry a, b, se smi-
Senymi Dirichletovymi a Neumannovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1 ve skriptu Pocetni
praktikum), v podobé

u(@,0) =0, u(0,y) = 0, usla,y) = 0 (y #0), uy(w,b) = uosin (3w ) (z#£0).  (4.158)
a
Separaci proménnych u(z,y) = X (2)Y (y) dostavame rovnici

X// Y//

XY +XY"=0atedy — = ——
+ aeyX v

=, (4.159)

kde konstanta A muZze nabyvat hodnot A =0, A > 0, A <0.
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1. A = 0: Budeme predpokladat separované funkce X (z) a Y (y) ve tvaru polynomu, vzhle-
dem k okrajovym podminkidm budou dostateéné polynomy 1. stupné, tedy X (z) = Ax +
B, Y (y) = Cx+ D. Z okrajové podminky u(0,y) = 0 vyplyva B =0V C = D = 0, pokud
ovéem C' = D = 0, potom Y (y) = 0 a tedy u(x,y) = 0 vSude. Pokrac¢ujeme-li s B = 0,
dostavame Az(Cy + D) = 0 a tedy, zahrneme-li dalsi okrajovou podminku wu(z,0) = 0,
musi byt AzD = 0. Piipad A = 0 dava X (z) = 0, tedy u(z,y) = 0 vSude. Uvazujeme-li
také D = 0, potom u(z,y) = AzCy = 0, z dal3i okrajové podminky u,(a,y) = 0 vyplyva
ACy =0, tedy A=0V C =0, v obou ptipadech ovSem u(x,y) = 0. Pfipad A = 0 dava
tedy pouze trividlni feSeni.

2. XA > 0: Z rovnice (4.159) dostavame obecné feSeni ve tvaru

u(z,y) = [A cosh(VI\z) + B sinh(ﬁx)} [C’ cos(VAy) + D sin(\f)\y)} : (4.160)

Z okrajové podminky u(0,y) = 0 vyplyva A[C cos(v/Ay) + Dsin(vAy)] = 0, tedy C =
D = 0, potom ovSem Y (y) = 0 a tedy u(z,y) = 0 vSude. Pokrac¢ujeme-li s A = 0,
dostavame u(x,y) = Bsinh(v/Az)[C cos(v/Ay) + D sin(v/Ay)]. Zahrneme-li dalsi okrajovou
podminku u(z,0) = 0, musi byt BCsinh(v/Az) = 0. Piipad B = 0 dava X (z) = 0, tedy
u(z,y) = 0 vdude. Pokrac¢ujeme-li s C' = 0, potom u(z,y) = BDsinh(v/Az)sin(v/Ay) a
z dali okrajové podminky wuy(a,y) = 0 vyplyva vV ABD cosh(v/Aa)sin(vAy) = 0, tedy
B =0V D=0, v obou pfipadech oviem u(z,y) = 0. Pfipad A > 0 dava tedy také pouze
trivialni FeSeni.

3. A < 0: Z rovnice (4.159) dostavame obecné feseni ve tvaru

u(z,y) = [A cos(VAz) + B sin(\[\m)} [C cosh(vV\y) + D sinh(\f)\y)} : (4.161)

Z okrajové podminky u(0,y) = 0 vyplyva A[C cosh(v/\y) + Dsinh(vAy)] = 0, tedy
C =D = 0, potom Y(y) = 0 a tedy u(z,y) = 0 vSude. Pokracujeme s A = 0, do-
stavame u(zx,y) = Bsin(v/Az)[C cosh(v/Ay) + D sinh(v/Ay)]. Zahrneme-li dalsi okrajovou
podminku u(x,0) = 0, musi byt BC sin(v/Az) = 0. P¥ipad B = 0 dava X (z) = 0, tedy
u(z,y) = 0 vdude. Pokra¢ujeme-li s C' = 0, potom u(z,y) = BDsin(v/Az)sinh(v/Ay) a
z dalsi okrajové podminky wuy(a,y) = 0 vyplyva VABD cos(v/Aa)sinh(vAy) = 0, tedy
B =0V D =0 (v obou pifpadech oviem u(z,y) = 0) Vcos(v/Aa) = 0. Posledni piipad
dava reseni

2k -1
cos(Vha) = 0, tedy VX = (1452)7T a tedy
a

- 2k — 1 2k — 1
u(z,y) =Y Kpsin [(m)” x} sinh [(QG)” y] , kde K, = BD.  (4.162)
k=1

Uplatnime-li také ¢tvrtou okrajovou podminku, dostavame

LT C[@k=D7x 7 . [@Qk—1Dx
up sin - = kZZIKk sin [ 5 x] sinh [ a b|. (4.163)

Z argumentu funkce sinus vyplyva feSeni pouze pro k = 1, tedy K; = wug/sinh[rb/(2a)].
Vysledné feseni se zahrnutim v8ech okrajovych podminek bude

u(z,y) = ug [sinh (?)] in <72T—x) sinh <@) . (4.164)

a
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Dalsi typickou eliptickou parcidlni diferencidlni rovnici muze byt napfiklad tzv. Poissonova
rovnice typu Au(z,y) = f(z,y), tedy nehomogenni elipticka rovnice, nejéastéji pouzivana ve for-
mé gravitacni Poissonovy rovnice, A® = 47 Gp, kde ® je gravitacni potencial, p je hustota hmoty
a G je gravita¢ni konstanta, nebo Poissonovy rovnice elektrostatického potencialu, A® = —p/e,
kde p je hustota elektrického naboje a € je permitivita. Regen{ vicerozmérné Poissonovy rovnice
je analogické k feseni Laplaceovy rovnice a také naptiklad k Feseni nehomogenni hyperbolické
parcialni diferencialni rovnice:

e Poissonova rovnice s konstantni pravou stranou:

Resme jednoduchou rovnici, definovanou na oblasti > %2, tj. na oblasti ohrani¢ené parabolou
x = y? s vrcholem v bodé [0, 0], jejiz osu tvoii kladna ¢ast osy ,

U (T,Y) + uyy(2,y) = 2, (4.165)

s Dirichletovou podminkou na hranici oblasti, u(y?,y) = 0. Piedpokladejme Feseni ve formé
vSech Clent polynomu 2. stupné s neurcitymi koeficienty,

u(x,y) = A+ Bz + Cy + Da? + Exy + Fy?, (4.166)

kdy po jeho parcidlnim derivovani ve smyslu rovnice (4.165) snadno zjistime: F' = 1 — D. Po
dosazeni okrajové podminky, tedy z rovnice

A+Cy+(B—D+1)y*+ Ey> + Dy* =0, (4.167)
dostavame nenulové hodnoty koeficienti pouze pro B = —1, F' = 1. Hledana rovnice tedy bude
u(z,y) = y* — . (4.168)

e Poissonova rovnice s konstantni pravou stranou na kruhové oblasti, s nehomo-
genni okrajovou podminkou:

Uvnitt kruhové oblasti s polomérem R plati néasledujici rovnice,
Uae (2, Y) + tyy(z,y) = 4, (4.169)

kdy na hranici oblasti plati Dirichletova podminka u(z,y1) = 1, z niz vyplyva y; = £V R? — 2.
Analogicky k parabolickym rovnicim s nehomogennimi okrajovymi podminkami rozdélime hle-
danou funkei u(x,y) na soucet dvou funkei, naptiklad U(x,y) a v(x,y), pro které bude platit:

w(z,y) =U(z,y) +v(z,y), Upe + Uyy =4, U(x,y1) =0, Vgp + vy =0, v(z,y1) = 1. (4.170)

Obdobné jako v pfedchozim piipadé predpokladame pro kazdou funkci iplny polynom 2. stupné
s neurc¢itymi koeficienty,

U(z,y) = A+ Bz + Cy + Da* + Exy + Fy?, (4.171)
v(z,y) = a+bx + cy +da® + exy + fy?, (4.172)

coz dava F' = 2— D, f = —d. Po dosazeni okrajové podminky muZeme rovnice (4.171) a (4.172)
prepsat ve tvaru

A+ Bx+ (C+Ex)VR2—22+2(D—1)2°+(2— D) R* =0, (4.173)
a+bx =+ (c+ex)V R2 — 22 + 2d2® — dR* = 1, (4.174)
jednotlivé nenulové koeficienty budou: A = —R?, D = 1, F = 1, a = 1. Po seéteni rovnic

(4.173) a (4.174) dostavame hledanou vyslednou funkci
u(z,y) =1— R* 4 2% + 4% (4.175)
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e Poissonova rovnice s obecnou pravou stranou, smisené okrajové podminky:

Resme obdobnym zpiisobem Poissonovu rovnici ve tvaru

Uz (2, y) + duyy (2, y) = Ty, (4.176)

s okrajovymi podminkami u(0,y) = y2, u;(0,7) = 0. Abychom po derivovani dostali ¢leny po-
tfebného stupné, musime nyni ovSem predpokléddat fesen{ ve tvaru dplného polynomu 4. stupné
s neur¢itymi koeficienty,

u(z,y) = A+ Bz + Cy + Da? + Exy + Fy? + Ga® + Hay + Ivy® + Jy>+
+Kat + Lady + Maz*y? + Nxy® + Qut. (4.177)

Prislusné druhé derivace tedy v tomto pfipadé budou

Ugy = 2D + 6Gx + 2Hy + 12K 2 4+ 6 Lay + 2My?, (4.178)
Uyy = 2F + 212 + 6Jy + 2M2? + 6 Nay + 12Qy>. (4.179)

Pro jednotlivé koeficienty dostaviame

D:—Mﬂ%réLH:—HLK:—?%L:L%?K

, M = —24Q). (4.180)
Dosazenim Dirichletovy okrajové podminky dostavame A =0, C =0, F =1,J =0,Q = 0,
z relaci (4.180) ihned vyplyva D = —4, H = 0, K = 0, M = 0. Dosazenim Neumannovy
okrajové podminky dostavame B =0, E =0, I =0, N = 0, z relaci (4.180) nésledné vyplyva
G = 0, L = 1/6. Dosazenim nenulovych koeficienti do rovnice (4.177) dostavame hledanou
vyslednou funkci,

1
u(z,y) = —4x +y° + 6x3y. (4.181)

Podrobné je tato problematika popsana napf¥. v uéebnici Franca (2011).



Kapitola 5

Praktické zaklady numerickych
vypoctu

Smyslem této kapitoly neni podavat systematicky popis zdkladnich metod numerické matema-
tiky, v tomto sméru odkazuji zajemce napiiklad na skriptum Humli¢ek (2009) nebo odpovida-
jici u¢ebnice (napiiklad Prikryl, 1985; Vitasek, 1987; Cermak & Hlavicka, 2006, atd), ale pouze
strucné a nazorné ilustrovat nékteré principy a mozné postupy pii praktickém numerickém mo-
delovani nejcastéji se v praxi vyskytujicich (a vyse popsanych) analytickych okruhti. Vybrané
piiklady jednoduchého modelovani jsou také doprovazeny ukdzkami velmi jednoduse sestave-
nych programovacich skriptt pro dany konkrétni problém, pfipadné obrazky a grafy vyslednych
modeld. Programové skripty jsou zde demonstroviny v co nejvice elementarni podobé, zbaveny
vS8ech podprogramii, modult a dalsich ,programétorskych vylepseni, ve kterych by se ovSem
podstata algoritmu, zejména pro zacatecniky, mohla ztracet.

Rozsahlé vyuzivani numerické matematiky ve vétsiné pfirodovédnych a technickych disci-
plin pfineslo také tvorbu celé fady hotovych knihoven, rozepsanych do hlavnich programovych
jazyki; jejich prehledné ulozisté se nachazi napiiklad na strankich GAMS (Guide to Avai-
lable Mathematical Software) http://gams.nist.gov/. Nékteré z nich jsou komeréni (a po-
mérné komplexni), napiiklad NAG (Numerical Algorithmus Group) https://www.nag.com/
content/nag-1library nebo IMSL (International Mathematics and Statistics Library) http:
//www.roguewave . com/products-services/imsl-numerical-libraries, jiné jsou volné do-
stupné a byvaji zpravidla zaméfené na specifickou oblast, naptiklad FFTPACK http://www.
netlib.org/fftpack/ - (rychla) Fourierova transformace, LAPACK (viz odstavec 5.1) - line-
arni algebra, MINPACK http://www.netlib.org/minpack/ - nelinearni rovnice, atd. Jejich
Uplna nebo i ¢asteéna implementace do vlastnich algoritm® muze vyrazné urychlit a usnadnit
jejich tvorbu i kvalitu.

5.1 Numerické metody linearni algebry

V tomto oddile nebudeme probirat jednotlivé metody numerickych TeSeni linearni algebry,
k zédkladim tohoto tématu existuje rozsahla literatura (nap¥. Humlic¢ek (2009)), popisujici jak
vlastni numerické rovnice tak jejich stabilitu a podminénost (tj. zejména stanoveni pfesnosti
numerickych maticovych algoritmi), odhady chyb, atd. V soucasnosti existuje fada hotovych
balickii (procedur), sestavajicich z jednotlivych podprogramu (knihoven), uréenych pro feSeni
dil¢ich nebo i kombinovanych algebraickych tloh (napiiklad feseni soustav linearnich rovnic, fe-
Seni tzv. tridiagondlnich matic (tj. matic s nenulovymi prvky pouze na hlavni a obou sousednich
diagonalach), hledani determinantii, inverznich matic, vlastnich hodnot a vlastnich vektori, atd.
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Jednim z nejvykonnéjsich takovych bali¢kt, ktery zde podrobnéji predstavime, je programovy
balicek LAPACK (Linear Algebra PACKage, Anderson et al. (1999)), ktery se vyvinul ze star-
gich balicki EISPACK a LINPACK a je urcen pro fortran 77, fortran 90, existuji také C-++
verze. Existuji rozsifené verze tohoto balicku nebo dalsi knihovny na ném postavené, se zabudo-
vanymi podprogramy pro paralelizaci na vykonnych pocitacovych clusterech (viz odstavec 5.6),

napiiklad ScaLAPACK, MAGMA, MORSE, CHAMELEON, atd.

Programovy balicek LAPACK je volné dostupné softwarova knihovna, jeji instalaci pro-
vedeme bud ze softwarového centra pouzivané systémové distribuce, nebo z adresy http:
//www.netlib.org/lapack. Pfi prekladu (kompilaci) pouzivaného programového souboru za-
dame odkaz na LAPACK, napiiklad: gfortran nazev_souboru.f95 —-llapack. Popis
jednotlivych podprogramu a jejich vyuziti (nap¥. knihovna DGBSV pro feSeni soustav redlnych
linearnich rovnic o libovolném poc¢tu proménnych nebo DGTSV, vhodn4 pro feSeni tridiagonal-
nich matic, atd.) jsou dostupné v uzivatelskych priruc¢kach, napiiklad v Anderson et al. (1999).

e Ukazka schématu podprogramu DGBSV, uréeného pro feseni soustavy linearnich
rovnic (pieklad):

N (vstup, INTEGER) = pocet rovnic = fad ¢tvercové matice A, N > 0.

KL (vstup, INTEGER) = pocet spodnich diagonal matice A, KL > 0.

KU (vstup, INTEGER) = pocet hornich diagonal matice A, KU > 0.

NRHS (vstup, INTEGER) = pocet sloupct pravé strany (tj. matice B), NRHS > 0.

AB (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDAB,N).

Na vstupu: matice A v pasovém uloZeni, v fadcich od KL+1 do 2*KL-+KU+1;
rfadky 1 az KL pole nemusi byt vypsany. j-ty sloupec pole A je uloZen jako j-ty
sloupec pole AB nasledovné: AB(KL+KU+1+i-j, j) = A(i,j) pro max(1, j-KU) <
i < min(N, j+KL).

Na vystupu: detaily faktorizace - matice U je uloZena jako horni trojihelnikova
pésova matice s KL+KU hornimi diagonélami v fadcich od 1 do KL+KU+1, mul-
tiplikdtory M, pouzité béhem faktorizace jsou uchovany v rfadcich od KL+KU+2
do 2*KL+KU+1 (viz schéma nize).

LDAB (vstup, INTEGER) = ur¢ujici dimenze pole AB. LDAB > 2*KL+4+KU-1.

IPIV  (vystup, INTEGER) = pole dimenze (N), indexy pivott, které definuji permutaé¢ni
matici; i-ty fadek matice byl zaménén za fadek IPIV(i).

B (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDB,NRHS), na vstupu
je N : NRHS matice pravé strany B. Na vystupu, pokud INFO = 0, je N : NRHS
FeSeni matice X.

LDB (vstup, INTEGER) = urcujici dimenze pole B. LDB > max(1,N).

INFO (vystup, INTEGER) = 0: uspésny vystup, < 0: pokud INFO = -i, pak i-ty argu-
ment ma nepovolenou hodnotu, > 0: pokud INFO = i, U(i,i) je pfesné 0. Faktori-
zace je ukoncena, ale faktor U je presné singulérni, feSeni nemohlo byt vypocteno.

DALSI DETAILY:
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Schéma pasového ulozeni je ilustrovano na nasledujicim piikladu, kdy M = N =

6, KL = 2, KU = 1:

Na vstupu: Na vystupu:
* * * + + + * * * uld u25 u36
* * + + + + * * ul3d u24 u3b u46

x* al2 a23 a34 a4b5 abb * ul2 u23 u34 udd ub6
all a22 a33 a44 abb ab66 ull w22 w33 u44d udbd ub6
a2l a32 a43 ab4d abd m21 m32 m43 mbd4d mb65 *
a3l a42 ab3 abd * m3l m42 mb3 mb64 *

Prvky pole oznacené * nejsou pouzivané ve vypocetnim procesu; prvky oznacené +
nemusi byt uvedeny na vstupu, ale jsou nutné ve vypocetnim procesu pro ulozeni
prvki pole U z diivodu nedostatku mista, vyplyvajiciho z vymény radkii.

e Ukdazka schématu podprogramu DGTSV, urc¢eného pro feSeni tridiagonélnich matic:

N (vstup, INTEGER) = pocet rovnic = fad ¢tvercové tridiagonalni matice A, N >
0.
NRHS (vstup, INTEGER) = pocet sloupct pravé strany (tj. matice B), NRHS > 0.

DL (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = na vstupu pole prvkia spodni (sub)
diagonély matice A, dimenze N-1, na vystupu je toto pole prepsano N-2 prvky
druhé horni diagonély horni trojihelnikové matice U, dané LU faktorizaci.

D (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze N, na vstupu obsahuje
diagonélni prvky matice A, na vystupu je toto pole pfepsano diagonalnimi prvky
matice U.

DU (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze N-1, na vstupu obsahuje
N-1 prvki horni (super) diagonéaly matice A, na vystupu je toto pole pfepsano
N-1 prvky prvni horni diagonély horni trojihelnikové matice U.

B (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDB,NRHS), na vstupu
je N : NRHS matice pravé strany B. Na vystupu, pokud INFO = 0, je N : NRHS
feSeni matice X.

LDB (vstup, INTEGER) = ur¢ujici dimenze pole B. LDB > max(1,N).

INFO (vystup, INTEGER) = 0: uspésny vystup, < 0: pokud INFO = -i, pak i-ty argu-
ment ma nepovolenou hodnotu, > 0: pokud INFO = i, U(i,i) je pfesné 0. Faktori-
zace je ukoncena, ale faktor U je pfesné singularni, feSeni nemohlo byt vypocteno.

Obdobnym zptsobem jsou sestaveny i ostatni knihovny. Piiklady feSeni a programovych skripti
s odkazem na LAPACK uvadime v dalsich odstavcich 5.2.1, 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3, 5.5.1, 5.5.7, atd.

5.2 Interpolace

mace dané funkce jinou vhodnou funkci. Interpola¢ni aproximaci rozumime interpolaci diskrétni
funkce, tj. funkce, dané koneénym souborem bodt defini¢niho oboru a jim pfifazenych funké-
nich hodnot (reprezentovanych zpravidla tabulkou), pomoci funkce (pfipadné i jejich derivaci),
nabyvajici v téchto bodech stejnych hodnot jako pivodni zadana funkce. Nejvhodnéjsimi inter-
polaénimi funkcemi jsou polynomy rtizného (zvoleného) stupné, napt. tzv. Lagrangeiv a New-
tondv interpolani polynom (Humlicek, 2009; Vitasek, 1987) nebo tzv. splajny. V nésledujicim
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odstavci 5.2.1 je stru¢né ukizan Casto pouzivany tzv. kubicky interpolacni splajn pro jednoroz-
mérné interpolace. V odstavcich 5.2.2 a 5.2.3 jsou dokumentovany dvourozmérné bilinedrni a
bikubické interpolace pomoci polynomii 1. a 3. stupné, vedenych ve dvou smérech.

Pfi praktickych vypoctech je tieba vzdy zvazit, pripadné vyzkouset, ktery typ interpolace je
pro danou tlohu nejvhodnéjsi. Jsou-li napiiklad velké disproporce mezi vzdalenostmi zadanych
bodu (tj. zadana ,,sit* bodu je misty husta a misty velmi ¥idka), je vhodnéjsi pouZzit jednodussi,
, DO Castech® linearni interpolaci, protoZe interpolace spojitou funkei (naptiklad kubickym inter-
polaénim splajnem, viz odstavec 5.2.1) muZe byt v fidkych oblastech netimérné ,rozkmitana‘.
Pfipadné je mozné pouzit pro rizné tseky interpolované zavislosti razné typy aproximaci (a ve
styénych bodech je vhodnym zptisobem navézat).

5.2.1 Kubicky interpolac¢ni splajn

(z anglického spline) je jednou z nejcastéji pouzivanych interpola¢nich funkei Jedna se o tzv.
po cdstech (piecewise) interpolaéni polynom 3. stupné s; ve tvaru

S(z) =s1(z)prox; <z < x9, se(x)proxy <z < x3,...,8—1(x)prory,—1 <z < xp, (5.1)
definovany jako
si(x) = ai(x — ) + bi(x — ) + ci(x — x) + ds, (5.2)
jehoz druhé derivace oznalime jako M;. Je to tedy soustava kubickych funkci, které na sebe
v zadanych bodech [z;,y;] navazuji jak funkéni hodnotou, tak prvni a druhou derivaci. Podle
okrajovych podminek rozliSujeme rizné typy téchto splajni, napriklad tzv. pfirozeny splajn je
uréen okrajovymi podminkami M; = M,, = 0, parabolicky ukoncenyj splajn je urcen okrajovymi
podminkami M; = My, M,, = M,_; (extrapolace nultého Fadu), kubicky ukonceny splajn je
urcen okrajovymi podminkami My = 2My — M3, M,, = 2M,,_1 — M,_o (extrapolace 1. fadu
nebo také linearni extrapolace), atd.

Z podminek spojitosti funkénich hodnot i prvnich a druhych derivaci v bodech z;, vyplyva
prot =0, ... ,n — 1 nasledujici:
si(zi) = Yi $i(Tit1) = Yit1, (5.3)
si—1(zi) = si(zi) = i, siq (@) = 8] (v5) = M; = 2b;, (5.4)
tyto vnitini podminky jsou dale doplnény dvéma uvedenymi okrajovymi podminkami, danymi
typem splajnu. Porovnanim v8ech uvedenych podminek ve v8ech uzlovych bodech [z;, y;] dosta-
vame soustavu line4drnich rovnic pro nezndmé druhé derivace M; ve vnitinich uzlovych bodech:
Yirl —Yi  Yi —Yi-1 >
Titl — X T — Ti—1

(i1 — xi) Mig1 + 2 (i1 — xi1) My + (5 — x5-1) Mj—1 =6 <
(5.5)

Tuto soustavu rovnic lze zapsat pomoci tzv. tridiagondlni matice ve tvaru (kde zavedeme Az; =
Tiy1 — mi, A2 = i1 — zi1, Ay = yiv1 — Ui, A = Ay;/Axj, A = Ay /Ax; — Ay;/Axy):

2Az, 1 Azp_q M, —Ap_1
Azp_1 20Tz, 1 Azpy_o M, 1 ArS
Azp_o  2ATxz, 50 Ax,_3 M, 2 AP2
—6 . (5.6)
AJZQ 2A+x2 Al’l M2 A%

Aazl 2AJZ1 M1 A1
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kterou fesime napiiklad pomoci vhodné knihovny balicku LAPACK (odstavec 5.1). Jednotlivé
koeficienty rovnice (5.2) potom snadno dopocitame:
Y1 — Y

di =vyi, ¢ =-———(Mjt1+2M;

) Tiy1 — T M; M1 — M;
b
Ti+1 — T4 6

bj=—, a;= . (b7
6 (Tip1 — x;) (5:7)

2 )

V piipadé konstantniho kroku nezéavisle proménné x;1; — z; = h = konst. se rovnice (5.5)
zjednodusi do podoby

6
M1 +4M; + M;—q = 72 (Yi+1 — 2yi + Yi-1) , (5.8)

matice (5.6) bude mit potom tvar

2 1 M, —Ayn_1
14 1 M1 Aynfl - Ayan
1 4 1 Mn72 6 Ayan - Aynf3
1 4 1 M2 AyQ — Ayl
2 M, Ay
e Piiklad programového skriptu pro pfirozeny kubicky interpolaéni splajn (fortran
95):
program nat3 _splajn deklarace nazvu programu
implicit none piikaz, ktery rusi automatické prifazovani

pismen i, j, k, I, m, n pro celo¢iselné pro-
meénné a ostatnich pismen pro realné pro-
ménné (tj. proménné s desetinnym rozvo-
jem)

tabulka hodnot [z;, y;]:

[1,1], [2,3], [3,4], [4;1,5], [5;1,5], [6,5], [7,7], [8,5], [9,2], [10,0]

integer :: i, j, np deklarace celo¢iselnych proménnych: i =
poradové ¢&islo nezavisle proménné, j = po-
rfadové ¢islo linearni rovnice, np = celkovy
pocet diskrétnich hodnot.

parameter (np=10) zadani fixni hodnoty np, kterou nelze v pro-
gramu dale ménit

integer :: INFO,KL, KU LDAB,LDB,N,RHS deklarace celociselnych proménnych pro-
cedury LAPACK - viz sekce 5.1.

parameter(KL=np-3,KU=np-3,N=np-2, KUKL=KL+KU+1,LDAB=2*KL+KU-+1,&

LDB=N,RHS=1) zadani fixnich hodnot celoc¢iselnych para-
metrd
integer :: IPIV(N) zadani parametru jako pole o N prvcich

double precision, dimension(np) :: x, y deklarace realnych veli¢in x, y jako pole
(vektoru) o np prvcich s tzv. dvojitou pres-
nosti, umoznujici vypocet ¢isla na 16 dese-
tinnych mist a do mocniny cca 103% (v za-
vislosti na parametrech poé¢itace).
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double precision, dimension(np) :: M(N,N),AB(LDAB,N),B(LDB,RHS)
zadani parametri jako dvojrozmérnych poli
double precision :: f(np), res(np), a(np), b(np), c(np), d(np)
jiny zptsob deklarace redlnych veli¢in jako
pole (vektoru) o np prvcich s dvojitou pres-

nosti.

double precision :: h deklarace realnych skalarnich veli¢in.

parameter (h=1.d0) zadani fixni hodnoty intervalu nezavisle
proménné, kterou nelze v programu dale
meénit

x=(/(1.d0*, i=1np)/) vektor hodnot nezavisle proménné.

y=(/1.d0, 3.d0, 4.d0, 1.5d0, 1.5d0, 5.d0, 7.d0, 5.d0, 2.d0, 0.d0/)
y-ové (naméfené) hodnoty, np = pocet na-
méfenych hodnot

do i=1,N cyklus vypoctu druhych derivaci M, zéapis
tridiagonalni matice
do j=1,N
if(j.eq.i)then
M(i,j)=4.d0
elseif(j.eq.i-1)then
M(i,j)=1.d0
elseif(j.eq.i+1)then
M(i,j)=1.d0
else
M(i,j)=0.d0
endif
end do
end do
do i=1,N vypocetni cyklus procedury LAPACK
do j=1,N
AB(KUKL+i-j, j)=M(i,j)
end do
end do
do i=1,N vypocet pravé strany
B(i,1)=6.d0/h**2.d0*(y(1)-2.d0*y (i+1)+y(i+2))
end do

volani podprogramu DGBSV (viz oddil 5.1):
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “INFO-",INFO,"!!”

a(1)=B(1,1)/6.d0/h vypocet koeficientt a,b,c,d v 1. poli splajnu
b(1)=0.d0

c(1)=(y(2)-y(1))/h-B(1,1)/6.d0*h

d(1)=y(1)

do i=2,np-2 cyklus vypoctu koeficientt a,b,c,d v pro-

stfednich polich splajnu
a(i)=(B(i,1)-B(i-1,1))/6.d0/h
b(i)=B(i-1,1)/2.d0



Kapitola 5. Praktické zdklady numerickgch vypocti

cubic natural spline

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrézek 5.1: Graf kubického pfirozeného interpola¢niho splajnu, popsaného v oddile 5.2.1.

c(i)=(y(i+1)-y(i))/h-(B(,1)+2.d0*B(i-1,1)) /6.d0*h
a(i)=y()
end do
a(np-1)=-B(N,1)/6.d0/h vypocet koeficienttt v poslednim poli
b(np-1)=B(N,1)/2.d0
¢(np-1)=(y(np)-y(np-1))/h-2.d0*B(N,1) /6.d0*h
d(np-1)=y(np-1)

do i=1np-1 zéapis koeficienttt do souboru fort.1
write(1,%) ai), b(i), c(i), d(i)

end do

end program nat3 splajn ukonéeni programu

5.2.2 Bilinearni interpolace

V praxi jsou Casto velmi dulezité interpolace funkci dvou nebo vice proménnych. Napiiklad
tabulku naméfené hodnoty urcité veli¢iny v rtznych ¢asech a v rtiznych vzdalenostech od zvo-
leného referen¢niho bodu, chceme interpolovat jak pro mezilehlé ¢asy, tak pro mezilehlé polohy.
Tyto interpolace se rovnéz velmi ¢asto pouzivaji pfi upravach obrazu, kdy se hodnoty barev
a intenzit jednotlivych nasnimanych pixelt prepocitavaji pro mezilehlé body a tim se docili
(zdanlive) vyssiho rozliseni.

Nejjednodussi dvourozmérnou interpolaci je tzv. bilinedrni interpolace funkce dvou pro-
ménnych, kterd je rozsifenim linedrni interpolace do dvou rozmérii, kde v kazdém mezikroku
prifadime indexim i, j pro ,,vnitini“ a ,,vné&jsi okraj dil¢i interpolované oblasti (buiiky) v obou
smérech hodnoty 0 a 1. Pro zadané i interpolované funkéni hodnoty plati (pfipominame, Ze
limg, 020 = 1)

1 1

fz,y) = Z Z aijx'y’ = ago + amy + aor + ann vy, (5.10)
i—0 j=0
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Obrazek 5.2: Schématické znazornéni bilinearni interpolace. Zadané body funkce f(z4, ys) se nachazeji v
uzlech modreé sité (zvyraznéné modrymi kotoucky), okrova sit predstavuje jeji interpolaci, kdy ve sméru z
je kazd4a bunka modré sité délena na 12 diléich intervalii a ve sméru y na 9 diléich intervalii. Vzhledem ke
zvolenému vypocetnimu algoritmu je interpolace na ,,vné&jsich“ okrajich modrych bunék , nedokoncena®,
v pfipadé dalsich sousednich modrych bunék by se pocitaly na jejich ,,vnitfnich* hranach.

s neznamymi prvky konstantni 1 x 4 matice a = a;; (kde horni indexy ¢, v rovnici (5.10)
znamenaji mocniny). Oznacme x,y relativni (vacéi poc¢atku buniky) soufadnice interpolované
hodnoty (interpolantu), x«,ys (o, 8 = 0, 1) soufadnice okraji buiiky se zadanymi hodnotami

fo = [f(x0,90), f(x0,11), f(x1,90), f(x1,01)], k = 2’/ a A = aly) (matice 4 x 4). Z rovnice
(5.10) dostavame fo = aA a tedy a = A~'f. Zaroven musi platit f(z,y) = a-k = k - a, tedy

f(z,y) = kA~ 'f,. (5.11)

Uvedeny princip si ukdzeme na piikladu jedné ,bunky* se souradnicemi okraji xg = 0, x1 =
20, yo = 0, y; = 15 a se zadanymi hodnotami f(zg,y0) = 20, f(xo,y1) = 10, f(z1,90) =
5, f(z1,y1) = 6,5 (,,leva spodni modra buiika na obrazku 5.2). V ramci této buiiky chceme
zjistit bilinearni interpolant f(x,y) napiiklad v bodé = = 10, y = 5. Explicitni zapis rovnice
(5.11) v tomto pripadé bude

-1

1 0 0 0 20
1 15 0 0 10 133

F(10,5) = (1,5,10,50) | | 0 o0 = | =5 (5.12)
1 15 20 300 6,5

Analogickym zpisobem se budou pocitat interpolace i v ostatnich zadanych bunkéach.

Nasledujici numericky algoritmus ilustruje zptisob vypoctu bilinearni interpolace dvouroz-
mérné sité, sestavajici ze ¢tyr bunék se zadanymi hodnotami v rozich, kdy ve sméru x je kazda
buiika sité rozdélena na 12 dil¢ich intervali a ve sméru y na 9 dil¢ich intervali. Vysledek inter-
polace je znézornén na obrazku 5.2.

e Priklad programového skriptu pro bilinearni interpolaci na c¢tyrech prostorovych
bunikach dvourozmérné diskrétni funkce (fortran 95):
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program bilinear deklarace nazvu programu
implicit none

integer :: i, j, ii, jj deklarace celo¢iselnych proménnych: i, j =
poradova ¢&isla bodi ,,modré* sité, ii, jj =
poradova ¢isla bilinearnich interpola¢nich
uzli (okrova sit).

parameter (ni=3, nj=3, nii=13, njj=10) zadéani rozsahu deklarovanych proménnych
double precision :: x(ni), y(nj), f(ni,nj) zadani redlnych proménnych s dvojitou
presnosti

double precision :: p(ni,nii), q(nj,njj), ff(ni,nj, nii,njj)

double precision, parameter :: dx=40.d0, dy=30.d0
zadani rozsahu celé domény

vypocet souradnic sitovych uzli se zadanymi hodnotami funkce f:
do i=1,ni
x(i)=dx/dfloat(ni-1)*dfloat(i-1)
end do
do j=1,nj
y(j)=dy/dfloat(nj-1)*dfloat(j-1)
end do

tabulkovy vycet zadanych hodnot funkce f v uzlovych bodech (1. pofadovému ¢islu odpo-
vida smér x, 2. smér y):

£(1,1)=20.d0
£(2,1)=5.d0
£(3,1)=1.d0
£(1,2)=10.d0
£(2,2)=6.5d0
£(3,2)=18.d0
£(1,3)=15.d0
£(2,3)=6.d0
£(3,3)=21.d0
vypis (uzlové) sité se zadanymi hodnotami funkce f do souboru fort.10:
do i—1ni
do j=1nj
write(10,%) x(i), y(7), f(i)
end do
write(10,*)
end do

volani podprogramu pro vypocet interpolaci v jednotlivych bunkach uzlové sité:
call interpol(ni,nj,nii,njj,x,y,p,q,dx,dy,f,ff)

stop

end program bilinear konec hlavniho programu

podprogram pro vypocet interpolaci:
subroutine interpol(ni,nj,nii,njj,x,y,p,q,dx,dy,f,ff)
implicit none
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integer :: i, j, k, ii, jj

integer, intent(in) :: ni, nj, nii, njj

double precision, intent(in) :: x(ni), y(nj), dx, dy, f(ni,nj)

double precision :: xx(nii), yy(njj)

double precision, intent(out) :: p(ni,nii), q(nj,njj), ff(ni,nj,nii,njj)
double precision :: Bl(ni-1,nj-1), B2(ni-1,nj-1), B3(ni-1,nj-1), B4(ni-1,nj-1)

integer :: INFO

integer, parameter :: N=4

integer,dimension(size(A,1)) :: IPIV

double precision, dimension(N,N) :: A

double precision, dimension(size(A,1),size(A,2)) :: AINV
double precision, dimension(size(A,1)) :: WORK

matice A:
do i=1,N inicializace nulové matice
do j=1,N
A(i,j)=0.d0
end do
end do

A(1,1)=1.d0 nenulové prvky matice A

)

)

)
)=dx/dfloat(ni-1)

)=1.do

)=dx/dfloat(ni-1)
)=dy/dfloat(nj-1)
)=dx/dfloat(ni-1)*dy/dfloat(nj-1)

Ulozime A jako AINV, abychom predesli jejimu prepsani
AINV=A

————— procedura LAPACK pro vypocet inverzni matice - - - - -

procedura DGETRF pocita LU faktorizaci obecné matice A.
call DGETRF(N,N,AINV N,IPIV,INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “Matrix is numerically singular”
stop
endif
procedura DGETRI poéita inverzni matici.
call DGETRI(N,AINV,N,IPIV,WORK,N,INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “Matrix inversion failed”
stop
endif

————— Konec procedury LAPACK - - - - -
do ii=1,nii
xx(ii)=dx/dfloat(ni-1) /dfloat(nii-1)*dfloat(i-1)
end do
do jj=1njj
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yy(jj)=dy/dfloat(nj-1) /dfloat(njj-1)*dfloat(j-1)
end do

do i=1,ni-1
do j=1,nj-1
B1(i,j)=AINV
+AINV
B2(i,j)=AINV
+AINV

(1,1)*£(1,§)+AINV(1,2)*f(1,j+1)+AINV(1,3)*f(i+1,j) &

(

(

(
B3(i,j)=AINV(

(3

(¢

(¢

(i
*fi4-1,j+1)
*£(1,§)+ AINV(2,2)*£(1,j+ 1)+ AINV(2,3)*(i+1,j) &
1)*f(i+1,j+1)
*£(1,§)+AINV(3,2)¥(1,j+ 1)+ AINV(3,3)*(i+1,j) &
f(
i
i

)
)
)
)

)

+AINV
B4(i,j) =AINV
FAINV

*A41,5+1)
k

J)FAINV(4,2)*(1,j+1)+AINV(4,3)*(i+1,j) &
i+ 1,i+1)

)

= W W NN
I e it o
S e e e N N N N

7

end do
end do

absolutni soufadnice p,q:
do i=1,ni-1
do ii=1,nii-1
p(i,ii)=xx(ii)+x(i)
end do
end do
do j=1nj-1
do jj=1,njj-1
a(3.3i)=yy (i) +y Q)
end do
end do

vypocet interpolantu:
do i=1,ni-1
do j=1,nj-1
do ii=1,nii-1
do jj=1,njj-1
f(1,),11,)) =B1(1,j) +yy (1) *B2(1,j) +xx(il) *B3(i,j) +-xx (i) *yy (jj) *B4(1.))
end do
end do
end do
end do

zapis interpolanti funkce f do souboru fort.11:
do i=1,ni-1
do j=1,nj-1
do ii=1,nii-1
do jj=1,njj-1
write(11,%) p(i,ii), q(i.jj), fi.3.iLjj)
end do
write(11,%)
end do
write(11,*)
end do
write(11,*)
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end do

return
end subroutine interpol

5.2.3 Bikubicki interpolace

Bilinedrni interpolace byva ¢asto malo vhodna, vzhledem k tomu, Ze interpolované plochy jed-
notlivych bunék zadané funkce tvori jako celek nespojitou plochu. Z toho divodu je vyhodnéjsi
pouzit tzv. bikubickou interpolaci, kterd je dvourozmérnou obdobou spojité interpolace jedno-
rozmérné funkce polynomem tietiho stupné, napiiklad kubickym interpola¢nim splajnem (viz
odstavec 5.2.1).

Na rozhrani jednotlivych interpolovanych bunék se musi shodovat nejen funkéni hodnoty
interpolacnich kubickych kiivek, ale i jejich prvni derivace a také smiSena druh4 derivace. Ana-
logicky k rovnici (5.10) (véetné zpusobu znaceni, zavedeného v odstavci 5.2.2) tak dostavame

aijx'yl, (5.13)

~
®
S
I
M-
NE

i=0 j=0
3 3 )
fx($7y) = Zziaisz_lij (514)
i=1 j=0
3 3 o
folzoy) =D jaga'y’ ™, (5.15)
i=0 j=1
3 3 ' )
foy(my) =D djaga™y 7, (5.16)

@
I
—
<.
Il
—

kde horni indexy i, j,7 — 1,7 — 1 znamenaji mocniny.
Pro stejnou zadanou funkei fo(zq,ys) jako v odstavei 5.2.2 budou rovnice (5.13) - (5.16)
pro ,levou dolni“ bunku explicitné rozepsany ve tvaru:

f0(0,0) = aqo, (5.17)
f0(0,15) = ago + 15a01 + 225a92 + 3375a03, (5.18)
f0(20,0) = ago + 20a19 + 400azy + 8000asy, (5.19)
f0(20,15) = ago + 15a01 + 225a02 + 3375a03 + 20a10 + 300a1; + 4500a12 + 67500 a3+

-+ 400az0p + 6000a21 + 90 000 az2 + 1 350 000 az3 + 8000asp + 120 000 a3 + 1 800 000 azz+

+ 27000 000 ass. (5.20)
f02(0,0) = azo, (5.21)
foz(0,15) = a1g + 15a11 + 225a12 + 3375a;13, (5.22)
fOx(20 0) = aio + 40@20 + 1200@30, (5.23)

fox(QO, 15) = a19 + 15a11 + 225a12 + 3375a13 + 40asg + 600a21; + 9000as9 + 135000 ag3+
+ 1200a30 + 18 000 a3y 4+ 270000 ass + 4 050 000 ass. (5.24)
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Obrazek 5.3: Schématické znazornéni bikubické interpolace stejné (modré) sité jako na obrazku 5.2.

foy(0,0) = a1, (5.25)

foy(o, 15) = ag1 + 30agp2 + 675a03, (5.26)

foy(20,0) = ag1 + 20a11 + 400az; + 8000as1, (5.27)

foy(20,15) = a1 + 30ap2 + 675a03 + 20a11 + 600a12 + 13500 a13 + 400az; + 12000 aze+

=+ 270000 az3 + 8000as; + 240 000 age + 5400 000 ass. (5.28)
foxy(0,0) = a1y, (5.29)
fozy(0,15) = a1 + 30a12 + 675a13, (5.30)
fozy(20,0) = a11 + 40a21 + 1200as3;, (5.31)
foxy(20,15) = a1 + 30a12 + 675a13 + 40az1 + 1200a22 + 27 000 azz + 1200a3; + 36 000 azz+
+ 810000 ass. (5.32)

Oznacme opét (viz odstavec 5.2.2) x, y relativni soufadnice interpolantu a x4,y soufadnice
okraju bunky se zadanymi hodnotami fo = [f(zo,v0), f(z0,v1), f(21,%0), f(21,y1)]. Na rozdil
od bilinearn{ interpolace bude matice a = a;; dimenze 1 x 16. Zavedeme vektor se 16 slozkami,

FO :[f(anyO)vf(xo,y1)7f(xlay0)’ f(xlvyl)vfx(xovyo)a f:L“(:EUayl)a
fo(@1,90), fo(z1,91),s fy(@0, v0), fy(zo, y1)s fy(21590), fy(T1,91),
f:cy(xﬂayo)vfxy(Ianl)ufxy(xlyyo)’fxy(xlvyl)]’ (5'33)

vektor

K = xly] = 17y7y27y37m7$y737y27 s 7$3y37 (534)

kde 7,57 = 0,1,2,3, bude mit rovnéz 16 sloZek a matice A, dana v tomto pripadé koeficienty
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rovnic (5.17) - (5.32),

10 0 0 0 0 - 0
1 y% y:f 0 o .- 0
1 21 22 23 0 0 0
Loy oy oy o1 sy - 2yl
A=lo 0 0 0 1 gy o | (5.35)
00 0 0 1 0 0
00 0 0 0 1 - 923y}

bude dimenze 16 x 16. Derivace v uzlovych bodech sité budou vypadat nasledovné: ve vnitfnich
bodech budou definovany jako

fo(zasys) = L) 2 [ octt), (5.36)

f(xom yﬁ-i—l) - f(xom yﬁ—l)

Jy(Ta,yp) = , 5.37
(. u5) . (5.57)
fzy(l‘a; yﬁ) _ f(xa-‘rla yﬂJrl) - f(xa—la yﬁJrl) - f(xOé-‘rla yﬁ*1> + f(xOé—la yﬁ*1>’ (538)
(Tat+1 — Ta-1)(Yp+1 — Yp-1)
v ,,hornich“ krajnich bodech budou
f Tay Y - f Ta-1,Y
fultaryg) = LZert8) = FTact, vo) (5.39)
To — To—1
f Tay Y - f T, Yp—
fy(Tayyp) = (o, 9p) = /(@ 1), (5.40)
Yg — Ys-1
f(:l:ou yﬁ) - f(xoc—la yﬁ) - f('romyﬁ—l) + f(xoc—lu yﬁ—l)
Jay(Ta,yp) = 5.41
y(a: 5) (o — Ta—1)(Ys — Yp-1) (5:41)
a v ,,dolnich® krajnich bodech budou
Lo ) - Loy
Lo+l — Lo
f Loy Y - f Loy Y
fy(xaayﬁ) _ ( ,8+1) ( 5)’ (543)
Yp+1 — Yp
fxy(xa,yg) _ f(xa+17y,3+1 - f(liou yﬁ-}—l) - f(l‘a+la yﬁ) + f('xouyﬁ) ) (544)

(Tat+1 — Ta) (Y1 — Y5)

Obdobnym zpiisobem budou definovany i derivace v interpolovanych bodech. Analogicky k
rovnici (5.11) bude mit vysledna rovnice pro vypocet interpolantii tvar:

f(z,y) = KATLF,. (5.45)

Numericky algoritmus bude v tomto piipadé vyrazné rozsahlejsi, nez v odstavci 5.2.2,
nicméné jej lze sestavit zcela obdobné jako v pripadé bilinearni interpolace. Z toho davodu
zde uvadime pouze podobu matice A, ¢lenu Bl (kdy ostatni ¢leny B budou zcela obdobné, vzdy
s prvnim indexem séitacim) a vypoctu vyslednych interpolantii, ostatni operace budou (az na
pfipadnou dimenzi) shodné s odstavcem 5.2.2:
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matice A (N=16):
do i=1,N

=dy/dfloat(nj-1)
=(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
1.d0

=dx/dfloat(ni-1)
(dx/dfloat(ni-1))**2.d0

=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0

1.d0

— N O

\_/w\_/\_/
H‘-/H

—~

dy/dfloat(nj-1))**2.d0
(dy/dfloat(nj-1))**3.d0

1.d0

=2.d0*dx/dfloat(ni-1)
3)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0
=1.d0

dy/dfloat(nj-1)
(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
2.d0*dx/dfloat(ni-1)
=2.d0*dx/dfloat(ni-1)*dy/dfloat(nj-1)

CN\_/\_/\_/\_/\/\_/\_/ o Ot
[

00 00 00 00 00 00 00 00 0 =1 1 =1 O O O O ULk b s b s b s b s s R R R R R R 0 W 0 W NN NN
== == O 00 N O O = O O 00 N O O O == = = = 2 O 00 N O UL W N = OO e W N

W N — O\_/\_/\_/\_/\_/

=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0

inicializace nulové matice

nenulové prvky matice A

,2)=dy/dfloat(nj-1)
,3)=(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
,A)=(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
,5)=dx/dfloat(ni-1)
,6)=dx/dfloat(ni-1)*dy/dfloat(nj-1)
,7)=dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
,8)=dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
,9)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0
,10)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*dy /dfloat(nj-1)
,11)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy /dfloat(nj-1))**2.d0
2)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
,13)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0
,14)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*dy /dfloat(nj-1)
,15)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*(dy /dfloat(nj-1))**2.d0
,16)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
,5)=1.d0
,5)=1.d0
,6)=dy/dfloat(nj-1)

)

=2.d0*dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0

=2.d0*dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
1
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4)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy/dfloat(nj-1))
)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy /dfloat(nj-1))**2.d0
)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy /dfloat(nj-1))**3.d0
=1.d0
0,2)=1.d0
10,3)=2.d0*dy/dfloat(nj-1)
10,4)=3.d0*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0

)=

)=

I

= © 00 00
N — = =
l\D\—/CTJCn

11,2)=1.d0
11,6)=dx/dfloat(ni-1)
11,10)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0
11,14)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0
12,2)=1.d0
12,3)=2.d0*dy/dfloat(nj-1)
12,4)=3.d0*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
12,6)=dx/dfloat(ni-1)
12,7)=dx/dfloat(ni-1)*2.d0*dy /dfloat(nj-1)
12,8)=dx/dfloat(ni-1)*3.d0*(dy /dfloat(nj-1))**2.d0
12,10)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0
12,11)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*2.d0*dy/dfloat(nj-1)
12,12)=(dx/dfloat (ni-1))**2.d0*3.d0*(dy /dfloat (nj-1))**2.d0
12,14)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0

)=( (ni-1))

)=( (ni-1))

1
12,15)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*2.d0*dy/dfloat(nj-1)
12,16)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*3.d0*(dy/dfloat (nj-1))**2.d0
13,6)=1.d0
14,6)=1.d0
14,7)=2.d0*dy/dfloat(nj-1)
15,10)=2.d0*dx/dfloat(ni-1)
15,14)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0
16,6)=1.d0
16,7)=2.d0*dy/dfloat(nj-1)
16,8)=3.d0*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
16,10)=2.d0*dx/dfloat(ni-1)
16,11)=4.d0*dx/dfloat(ni-1)*dy/dfloat(nj-1)
16,12)=6.d0*dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
16,15)=6.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*dy/dfloat(nj-1)
A(16,16)=9.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0

PEEREEEREREEE R R R R R ERREE R ERR R EE PR

do j=1nj-1 ¢leny B: fx, fy, fxy jsou prislusné parcialni derivace
do j=1,nj-1
Bl(i,j)= &
AINV(1,1)*(1,j)+AINV(1,2)*f(i,j+ 1)+ AINV(1,3)*f(i+1,j) +AINV(1,)*(i+1,j+1)+ &

(1,1
AINV(1,5)*tx(i,j)+AINV(1,6)*tx(i,j+ 1)+ AINV(1,7)*fx(i+1,)) +AINV(1,8)*fx(i+1,j+1)+ &
AINV(1,9)*ty(i,j) +AINV(1,10)*fy (1i,j+ 1) +AINV(1,11)*fy (i+1,)) +AINV(1,12)*fy(i+1,j+1)+ &

AINV(1,13)*txy(1,j) +AINV(1,14)*fxy(i,j+ 1)+ AINV(1,15)*fxy(i+1,j) +AINV(1,16)*fxy(i+1,j+1)

ostatni ¢leny B2 - B16 budou obdobné jako B1, vzdy s prvnim maticovym indexem séitacim

end do
end do

vypocet interpolantu:
do i=1,ni-1
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do j—1,nj-1
do ii=1,nii-1
do jj=1,njj-1

f(i,j,iL.jj) =
B1(1,j)+yy(35)*B2(1.j) +yy (jj) **2.d0*B3(i,j) +-yy (jj) **3.d0*B4(1,j) + &
xx (i) *B5 (1,) +xx(if) *yy (33) *B6 (1,)) + &
XX(H)*yy(JJ)**2 d0*B7(1,j) +xx(ii) *yy (i) **3.d0*B8(i,j) + &
xx(11)**2.d0*B9(i,j) +xx(i1) **2.d0*yy (jj) *B10(i,j) + &
xx(11)**2.d0*yy(jj)**2.d0*B11(3i,j) +xx (i) **2.d0*yy(jj) **3.d0*B12(i,j)+ &
xx(ii)**3.d0*B13(i,j) +xx(ii) **3.d0*yy (jj) *B14(i,j) + &

xx(ii)**3.d0*yy (jj) **2.d0*B15(i,j) +xx(ii) **3.d0*yy (jj) **3.d0*B16(i,j)

end do
end do

end do

end do

Vysledné podoba bikubické interpolace stejné zadané sité jako v odstavci 5.2.2, popsané rovni-
cemi (5.17) - (5.32), je vykreslena na obrazku 5.3.

5.3 Regrese

Regresi (regresni analyzou) nazyvame hledani takové funkce (tzv. regresni funkce), ktera nejlépe
vystihuje vztah mezi dvéma skupinami proménnych, napf. zavislost ndhodnych veli¢in (namé-
fenych hodnot) na ¢ase, atd. Pfedem je dano, ktera proménna je nezavisla (vysvétlujici nebo
také regresor) a ktera je zavisla (vysvétlovana nebo také odezva). Jednoducha regrese popisuje
zéavislost odezvy na jednom regresoru, naproti tomu vicenasobna regrese popisuje situaci, kdy
odezva zavisi na vice regresorech. Podle charakteru a pribéhu zkoumané zévislosti volime typ
regresniho modelu, naptiklad linedrni regresi (proloZeni zavisle proménnych hodnot piimkou),
regresi polynomem n-tého stupné, atd., a také nejvhodnéjsi statistickou metodu, naptiklad me-
todu nejmensich ¢tverci nebo tzv. robustni regresi, ktera eliminuje extrémné vychylené hodnoty,
atd. (viz také pojmy a statistické metody, uvedené v kapitole 12.2 ve skriptu Pocetni praktikum
nebo napftiklad na strankich http://physics.muni.cz/ mikulas/zvc.html.

5.3.1 Linearni regrese metodou nejmensich ¢tverci

Souborem n diskrétnich hodnot odezvy (vysvétlované proménné) y;, i = 1, ... ,n, ktery je urcen
vyétem usporadanych dvojic [z;,y;], prolozime piimku (polynom 1. stupné) fi(z) = kz + ¢
tak, aby soucet S druhych mocnin tzv. rezidut, tj. vzdalenosti bodi y; od funkénich hodnot
f(x;) v bodech x; byl minimalni (2. mocniny se zde pouzivaji kvili nezavislosti na znaménku
odchylky). Dostavame tedy rovnici

§=3 i~ f'@)]" =3 [ — (kei +q)f = min, (5.46)

pro dvé neznamé hodnoty k a ¢. Minimalizaci této funkce provedeme poloZzenim 95/0k = 0 a
zaroven 05/0q = 0, vysledek miZzeme zapsat pomoci maticového formalismu jako

2 A k Tl
(Zi DY xz) _ <Zz Zyz> . (5.47)
Zz‘ T n q Zz Yi


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js17/pocetni_praktikum1/web/ch02_s03.html
http://physics.muni.cz/~mikulas/zvc.html
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Snadno tak nalezneme vyrazy pro oba hledané parametry v zavislosti na uspofadané n-tici
[;,yi] (napf. na naméfenych hodnotéch v zavislosti na ¢ase nebo poloze),

k= 5 q= 5 (5.48)
nya?— (%) nya?— (%)

Metodu navrhl a poprvé pouzil Karl Friedrich Gauss pro vypocet geodetickych chyb.

e Piiklad skriptu pro linearni regresi metodou nejmensich ¢tverct, program fortran
95:

program linearni regrese deklarace nazvu programu

implicit none

tabulka hodnot [z;, y;]:

[1,2], [2,1], [3.4], [4,12], [5,7], [6,8], |7,10], [8,14], [9,19], [10,17]

integer :: i, np deklarace celoc¢iselnych proménnych: i =
poradové ¢islo dvojice proménnych, np =
celkovy pocet diskrétnich hodnot

parameter (np=10) zadani fixni hodnoty np

double precision, dimension(np) :: x,y deklarace realnych veli¢in x, y jako pole
(vektoru) o np prvcich

double precision :: f(np), res(np) jiny zpusob deklarace realnych veli¢in f, res
jako pole (vektoru) o np prvcich

double precision :: k, q, sumres deklarace redlnych skalarnich veli¢in

x=(/(1.d0*, i=1,np)/) vektor hodnot regresoru

y=(/2.d0, 1.d0, 4.d0, 12.d0, 7.d0, 8.d0, 10.d0, 14.d0, 19.d0, 17.d0/)
vektor hodnot odezvy

1. moznost - pfimé pouziti vzorce (5.48):

hledané koeficienty linearni funkce:
k=(np*SUM(x*y)-SUM(x)*SUM(y))/(np*SUM (x**2.d0)-(SUM(x))**2.d0)
q=(SUM(x**2.d0)*SUM(y)-SUM(x)*SUM (x*y)) /(np*SUM (x**2.d0)-(SUM(x))**2.d0)

2. mozZnost - pouziti soustavy rovnic (5.47) a procedury LAPACK - viz sekce
5.1:

v zéhlavi programu je nutné navic deklarovat tyto promeénné:

integer :: j, INFO, KL, KU, LDAB, LDB, N, RHS
parameter(KL=1KU=1 N=2 KUKL=KL+KU+1,LDAB=2*KL+KU+1,LDB=N,RHS=1)
integer :: IPIV(N)

double precision :: M(N,N),AB(LDAB,N),B(LDB,RHS)

double precision :: max

M(1,1)=SUM (x**2.d0) matice levé strany, M(N,N)
M(1,2)=SUM(x)
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M(2,1)=SUM(x)
M(2,2)=np

do i=1,N vypocetni cyklus procedury LAPACK
do j=1,N
AB(KUKL-+i-j, j)=M(i, j)
end do
end do

B(1,1)=SUM(x*y) vypocet pravé strany procedurou LAPACK
B(2,1)=SUM(y)

volani podprogramu DGBSV:
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if INFO.ne.0) write(*,*) “INFO-" INFO,!!”

k=B(1,1)
q=B(2,1)

spolecné pokracovani:

write(1,*) k, q tisk vypocitanych hodnot do souboru ,,fort.1¢

write(1,*) oddélujici Fadek

do i=1,np vypocetni cyklus
f(i)=k*x(i)+q vypocet hodnot linearni funkce
res(i)=(f(i)-y(i))**2.d0 vypocet rezidui
sumres=SUM(res) vypocet sumy rezidui

end do

do i=1,np zépis cyklu do souboru
write(1,%) x(i), y(1), £(3), res(i)

end do

write(1,*)

write(1,*) sumres zapis sumy rezidui do souboru

end program linearni_regrese ukoné¢eni programu

5.3.2 Polynomialni regrese metodou nejmensich ¢tverct

Postup uvedeny v predchozim odstavci 5.3.1 1ze zobecnit pro polynom libovolného (m-tého)
stupné, kdy analogii rovnice (5.46) muzeme pfepsat do tvaru (horni indexy zde vzdy znamenaji
mocniny)

n m

5= Z (yi _ ijx{)2 — min, (5.49)

=1 7=0

kde koeficienty p; jsou koeficienty j-tého stupné polynomu, u linearni regrese tak plati py = ¢,
p1 = k (viz rovnice (5.47)). Zarovei je jasné, Ze pocet rovnic N v proceduie LAPACK odpovida
m + 1. Minimum rovnice (5.49) nalezneme, polozime-li 05/0p; = 0, ziskdme tak soustavu
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linear fit
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Obrézek 5.4: Vykresleni piikladu linearni regrese, tj. prolozeni uvedenych 10 bodu pfimkou s parametry
vypocitanymi metodou nejmensich ¢tverct.

m + 1 = N linearnich rovnic, které muZzeme vyjadrit pomoci maticového zapisu ve tvaru

Pm
2 +1
ST : : = : . (5.50)
durt > i Ti n » > iV
0

Vypocetni cyklus procedury LAPACK (viz programovy skript v kapitole 5.3.1) muzeme takto
zobecnit do nésledujici podoby (fortran 95):

do i=1,N-1 matice levé strany, M(N,N)
do j=1,N
M(i,j)=SUM(x**(2*N-i-j))
end do
end do
i=N
do j=1,N-1
M(N,)—SUM (x*(N-j))
end do
M(N,N)=np
do i=1,N vypocetni cyklus procedury LAPACK
do j=1,N
AB(KUKL+i-j, j)=M(, j)
end do
end do

do i=1,N vypocet pravé strany procedurou LAPACK
B(i,1)=SUM(x**(N-i)*y)
end do
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V ostatnich bodech ztstava programové procedura popsané v odstavci 5.3.1 prakticky nezmé-
néna.

5.3.3 Robustni regrese

V pripadé, Ze chceme eliminovat vliv velmi vychylenych (,,ustfelenych“) hodnot, zvolime tzv.
vdZenou nebo také robustni regresi. Robustnich regresnich modelu existuje cela fada (viz na-
piiklad Huber & Ronchetti (2009)), za v8echny zde uvedeme jednoduchou tzv. Tukeyho metodu
M-odhadu (Tukey’s bisquare method), zaloZenou na vazeni rezidui pomoci dvoji druhé mocniny.
Nejprve spocitdme nevazené rezidua res_ i = y; — f(x;) (stejné jako napt. v odstavcich 5.3.1,
5.3.2), potom pouZzijeme nasledujici vadhovou funkei:

wi(res i) = [1 . (2651;3)2]2 (5.51)

kde med je medidn absolutni odchylky rezidui, kterou mizeme zvolit jako samotné reziduum,
nebo odchylku kazdého rezidua od jejich vlastntho medianu. Védha w; = 0, pokud absolutni
hodnota rezidua |res_i| > 6 med. Extrémné odchylené hodnoty jsou takto zcela vyFazeny, méné
vychylené hodnoty jsou ponechany, avsak se sniZzenou vahou.

Naprogramovani tohoto robustniho (vazeného) regresniho modelu je snadné, do pravé strany
rovnice (5.50) vloZime vypoé&itané vahy:

Pm

> w?m D xzmﬂ > Yo T wiy;
Spaptt o Yat o Y D1 | iy

Po

(5.52)

Pro vypocet medidnu existuji v kazdém programovacim jazyce hotové moduly, jako priklad lze
pouzit nasledujici podprogram, vysledek je zahrnut do rovnice (5.51) (fortran 95):

subroutine median(i, j, k, np, res, med)
implicit none

integer :: i, j, k, np

double precision :: res(np)

double precision, intent(out) :: med
double precision :: temp

Serazeni ¢isel ve vzestupném potadi:
do j=1np-1
do k=j+1,np
if(res(j)>res(k))then
temp=res(k)
res(k)=res(j)
res(j)=temp
endif
end do
end do
Vypocet medianu v p¥ipadé sudého nebo lichého poctu ¢isel:
if(mod(np,2)==0)then
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W-bisquared pol2 fit
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Obrézek 5.5: Porovnani kvadratické regrese, tj. proloZzeni polynomem 2. stupné s parametry vypodi-
tanymi metodou nejmensich &tverci podle odstavce 5.3.2 (Cervena Gara) a robustni Tukeyho metodou
podle odstavce 5.3.3 (modra ¢ara). Soubor 10 bodt o soufadnicich [1;3,5], [2;3,6], [3;4,2], [4;17], [5;7,4],
[6;8,7], [7;10,3], [8;12,8], [9;19], [10;17,1] obsahuje silné odchylené hodnoty (hrubé chyby), na které ro-
bustni kiivka reaguje slab&é nebo viibec.

med=(res(np/2)+res(np/2+1))/2.d0
else

med=res(np/2+1)
endif

end subroutine median
Nésleduje vypocet vah: w(y(i))=(1.d0-(y(i)/6.d0*med)**2.d0)**2.d0, atd.

5.3.4 Kubicky vyhlazovaci splajn

Tzv. vyhlazovdni (smoothing) muZe byt uzitetné v pripadé, Ze husté naméfena nebo vypoditana
zavislost jevi zna¢ny lokalni rozptyl, pfitom je ale patrny jeji celkovy trend (viz obréazek 5.6),
ktery je oviem dostatecné nepravidelny ¢i komplikovany a nepodoba se tak zadné z jednodu-
chych funkei (polynomu, exponenciéle a podobné). Prolozeni takové bodové zavislosti [z, y;]
kubickym vyhlazovacim splajnem, reprezentovanym funkei S(z), jejiz nejjednodussi tvar nalez-
neme pomoci minimalizace (srovnej s rovnici (5.46))

S = Zn: [yi — S(x:)]* + )\/S"(az)2 dz = min, (5.53)
i=1

probih& de facto ve dvou krocich. V prvnim kroku nalezneme nové body [z;,Y;] s mensim
rozptylem (kdy S(z;) = Y;), ve druhém kroku pak tyto nové body [z;, Y;] prolozime kubickym
interpolaénim splajnem podle odstavce 5.2.1. Kladné ¢islo A v rovnici (5.53) je tzv. vyhlazovact
parametr, ktery idi ,hrubost nebo ,jemnost® vyhlazovani, kdy vétsi A znamena robustnéjsi
vyhlazeni (viz porovnani kifivek s riiznymi parametry A na obrazku 5.6).

Protoze se jedna o kubicky splajn, budou jednotlivé segmenty funkce S”(z) (druhé derivace

funkce S(z)) linearnimi tseckami, které v bodech x; a x;1; musi nabyvat hodnot S”(z;) = M;
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cubic smoothing spline

Obrazek 5.6: ProloZeni soustavy bodi (naméfenych nebo vypocitanych hodnot) sérii kubickych vy-
hlazovacich splajnti s riznymi hodnotami parametru A; ¢ernd ¢ara s nejnizSim A se nejvice pfimyka
k prokladanym bodtm, cervenéd ¢ara s nejvy$sim A vyhlazuje celkovou zavislost nejvice. V piipadé
A = 0 ziskdme kubicky interpolacni splajn (viz odstavec 5.2.1), piimo prochéazejici zadanymi body, za-
timco v pfipadé A — oo ziskame linearni regresi dané soustavy bodu (viz odstavec 5.3.1).

S"(xi41) = Mi11 (viz rovnice (5.3)). V obecném bodé uvnitf jednotlivych segmenti musi tedy
platit

M;1 — M;

S”(.ZU) =M, +
Ti41 — T4

(x — ;). (5.54)
Integral v rovnici (5.53) bude tedy mit pro kazdy jednotlivy segment feSeni ve tvaru

Tit My — M; 2 1 — T
(/ P@+’“’@>4m do = 22T (V2 My My + MP). (5.55)
i Tit1 — Ti 3

Podrobnym rozborem rovnice (5.6), nyni oviem na pravé strané s hledanymi hodnotami Yj,
struéné maticové zapsané jako

WM = RS, (5.56)

zjistime, Ze rovnice (5.55) je identicky FeSitelnd pomoci maticového nasobeni v nasledujicim
poradi,

/ S"(z)*de = STRTW'RS, (5.57)
kde S je (sloupcovy) n rozmérny vektor hlednaych hodnot Y;, W je tridiagonalni symetricka
matice dimenze (n — 2) x (n — 2), s prvky

Wi = Wiy =TTy, T2 (5.58)



Kapitola 5. Praktické zdklady numerickyjch vypocti

a R je matice dimenze (n — 2) X n s prvky

~ 1 ~ 1 1 ~ 1
Rjj = ——— Rz‘,i+1 = — ( + ) , RZ'7Z‘_|_2 = (5.59)

)
Tit1 — T4 Ti4+1l — X5 Tj42 — Titl Ti+2 — Ti+1

PiepiSeme-li timto zpisobem minimalizaéni rovnici (5.53), dostavame jeji levou stranu ve
tvaru

(Y - 8$)T(Y - S)+ A\STRTW 'RSs. (5.60)

PoloZzime-li jeji derivaci vzhledem k S rovnu nule, dostaneme vysledny vyraz pro hledané hod-
noty v rdmci vyse popsaného prvniho kroku,

S— (E+>\§TVT/71K’)71 Y, (5.61)

kde E je jednotkova matice.

Vypocet druhého kroku, tedy prolozeni nalezenych bodi Y; kubickym interpolacnim splaj-
nem, jiz. provedeme podle odstavce 5.2.1. Pro numerické vypoc¢ty maticového nésobeni, inverz-
nich matic, tridiagonalnich matic a podobné, opét pouzijeme procedury napiiklad z balicku
LAPACK, popsané vyge v ramci pfedchozich ukazek.

5.4 Numerické metody vypocti funkci jedné proménné

5.4.1 Hledani koiene funkce jedné proménné - Newtonova metoda

Kofeny obecné nelinearni funkce (rovnice) f(x) = 0 casto nelze vyjadiit formou explicitniho
analytického vzorce. k nalezeni feSeni takové rovnice musime potom pouzit nékterou z numeric-
kych (itera¢nich) metod, kdy pomoci ur¢itého po¢tu pocate¢nich aproximaci hledaného kofene
g generujeme posloupnost x1, x2, x3, ... , kterd ke kofenu x¢ konverguje. V nékterych pfipa-
dech je tfeba zadat interval a, b, ktery podle pfedbé&Zzného predpokladu obsahuje hledany kofen,
¢im lépe se k nému na pocéatku priblizime, tim rychleji dan&d metoda konverguje. V néasleduji-
cich prikladech predpokladejme realnou spojitou funkei f(z) s odpovidajicim po¢tem spojitych
derivaci na vymezeném intervalu, s hledanym kofenem f(xg) = 0.

Poc¢ateéni odhad intervalu (intervali) kde se kofen (kofeny) mohou nalézat provedeme na-
priklad grafickou metodou: pomoci vhodného vypocetniho programu nebo vypisovanim funk-
¢nich hodnot do tabulky vykreslime funkei f(x) a vyhledame jeji pfiblizné priseciky s osou x.
Napriklad u funkce, dané predpisem

flz) =2 —32% +22 -3 (5.62)

snadno zjistime Ze existuje jeden realny koren, ktery musi s urcitosti lezet uvnit¥ intervalu
xo € (2, 3).

Existuje cela fada moznych numerickych postupu (napiiklad metoda secen, atd.), asi nej-
znadméjsi je tzv. Newtonova metoda neboli metoda tecen. Vyjdeme z pocatecni aproximace
xo a postupné poéitame x1, xa, x3, ... . Zname-li uréitou aproximaci xy a chceme urcit lepsi
aproximaci xp41, prolozime bodem [z, f(zx)] tetnu ke kiivce y = f(z), prusecik této tecny
s osou x povazujeme potom za hodnotu zp41. Dostavame tak rovnici popsané tecny ve tvaru

f(zk)

"(x1) = {327 — 6xp + 2 =
f(xx) = {3z, — 6y + 2} p—

(5.63)
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z niz odvodime vztah pro vypocet kazdého nasledujiciho kroku (iterace),

f(zk)

Tht1 = Tk — f’( ) (5.64)

L

Ukonceni vypoctu s tim, ze hodnota posledni iterace xyy; je prohlaSena za hledany kofen xg
s pozadovanou presnosti, nastane (podle velikosti malého ¢isla e které stanovuje pozadovanou
pfesnost) napiiklad v téchto piipadech:

[Thq1 — 2] <€

nebo |f(zps1)] <e. (5.65)

e Piiklad mozného zptisobu naprogramovéni rovnice (5.62) - program fortran 95:

program newton
implicit none

integer :: i

double precision :: x, dx, f, df

x=3.d0
do
i=1i+1

deklarace nadzvu programu

deklarace celociselnych proménnych v zéhlavi pro-
gramu: i = poradové &islo prostorového kroku
deklarace realnych veli¢in, kde vyrazy x = xp, dx =
Tp—Tri1, L= f(xg), df = f/(xp), s dvojitou presnosti
odhad vstupni hodnoty xy,

vypocetni cyklus

f = x**3 - 3.d0*x**2 + 2.d0*x - 3.d0 vlastni rovnice (5.62)
df = 3.d0*x**2 - 6.d0*x + 2.d0 derivace funkce (5.62)

dx = f/df

x — x-dx

if (dabs(dx).1t.1.d-12) exit

end do
write (100,*) x

stop
end program newton

rovnice (5.64)
novi hodnota x;,
stop kritérium: |z — x| < 10712

zépis korene funkce f do souboru fort.100

zastaveni celého procesu
konec programu

e Tabulka vysledku programu vypoctu kofene funkce f(xy) pro jednotlivé iterace k:

Tk

f(zy) Tk — Th+1

3.0000000000000000
2.7272727272727275
2.6736911736911733
2.6717025697475019
2.6716998816620690
2.6716998816571604

T W N = O x

3.0000000000000000 0.27272727272727271

0.42599549211119836 5.3581553581554045E-002
1.4723079585858834E-002  1.9886039436713345E-003
1.9848200396133109E-005  2.6880854327577796E-006
3.6242120415863610E-011  4.9083680000275664E-012
1.7763568394002505E-015  2.4057679206275180E-016

5.4.2 Numerické derivovani

Nejjednodussi numerické aproximace 1. derivace mé podobu tzv. dopredné diference,

f'(x)

~
~

flz+h) - f(x)
Y ;

(5.66)
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kde h = Ax > 0, s chybou aproximace §f’(x) vyjadfenou pomoci Taylorova rozvoje x, tj.
8f'(z) = —(h/2)f"(£), kde € € (z,z + h). Podobné jednoducha je i tzv. zpétnd diference,

()~ LB = i(x —h) (5.67)

s chybou stejného Fadu. Aproximaci s vySsi presnosti je tzv. centrdlni diference,

1oy f@+h)— flz—h)
s chybou aproximace §f'(z) = —(h%/6)f"(¢), kde ¢ € (z — h,x + h), zabirajici oviem dva
prostorové kroky (buiiky) vypocetni sité. Analogickym zpisobem muZeme odvodit i 2. derivaci
ve tvaru

(5.68)

flz+h) —2f(x) + fx —h)
h2 ’

s chybou aproximace 6 f"(x) = —(h%/12)f®(€), kde & € (z — h,z + h).

Existuji i pfesnéjsi a propracovangjsi diferen¢ni schémata (viz naptiklad van Leer, 1977,
1982; Vitasek, 1987; LeVeque, 2002), napiiklad jednostranna aproximace 1. derivace, které je
2. fadu presnosti,

f(@) ~

(5.69)

=3f(x)+4f(x+ h) — f(z+ 2h)

7'(z) ~ y ,

(5.70)

s chybou aproximace 6 f'(x) = (h?/3)f"(£), kde & € (z,x + 2h), nebo aproximace 1. derivace,
ktera je 4. radu presnosti, ve tvaru

o —f@+2h) +8f(x+h) = 8f(x —h) + f(x - 2h)

f'(x) 12k ’

(5.71)

tedy s chybou, ktera je fadu h?, atd. Jejich nevyhodou oviem je, Ze zabiraji nékolik prostorovych
intervaltit (bunék) vypocetni sité a také pii slozitych a objemnych vypoétech diky nim mohou
nartstat naroky na dobu vypoctu. Je proto vzdy nutné zvazit vypocetni schéma, adekvatni dané
tloze a jeji pozadované pfesnosti, odpovidajici ale redlnym mozZnostem pouzivaného vypocetniho
zafizeni.

5.4.3 Numerické integrovani

je vzdy zaloZené na nahrazeni slozité ohrani¢eného geometrického utvaru (plochy pod kiivkou
dané funkce v pfipadé jedné proménné) jednodussim utvarem, nebo sou¢tem takovych utvari.
Pouziva se také nazev numerickd kvadratura, ve smyslu konstrukce plosnych (tedy dvouroz-
mérnych, kvadraturnich) atvara. Ukazeme zde piiklady pouze nejbéznéjsich (vétsinou ovSem
zcela dostac¢ujicich) zptsobii numerické integrace funkce jedné proménné pomoci tzv. Newton-
Cotesovych vzorcl, existuje samoziejmeé cela fada jinych metod numerické integrace, napiiklad
Gaussovy kvadraturni vzorce, Rombergova kvadratura, atd. Nebudeme zde uvadét ani presnosti
a zpusob stanoveni chyb, atd., vSe je standardné dostupné v literatufe.

e Newton-Cotesovy (kvadraturni) vzorce

Obdélnikovd metoda: Tato metoda se formalné nepocita mezi tzv. Newton-Cotesovy vzorce,
predstavuje sice nejjednodussi ale zaroven nejméné piesnou numerickou integra¢ni me-
todu, kdy se uré¢ity integral dané funkce (tj. velikost plochy pod kifivkou grafu funkénich
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hodnot funkce f(x) v ramci intervalu (a,b)) aproximuje obdélnikem. Tuto aproximaci
muzeme zpiesnit, rozdélime-li napiiklad interval (a,b) na zvoleny pocet n dil¢ich stej-
nych intervald, vypocitdme obdélnikovou aproximaci pro kazdy interval zvlast a vysledky

seCteme, tedy
b . n—1 .
I:/f(x)dxzbna f(a+k:bna>. (5.72)
a k=0

Lichobéznikovd metoda: predstavuje presnéjsi numerickou integra¢ni metodu, kdy se urcity
integral dané funkce aproximuje lichobéZniky (body funkce se spoji tise¢kami). Rozdélime-
li interval (a, b) na zvoleny pocet n dil¢ich stejnych intervali, vypoc¢itame lichob&znikovou
aproximaci opét pro kazdy interval zvlast a vysledky se¢teme, tedy

2n
k=0

b __a,n—l
I= [ f@)de P30S (flaon) + flaw), (5.73)

kde zp = a+ k(b —a)/n.

Simpsonovo pravidlo: zalozené na kvadratické (parabolické) interpolaci dil¢ich intervali
integrované funkce. V piipadé integrace polynomu dava tato metoda velmi piesné vy-
sledky. SloZena aproximace Simpsonovym pravidlem, kdy interval (a,b) je rozdélen na
sudy pocet n dil¢ich intervali, ma tvar (kdy =z = a+ k(b —a)/n)

n/2

1= / Fa)de m PO [famon) 4 Afen) + f)] . (5T4)

k=1

2

Simpsonovo 3/8 pravidlo (nebo také druhé Simpsonovo pravidlo): zaloZzené na kubické
interpolaci dil¢ich intervalt integrované funkce. Slozena aproximace Simpsonovym 3/8
pravidlem, kdy interval (a,b) je rozdélen na n dil¢ich intervali, kde n je délitelné t¥emi,
mé tvar (kdy opét xx = a+ k(b —a)/n)
(b ) n/3
—a
/ fa S flaseos) +3F(ess2) + 3 wse ) + flasi)] . (5.79)
k=1
Obdobnym zpusobem lze sestrojit Newton-Cotesovy formule libovolné vyssich radua, vyssi
fady nez 4 (Booleovo pravidlo) se nicméné pouzivaji mélo, jejich nevyhodou je velmi rychle
(az exponencialné) narustajici chyba integrace.

S

e Numericka integrace ve vyssich dimenzich

Uvedené metody lze aplikovat riznymi zplisoby i pro vicenasobné integrovani, jejich volba zavisi
napiiklad na tvaru integra¢ni oblasti a na konkrétnich funkcich, obsazenych v integrandu. Zde
ukazeme pouze dva zakladni zptisoby.

v

Lichobéznikovd metoda ve 2D: uvazujme dvojny integral (viz rovnice 7.3 ve skriptu Pocetni

praktikum)
b p2(x)
= //S f(z, y) dzdy = / [ /¢> @) dy] dz. (5.76)


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js17/pocetni_praktikum1/web/ch02_s03.html
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js17/pocetni_praktikum1/web/ch02_s03.html
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y

$2(x)

Yjk

¢1(x)

a Xj b X

Obrézek 5.7: Schématické znazornéni hustoty sité pro numerickou integraci dvojného integralu s opti-
malnim rozloZenim uzli podle rovnice (5.81). Jednotlivym uzlim x; ve vodorovném sméru z je pfifazen
riizny pocet uzll y; ;, ve svislém sméru y. Prazdné krouzky odpovidaji vnitinim uzlim sité, kde w; , = 1,
mensi plné krouzky odpovidaji uzlim na hranici integracni oblasti (vyznafené hnédou plochou), kde
wj = 1/2, velké plné krouzky odpovidaji uzlim v rozich integraéni oblasti, kde w; , = 1/4.

Vnitini integral aproximujme jednorozmérnou numerickou kvadraturou, kde x vystupuje
jako konstanta. Ziskané hodnoty potom pouZijeme k vypocétu vnéjsiho integralu, rovnéz
pomoci jednorozmérného pravidla. Ozna¢me dva rozdélené jednoduché integraly nasledu-
jicim zptsobem,

p2(x) b
F(z) :/ flz,y)dy, [ :/ F(z)dz. (5.77)
#1(z) a
Vypocet vnitini kvadratury F'(z) v bodé x; provedeme napiiklad jako (viz rovnici (5.73))
1 1
F(z) = h; [Qf(xj,yj,o) + f(xj,y50) + oo+ f(25,Yin,-1) + §f($j,yj,nj) , (5.78)
kde
) — b1 (4
hj = P2(2;) — O1(j), yik = ¢1(x;) + khy. (5.79)

1

Cetnost a velikost kroku n; vyplyva z toho, Ze obecné pocet vypocetnich bodt ve sméru
y muze byt riizny pro riznéa x; (viz obrazek 5.7), v zavislosti na tvaru integraéni oblasti.
Nasledné aproximujeme integral I pomoci vngjsi (slozené) jednorozmérné kvadratury,

I=h %F(mo) FF@) 4.+ Flam1) + %F(zm) , (5.80)

kde, za predpokladu rovnomérného kroku m v z-ovém sméru, h = (b—a)/m a x; = a+jh.
Pokud integrand f(z,y) je hladkd a pomalu rostouci nebo klesajici funkce, volime ¢etnost
bodt n; zpravidla tak, aby h; ~ h pro vSechna j, coz minimalizuje vypocetni naroky
v rdmci pozadované piesnosti.

Celkovou kvadraturu muazeme tedy zapsat jako

m Ny

I~ > winf (@), yix)hhy, (5.81)

7=0 k=0

kde w;; = 1 v bodech uvnitt integracni oblasti (j # 0Aj # m Ak # 0Nk # ny),
wjr = 1/2 na hranici integracni oblasti s vyjimkou rohti (j =0V j=mAk #O0Ak #n;
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nebo j #OANj# mAk =0VEk=mnj)aw,, =1/4 v rozich integraéni oblasti (j =
0Vj=mAk=0VEk = n;). Plesnost uvedené metody je druhého fadu, jeji chyba
61 = O(h? + max h?)

Lichobéznikovd metoda ve 3D: V piipadé trojného integralu (viz rovnice 7.6 ve skriptu

Pocetni praktikum)
b 2 (z)
=
a é1(z)

pouzijeme obdobnou strategii jako ve 2D piipadé; vyslednéa formule (analogie ke vzorci

(5.81)) bude

Ya(z,y)
/ f(z,y,2) dz) dy] dz (5.82)

1 (xry)

j Nk

I = ZZZwj,k,lf(wjayj,kvzj,k,l)hhjhj,b (5.83)

=0 k=0 =0

kde, opét za predpokladu rovnomérného kroku m v z-ovém sméru, h = (b —a)/m, z; =
a+ jh, a dale

hj = ¢2(£j)n__ qjl(xj), Yik = ¢1(z;) + khy, (5.84)
J
Va(xj, yx) — ¥1(x), yk)

hji = , Ziki = 1(xj, yk) + lhjg (5.85)
.k

a kde wj;; =1 v bodech uvnitf integracni oblasti (j #O0Aj#mAk#0ANk #n; Nl #
OAL # njk), wjr = 1/2 uvnitt ploch, tvoficich hranici integra¢ni oblasti, s vyjimkou hran,
kde se stykaji dvé z téchto ploch a s vyjimkou roht, kde se stykaji vSechny t¥i (j =0V j =
mAk#ONE#n; NL#ONL#njpnebo j #O0Nj #mAk=0Vk=n; Al #0Al#n;y
nebo j ZONj#mAk#0ANk#n; ANl=0VI=n;), wjr =1/4 na hranach integracni
oblasti, s vyjimkou roht (j =0Vj=mAk=0Vk=n; Al # OAl # n;,nebo j=0Vj =
mAk#O0ANkE #n;Al=0VI=mnjneboj#0Nj#mAk=0VEk=n;Al=0VI=n;)
awj = 1/8 v rozich integra¢ni oblasti (j =0Vj=mAk=0Vk=n;Al=0VI=n,}).
Piesnost uvedené metody je opé&t druhého fadu, jeji chyba 61 = O(h?+max h?—i—max hj2.7 k)

Simpsonovo pravidlo ve 2D: S pouzitim tohoto pravidla (viz principy a znaceni, uvedené
v rovnici (5.74)) budou rovnice (5.78) a (5.80) postupné vypadat:

noy nj
hj 2 -
F(z) = ﬁ f(zj,y50) +2 Z fxj,yion) +4 ) f(xj,yjo-1) + f(@5,Yjn;) |, (5.86)
J k=1 k=1
. mo1 z
[= g \Flao)+2 ) Flaan) +4)_ Flaaka) + Flam) | - (5.87)
k=1 k=1

Postupnym fetézenim stejného principu bychom snadno zkonstruovali také Simpsonovo
pravidlo ve 3D.

Obdobnym zptisobem lze zkonstruovat i vicerozmérné numerické kvadratury, zalozené metodéch
vyssich fada. Vzhledem k uvedenym analogiim k jednorozmérnym kvadraturam je zde jiz dale
explicitné neuvadim.


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js17/pocetni_praktikum1/web/ch02_s03.html
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Kapitola 5. Praktické zdklady numerickyjch vypocti

5.4.4 Jednoduché numerické metody reSeni obycejnych diferencialnich rov-
nic

Existuje opét celd fada zptisobii numerického feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic, napiiklad
feseni rovnic Eulerovou metodou nebo tzv. Runge-Kuttovou metodou (metodami), atd. (dalsi
podrobnosti - viz naptiklad (Humlicek, 2009)).

e FEulerova metoda

je nejjednodussi a také ovSem nejméné presnou metodou, vhodnou pro numerické feSeni oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic 1. Fadu nebo jejich soustav. Metoda vychézi z definice rovnice
1. fadu, ¥ = f(x,y), kde x je nezavisle proménna a y je zavisle proménna, jejiz prepis do nu-
merického schématu s n + 1 body prostorové sité a s konstantnim krokem h = (x, — z9)/n
(naptiklad pomoci dopfedné diference) bude vypadat nasledovné:

w = f(z,y) atedy w1 =y +hf, (5.88)

kde i =0, ... ,n. Analogicky miiZeme tento princip rozsifit i na soustavu vice rovnic 1. fadu.

Pouziti metody si prakticky ukaZeme na soustavé dvou (nelinearnich, analyticky velmi tézko
feSitelnych) rovnic 1.¥adu, vzniklych rozkladem rovnice 2. fadu ve tvaru y” —5(y’ —1)2+6y2 = 0,
s okrajovymi podminkami y(0) = 1, ¥/(0) = 2, v intervalu z € (0, 10), tedy

y' =2+1,
2 =522 — 62 (5.89)

Numericky algoritmus soustavy rovnic (5.89) lze zapsat napiiklad takto (fortran 95):

e program Euler deklarace nazvu programu
implicit none

double precision :: x,y, z, h, f, g deklarace realnych velic¢in a funkci
x=0.d0, y=1.d0, z=1.d0, h=1.d-3 deklarace parametri a okrajovych podminek
do vypocetni cyklus

f=z+1.d0

g=5.d0*z**2 —6.d0*y**2.

y=y-+h*f

z=z-th*g

write(1,*) x,y,z write to file fort.1

x=x+h

if(x>10.d0)exit stop criterion
end do konec cyklu

end program Euler

Timto vypoctem ziskdme ve skutec¢nosti diskrétni pribéh funkei y a 2 = ¢ — 1 v daném
intervalu (0,10), s krokem 1073, Hodnoty obou funkeci v koneéném bodé intervalu jsou zde
y(10) = 0.91287365321267411 a 2(10) = —1.0000034112031584.
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e Metody Runge-Kutta (RK)

Obecné mohou byt tyto metody riznych fada, Eulerova metoda je vlastné Runge-Kuttova
metoda 1. fadu. Nejpouzivangjsi je ale tzv. ,RK4* (metoda 4. fadu), ,klasickd Runge-Kuttova
metoda* nebo Casto nazyvana prosté jen ,, Runge-Kuttova metoda®. Ta je definované (pouZzijeme
notaci, zavedenou v predchozim odstavci Fulerova metoda) jako

h
Tit1 =Ti+h, Yir1 =Y + 5 (k1 + 2k + 2ks + k4) , (5.90)

kde koeficienty k. jsou obecné stanoveny tak, aby metoda fadu p odpovidala Taylorovu poly-
nomu funkece y(z) stejného fadu. V pripadé ,RK4“ tedy budou

k1= f(xi, yi), (5.91)
h h

ko = f <$z t5uit 2k1> ; (5.92)
h h

o= 1 (s g+ k). (5.93)

ky = f(x; + h,y; + hks) . (5.94)

Jako priklad zde uvedeme numericky algoritmus stejné soustavy rovnic (5.89) jako v predchozi
Eulerové metodé (fortran 95):

e program RK deklarace nédzvu programu
implicit none
double precision :: x,y, z, h, f, g deklarace redlnych veli¢in a funkci
double precision :: kly, k2y, k3y, kdy  deklarace koeficienti pro proménnou y

double precision :: klz, k2z, k3z, kdz  deklarace koeficientt pro proménnou z

x=0.d0, y=1.d0, z=1.d0, h=1.d-3 deklarace parametru a okrajovych podminek
do vypocetni cyklus

f=z+1.d0

g=5.d0*z**2.-6.d0*y**2.

kly=f

klz=g

k2y=(z+k1z*h/2.d0+1.d0)
k2z=(5.d0*(z+k1z*h/2.d0)**2.—6.d0* (y+kly*h/2.d0)**2.)
k3y=(z+k2z*h/2.d0+1.d0)

k3z=(5.d0*(z+k2z*h /2.d0)**2.~6.d0* (y+k2y*h/2.d0)**2.)
kdy=(z+h*k3z)
k4Z:(5.d0*(Z+h*k32)**2.76.(10*(erh*k?)y)**Q.)

y=y+h*(kly+2.d0%k2y +2.d0*k3y + kdy) /6.d0
z=z+h*(k1z+2.d0*k22+-2.d0*k3z+k4z) /6.d0

write(1,*) x,y,z write to file fort.1

x=x+h

if(x>10.d0)exit stop criterion
end do konec cyklu

end program RK
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Dostavame obdobny pritbéh funkei y a z = 3 — 1 v daném intervalu (0, 10), s krokem 1073, jako
pomoci Eulerovy metody. Hodnoty obou funkci v koneéném bodé intervalu jsou zde y(10) =
0.91287365717860480 a z(10) = —1.0000034161695313, ¢iselné hodnoty se tedy pro obé metody
lisi nejdiive v fadu 1079,

e Odhad chyby metodou poloviéniho kroku

Oblibenou jednoduchou metodou odhadu chyb je tzv. metoda poloviéniho kroku, ktera v celé
fadé praktickych aplikaci dava spolehlivé vysledky (podrobny popis a teoreticky rozbor existuje
prakticky v kazdé ucebnici numerické matematiky). Jejim principem je, Ze vypocet provedeme
znovu, se stejnymi okrajovymi podminkami, oviem s poloviénim krokem h /2, takze pro stano-
veni chyby (odchylky od pfesného feeni) dy funkce y se v rameci jednoho kroku h tento proces
opakuje dvakrat. Vysledny odhad odchylky je pak stanoven jako

h
y(z,5) —y(z,h)
Sy = ( 22])0_1 , (5.95)

kde p je fad numerické metody (napiiklad v pfipadé uvedené Eulerovy metody bude jmenovatel
rovnice (5.95) roven 1, v pfipadé metody ,,RK4“ bude roven 15). Pro porovnani, takto provedeny
odhad chyb vypoctii soustav diferencialnich rovnic 1. fadu z tohoto odstavce (kde h = 1073)
bude §y(10) ~ 3,973 x 107 a 62(10) ~ —4,976 x 10~? pro Eulerovu metodu a d§y(10) ~
4,441 x 10717 a 62(10) ~ —1,480 x 10717 pro metodu ,,RK4“.

e Dormand-Princova metoda (DOPRI)

Tato metoda je de facto soucasti (rozsifenim) metod Runge-Kutta, odpovida oviem Taylorovu
polynomu 6., resp. 7. fadu. Touto metodou dostavame FeSeni 4. a 5. fadu RK presnosti (Dor-
mand & Prince, 1980). Rozdil pfesnosti v feseni 4. a 5. fadu RK bereme potom jako chybu
presnosti feSeni RK 4. fadu. Na zakladé této chyby potom implementujeme algoritmus adap-
tivniho iteracniho kroku h pro udrzeni poZadované pfesnosti (viz nize).

Uvedend metoda je nezastupitelna v pfipadech obyé&ejnych diferencialnich rovnic s tzv. sil-
nym tlumenim neboli ,tuhych® (anglicky stiff equations), kde se jednodussi metody rychle
stavaji nestabilni a davaji nepresna feSeni. Prikladem takové ,tuhé“ rovnice muze byt napii-
klad y' = 3% + 2® + z, y(1) = 3, kterd je navic analyticky Fesitelna (y = 32® + 2* — 2?) takze
si vysledky dané riznymi metodami mutZeme porovnat.

Reseni 4. fadu v bodé x;41 ziskdme pomoci

35 500 125 2187 11
Yir1r =Yi+h <384k1 + 3% T 10 T erea® T aa 6> (5.96)
Regenf péatého fadu v bodé x;41 ziskdme pomoci
5179 7571 393 92097 187 1
Yiei=yi+h k ks 4+ kg — k ke + —k 5.97
=t (57600 ' 166950 T 640" T 3392000 T 2100"° T 40 7) (5.97)
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kde koeficienty k, budou (viz tzv. Butcherova tabulka, Butcher (2008))

ki = f(zi,y)
1
ko= f («Tz + —h,y; + 57€1>
by = f (20 + by + by + —k
3 — 7 10 » Yi 40 1 40 2
4 44 56 32
ko= f (@i —hoyi + ok — ko + ok
4 f<33+5 y+451 152 93>
8 19372 25360 64448 212
ks = i+ =h,y; k1 — k ks — —k
] f<x+9 Vit Gae1 T 2187 2 G561 0 729 4)
kg = f (@i +h -+9017k—§ _46732 +£ _5103
6= T T YT 368" T 33 T oar T 1767 T 186560
35 500 125 2187 11
kr=f <$i+hayi+?&k1+ 7111314334—@ 4 — 76784 5—1-@ 6)- (5.98)
Rozdil feseni 4. a 5. fadu definuje chybu feseni 4. Fadu,
3Yit1 = |Yig1 — Yit]- (5.99)

Pokud chyba presdhne horni zvolenou mez presnosti dmax, algoritmus snizi velikost itera¢niho
kroku A (typicky na polovinu) a vypocet opakuje. Itera¢ni krok h je snizovan tak dlouho, dokud
nedosédhne pozadované pfesnosti. Naopak, pokud chyba klesne pod spodni zvolenou mez pies-
nosti dmin, zvysi se velikost itera¢niho kroku A (typicky na dvojnasobek) a vypocet se opakuje,
dokud nedosdhne pozadované pfesnosti. Podstatnou vyhodou je, Ze se vypocet neopakuje v
oblastech jiz stabilniho feSeni, Setfi se tak vypocetni Cas.

Dale zde ukéZeme priklad feSeni obycCejné diferencidlni rovnice 2. Fadu Casto pouzivanou
jednoduchou tzv. metodu strelby a také pomoci tridiagonalni matice (viz odstavec 5.2.1):

o Metoda stielby

je jednoduché metoda feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu, kdy potfebujeme dvé
okrajové podminky - polohu pfi ,,vystielu“ a p¥i ,,dopadu® (Dirichletovy podminky) nebo smér
wvystielu“ a ,dopadu® (Neumannovy podminky), pfipadné smiSené (napiiklad polohu a smér
,vystielu®), zaloZena na ,vystieleni“ dané funkce v zavislosti na okrajovych podminkach. Hle-
dame potom takové koeficienty funkce, které zajisti ,,dopadnuti“ funkce pozadovanym zpiisobem
do pozadovaného bodu. Metodu si ukdzeme na piikladu Feseni tzv. Lane- Emdenovy rovnice, coZ
je obycejné diferencialni rovnice 2. fadu, obvykle zapsanéd v implicitnim tvaru

1 d d
da <$zy

2
— "= ted TSy gt =0 5.100
pp d$)+y atedy '+ -y +y : ( )

kde x je nezévisle proménné, y je zavisle proménné a n je konstanta. Tato rovnice je TeSitelna
analyticky pouze pro n = 0, 1, 5, pro vSechna ostatni n musi byt feSena numericky. Pro n = 0
ziskame TeSeni pfimou integraci se zahrnutim uvedenych okrajovych podminek, pro n = 1 fesSime
sférickou Besselovu diferencialni rovnici (viz rovnice (4.115)), Pro n = 5 dostavame feSeni
prostfednictvim tzv. Emdenovy transformace, kde y = Ar“s, kde r, s jsou nové proménné a
w=2/(n-1).
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Budeme pocitat rovnici (5.100) pro n = 1,5 a se smiSenymi okrajovymi podminkami y(0) =
1, ¥'(0) = 0. Algoritmus je tedy ,,vystielen“ z bodu [0,1] vodorovné, nova hodnota y je v kazdém
prostorovém kroku vypodcitana jako y = y + (Ay/Axz)Az. Druha derivace y” je rozepsana jako
(v'), tedy A(Ay/Ax)/Azx a kazda nova hodnota y” je v kazdém prostorovém kroku pocitana
jako (Ay/Ax)/Ax = (Ay/Ax)/Az — [(2/x)(Ay/Azx) + y"], coz miZeme po vynésobeni celé
rovnice Ax piepsat jako (Ay/Ax) = (Ay/Ax)—[(2/z)(Ay/Azx)+y"]Az. Numericky algoritmus
rovnice (5.100) lze tedy zapsat napiiklad takto (fortran 95):

e program Emden deklarace nazvu programu
implicit none

double precision :: x, y, dydx, n, dx deklarace realnych veli¢in x, y, dydx, n, dx
s dvojitou presnosti, kde dydx = 3/ = Ay/Ax
adx = Ax

x=0.d0 deklarace parametra a okrajovych podminek

y=1.d0

dydx=0.d0

dx=1.d-3

n=1.5d0

do vypocetni cyklus

x=x-+dx

y=y-+dydx*dx
dydx=dydx-(2.d0*dydx/x+y**n)*dx

if(x>15.d0)exit stop kritérium, dané predbéznym odhadem
write(1,*) x,y,dydx zapis do souboru fort.1
end do konec cyklu

end program Emden

e Priklad feSeni obycejné diferencialni rovnice 2. fadu pomoci tridiagonalni matice

Regeni okrajové tilohy oby¢ejné diferencialni rovnice 2. fadu p(z)y” () + q(2)y (z) +r(z)y(x) =
f(x), naintervalu a, b, s Dirichletovymi okrajovymi podminkami y(a) = A, y(b) = B, lze snadno
fesit pomoci tridiagonalni matice (viz odstavec 5.2.1). Jako pfiklad feseni uvedeme jednoduchou
rovnici s konstantnimi koeficienty 3" + 3y’ +2y = (202 +29) e3* (snadno Fesitelnou i analyticky),
na intervalu (0, 1), s Dirichletovymi okrajovymi podminkami y(0) = 0, y(1) = 1.

Po prepsani dané rovnice do diferenéniho schématu s n + 2 body prostorové sité, kdy jed-
notlivé derivace levé strany rozepiseme podle rovnic (5.68) a (5.69), dostavame rovnici ve tvaru

h h
(p - 2C]> Yio1 + (h°r —2p) y; + (P + 2¢]> Yir1 = b fi, (5.101)

kdet =0,1,...,n,n+ 1, s koeficienty p = 1, ¢ = 3, r = 2 a s konstantnim prostorovym
krokem h = (zp41 — z0)/(n + 1) = [2(1) — z(0)]/(n + 1), pfi n = 99 tak bude h = 0,01.
Oznacime-li jednotlivé zévorky na levé strané rovnice (5.101) postupné P, @, R, dostavame
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rovnici s tridiagonélni matici na levé strané ve tvaru

QR R Y1 h? f1 — Pyo
P Q R Y2 h fo
Lo L | = ; : (5.102)
P Q R||yn h? fn_1
P Q Yn h2f n — Ryn+1
Numericky algoritmus zapiSseme nasledujicim zptsobem (fortran 95):
e program tridiag deklarace nazvu programu
implicit none
integer :: i, ni, N, LDB, NRHS, INFO deklarace celo¢iselnych proménnych: i =

poradové ¢islo nezévisle proménné, ni = cel-
kovy pocet diskrétnich hodnot, ostatni jsou
parametry podpropgramu DGTSV balicku
LAPACK - viz odstavec 5.1
parameter(ni=99,N=ni,LDB=N,NRHS=1) hodnoty celo¢iselnych proménnych
double precision :: x(ni) ,y(ni), h(ni), p(ni), q(ni), r(ni), f(ni), B(LDB,NRHS),
DL(N-1), DU(N-1), D(N)
deklarace realnych proménnych jako pole
s dvojitou presnosti
double precision, parameter :: x0=0.d0, xn=1.d0, y0=0.d0, yn=1.d0
deklarace realnych konstant s dvojitou pres-

nosti
do i=1,N vypocetni cyklus prostorového kroku
x(1)=x0+(xn-x0)*i/dfloat(ni+1) piikaz dfloat méni celo¢iselnou proménnou
na realnou
end do
do i=1,N hlavn{ vypocetni cyklus
h(i)=x(i)-x(i-1) konstantni krok A je zde zapsan obecné
p(i)=1.d0 konstantni koeficienty jsou zapsany obecné
q(i)=3.d0
r(i)=2.d0
£(1)=(20.d0*x(1)+29.d0)*dexp(3.d0*x(1))
if(i.eq.1) then spodni okrajova podminka
B(i,1)=h(i)**2.d0*{(i)-(p(i)-q(i)*h(i) /2.d0)*y0
elseif((i.gt.1).and.(i.1t.N)) then hlavni pole
B(i,1)=h(i)**2.d0*f(i)
else horni okrajova podminka
B(i,1)=h(i)**2.d0*{(i)-(p(i)+q(i)*h(i) /2.d0)*yn
endif
end do
do i=1,N-1 zadani spodni diagonaly
DL(1)=p(i)-q(i)*h(i)/2.d0
end do

do i=1,N zadani hlavni diagonaly
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D(i)=r(i)*h(i)**2.d0-2.d0*p(i)
end do
do i=2,N zadani horni diagonéaly
DU(i)=p(i)+q(i)*h(i)/2.d0
end do
volani podprogramu DGTSV balicku LAPACK (viz oddil 5.1):
call DGTSV(N, NRHS, DL, D, DU, B, LDB, INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “INFO-",INFO,!!”
write(1,*) x0, y0
do i=1,N
y()=B(,1)
write(1,*) x(i), y(i) lzapis do souboru fort.1
end do
write(1,*) xn, yn

end program tridiag

5.5 Numerické metody vypocti funkci vice proménnych - reSeni
parcialnich diferencialnich rovnic

5.5.1 Hledani korenti soustavy funkci vice proménnych
Newtonova-Raphsonova metoda

Newtonova (Newtonova-Raphsonova) metoda pfedstavuje velmi ti¢inny nastroj také pro reSeni
obecné soustavy (nelinearnich) rovnic. Soustavu P, obsahujici n rovnic mizeme obecné zapsat
jako

P; (%) =0, (5.103)
kde i =1, ... ,n a kde & je vektor proménnych x;. Pomoci Taylorova rozvoje rovnice (5.103)

do prvniho Fadu dostavame obecny vyraz pro k-tou iteraci (k-ty iterativni krok) feSeni systému
rovnic P;, ktery muzeme zapsat kompaktni formou

JEAZ R = —pr-l(z F1), (5.104)

kde vektor AZ predstavuje korekci feSeni pro kazdou proménnou z; vzhledem k piedchozimu
iterativnimu kroku. Explicitni zapis vektoru AZ * bude mit tvar

AT P = (af — a1 ek kT (5.105)

n n

Vyraz P* v rovnici (5.104) predstavuje vektor k-té iterace vSech systémovych rovnic Pf , Za-
timco vyraz J* znadi odpovidajici Jacobiho matici, jejiz kazdy prvek J fj muzeme snadno

analyticky vyjadrit ze systému rovnic Pf , polozime-li

oP*

-
61‘]-

(5.106)

k _

Resfme-li napriklad (jako jednoduchy modelovy ptiklad) soustavu rovnic:
zt +6y% —122 = 16,

S5x3 —3y 422 = 09, (5.107)
2 472 —z = 0,
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miizeme explicitni podobu rovnice (5.104) zapsat jako

43 12yy —12\ [z — =z Td+6y3 — 1229 — 16
1525 -3 22| |(y—w | =—]| 525 -3w+2-9 |, (5.108)
3:6% 14y -1 zZ— 2 $g+7y(2)—20

kterou déle fesime iterativné napiiklad pomoci balicku LAPACK (viz odstavec 5.1) jako sou-
stavu tfi linearnich rovnic pro t¥i neznamé Ax = x — xg, Ay = y —yo a Az = z — 2z, %
nichz potom v kazdém kroku ziskdme nové hodnoty x, y a z jako x = Ax + xo, y = Ay + yo,
z = Az + z.

e Piiklad mozného zptisobu naprogramovéni soustavy rovnic (5.107) - program for-
tran 95:

program eqsystem deklarace nédzvu programu
implicit none

deklarace celo¢iselnych proménnych v zahlavi programu, viz odstavec 5.1:

integer :: i,j,K,INFO,KL,KU,LDAB,LDB,N,NRHS

parameter(N=3 KL=2 KU=2 K=KU+KL+1,LDAB=2*KL+KU+1,LDB=N,NRHS=1)
integer :: IPIV(N)

deklarace realnych veli¢in s dvojitou presnosti:

double precision :: AB(LDAB,N),B(LDB,NRHS),DER(N,N),C(N),x0,y0,z0
presmérovani konec¢ného zapisu vysledku do souboru “solve.dat”:
open(10,file="solve.dat” status="“unknown”)

x0=-4.0d0 odhad vstupni hodnoty xj
y0=-3.0d0 odhad vstupni hodnoty yy
z0=14.0d0 odhad vstupni hodnoty zx
do vypocetni cyklus

matice derivaci levych stran:
DER(1,1)=4.d0*x0**3.d0

DER(1,2)=12.d0*y0
DER(1,3)=-12.d0
DER(2,1)=15.d0*x0%*2.d0
DER(2,2)=-3.0
DER(2,3)=2.d0*z0
DER(3,1)=3.d0*x0%*2.d0
DER(3,2)=14.d0*y0

DER(3,3)—-1.d0

transformované péasova matice AB podle schematu LAPACK, viz odstavec 5.1:
do j=1,N
do i=max(1,j-KU),min(N,j+KL)
AB(K+i-j,j)=DER(i,j)
end do
end do

matice pravych stran:
B(1,1)=-(x0**4.d0+6.d0*y0**2.d0-12.d0*z0-16.d0)
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B(2,1)=-(5.d0*x0**3.d0-3.d0*y0+2z0**2.d0-9.d0)
B(3,1)=-(x0**3.d0+7.d0*y0**2.d0-z0)

vlastni vypocet pomoci podprogramu DGBSV, viz odstavec 5.1::
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if (INFO.ne.0) write(*,*) “INFO-—"INFO,“!!l”

C=(/(dabs(B(i,1)),i=1,N) /)

if (maxval(C).It.1.d-15) exit

x0=B(1,1)+x0
y0=B(2,1)+y0
z0—=B(3,1)+z0

stop kritérium: max|Ax, Ay, Az| < 10715

zépis vyslednych hodnot x,y, z, Ax, Ay, Az z jednotlivych iteraci do souboru:
write(10,%)x0,y0,20,(B(i,1),i=1,N)

end do

stop
end program eqsystem

zastaveni celého procesu

konec programu

e Tabulka vypoctenych hodnot z, yi, 2k, Az, Ayr, Az, ze vSech provedenych iteraci :

L

Yk

2

OO W N~

Axy,

-3.5568659855769229  -2.8660523504273505
-3.4484177335542667 -2.8088357894123277
-3.4422190042021756  -2.8052747443938260
-3.4421993029036972  -2.8052630869488695
-3.4421993027044500 -2.8052630868291244
-3.4421993027044500 -2.8052630868291244

Ayy,

14.644631410256411
14.321062859837509
14.300861993036721
14.300795971729505
14.300795971052235
14.300795971052233

Az

0.44313401442307693
0.10844825202265625
6.1987293520911584E-003
1.9701298478486783E-005
1.9924720437988766E-010
6.2835370146182566E-017

ST W N =

0.13394764957264957
5.7216561015022732E-002
3.5610450185016187E-003
1.1657444956463351E-005
1.1974503494876664E-010
1.8208999862070576E-016

0.64463141025641035
-0.32356855041890148
-2.020086680078 7826 E-002
-6.6021307216049201E-005
-6.7726957780015056E-010
-1.3650720993330078E-015

Pocateéni odhad (pokud nezname, jako v pripadé standardnich fyzikalnich déja, néjaké , pfedem
ocekavané“ hodnoty) mize byt pomérné obtiZzny - na nasem piikladé muzete vyzkouset, Zze po-
kud zvolime napf. vSechny pocatecni hodnoty rovny 1, vypocet zkonverguje rovnéz, ovSem bude
zapotiebi 24 325 iteraci (namisto 6 iteraci pro uvedené blizké celo¢iselné pocate¢ni odhady).
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5.5.2 Principy kone¢nych diferenci

Jednoduchy ptiklad - jednorozmérna rovnice se dvéma proménnymi: ¢-¢as, z-délka - Burgersova
(transportni) parcialni diferencialni rovnice

of(tx) | 0f(t,a)

ot Ox
kde u je konstanta (rychlost). Numericky tvar funkce f(¢, ) je reprezentovan na jednorozmérné
siti, tvorené M prostorovymi body,

=0, (5.109)

L0y L1y «ooy TM (JZO <r1 <rT9< ... < xM) (5.110)
Vypocet probéhne opakované béhem N ¢asovych kroki,
th =tg+ AL, to =t1 + At = tg + 2A¢L, ..., txy = tg + NAL. (5.111)

Numerické feSeni veli¢iny f(¢,z) v obecném j-tém prostorovém a n-tém Casovém (z = zj,
t = t,,) kroku oznacime f7'. Tayloriiv rozvoj funkce f(t,z) mé tvar
Of (z,t)  h20%f(x,t)
x+h,t)= f(x,t)+ h : —
fla+hot) = flat) + hoH0D 4 S
Of(@.t) I O*f(w,1)
ox 21 9x2
kde h = Ax je pfirtstek prostorové proménné x (viz rovnice 1.1 ve skriptu Pocetni praktikum)
a symbol O znaéi zanedbatelny, dale nezapocitavany pirispévek ¢lent vyssich fadd. V numerické
matematice jsou derivace nahrazeny tzv. diferencemi (viz odstavec 5.4.2):

8f<$,t) ~ f(.%'—i-h,t) _f<m7t) _ f;L+1_f;l

+ O3 + ... (5.112)

f(x —h,t) = f(x,t) = h — O + ..., (5.113)

o Y = AL apod. (5.114)
Typy diferenci pro aproximace derivaci 1. fadu:
af " n n % 4 A5
32| = ( T — ) /Ax dopfedné diference,
J
of|" n n o
3| ~~ (f] — j71> /Az zpétné diference, (5.115)
J
af|" n n e 1
o (fj—',-l - fj_1> /(2Az) centralni diference.
J

Priklad numerického diferen¢niho schématu pro aproximace derivaci 2. rfadu:
0% f
Ox?

n

~ ([ =20 + [a) J(Ax)?. (5.116)

J

Numerické diferen¢ni schéma uvedené transportni (advekéni) rovnice (5.109) ma tvar

W _ _“W’ (5.117)

kde ¢asovy krok je pocitan jako dopredné diference a prostorovy krok je pocitan jako cent-
ralni diference. Po jednoduché upravé dostavame diferenéni rovnici (5.117) v programovatelném
tvaru:

F =1 = sns (= f). (5.118)


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js17/pocetni_praktikum1/web/ch02_s03.html
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Obrézek 5.8: Graf (Casovy snimek) postupné hustotni vlny, popsané Burgersovou rovnici (5.109), mo-
delované metodou explicitniho Eulerova schématu na principu koneénych diferenci (rovnice (5.118), viz
také programovy skript, uvedeny v tomto odstavei). V grafu je zietelna nestabilni vlnova poruha, jejiz
oblast i amplituda neustéle nartsta (viz sekce 5.5.3).

e Priklad mozného zptisobu naprogramovéni rovnice (5.118) - program fortran 95:

program explicit
implicit none

integer :: j, n, t

integer :: nj, nn

parameter (nj=100, nn=200)

double precision :: x(nj), f(nj),

double precision :: dt

parameter (dt = 1.d0, u = 1.2d0)

do j—1 nj
x(j) = dfloat(j)

if (j.le.nj/2) then
£(j) = 1.d0
else
£(j) = 0.1d0

endif
end do

deklarace nézvu programu

deklarace celoCiselnych proménnych v zahlavi pro-
gramu: j = poradové ¢islo prostorového kroku, n =
poradové ¢islo ¢asového kroku

deklarace celoc¢iselnych proménnych v zahlavi pro-
gramu: nj = celkovy pocet prostorovych krokt j, nn
= celkovy pocet ¢asovych kroki n

zadani ¢iselnych hodnot pro nj, nn

u(nj) deklarace realnych veli¢in x, f a u jako pole (vek-

toru) o nj prvcich s dvojitou presnosti
deklarace realné velic¢iny dt (Gasového kroku)
deklarace pevné zadanych hodnot konstantnich reél-
nych veli¢in
cyklus poc¢ateéni podminky (pocateéni funkce)
prikaz dfloat méni celociselnou proménnou na real-
nou
tzv. logickd podminka (kde .le. znamena <)

zadana pocéatecni funkce: pro x < 0.5nj — f = 1.0,
pro z > 0.5nj — f =0.1

konec cyklu
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t=0.d0 zména typu proménné t na real s dvojitou presnosti
do vnéjsi (Casovy) cyklus
t = t+dt
do j=2,nj-1 vnitini (prostorovy) cyklus
f(G) = £G)-u(G)*dt*(fG+1)-£(G-1)) /(x(G+1)-x(j-1)) vlastni rovnice (5.118)
end do konec vnitintho cyklu
f(1) = £(1) vnitini tzv. pevna okrajova podminka
f(nj) = f(nj-1) vnéjsi tzv. volna okrajova podminka
do j=1nj cyklus zapisu do souboru s nazvem fort.100
write (100,*) x(j), £(j) zapis spocitanych hodnot
end do
write (100,%)
write (100,%) dvouradkova mezera, nutna pro animaci casovych
cykli
if (t.gt.200.d0) exit vystoupeni z ¢asového cyklu, pokud ¢ > 200
end do ukonceni ¢asového cyklu
stop zastaveni celého procesu pii ¢ > 200
end program explicit konec programu

Toto tzv. explicitni Eulerovo numerické schéma je sice jednoduché, prehledné a nazorné, je ale
vZdy numericky nestabilni (viz obrazek 5.8 a odstavec 5.5.3):
5.5.3 von Neumannova analyza stability

Jednoducha analytickd metoda, zalozena na predpokladu periodické numerické poruchy, tedy
na Fourierovské dekompozici (rozkladu) numerické chyby. Metoda byla publikovana v roce 1947
matematiky Johnem Crankem a Phyllis Nicolsonovou, za spoluautorstvi vyznamného matema-
tika, fyzika a prikopnika digitalnich pocita¢t Johna von Neumanna.

Predpokladejme obecné poruchy stability (periodické perturbace, vibrace) vinového charak-
teru ve tvaru

grethine, (5.119)
kde £(k) je amplituda viny, k je vlnové ¢islo libovolné hodnoty. Pokud |£| > 1, pro n — oo bude
€)™ = oo, (5.120)

porucha se neustéle zvétsuje, numerické schéma je nestabilni. Pokud
&l <1, (5.121)

numerické schéma je stabilni. Po dosazeni poruchové vinové funkce do explicitniho feseni (5.118)
dostavame

(6741 — gny ik _ _;ﬁﬁt ¢n [eiku“)m _ ik(-1)Az (5.122)
X

a po vydéleni celé rovnice (5.122) vyrazem £"e**A% dostavame

£=1- % (eikAx - e—i’m> —1- i% sin(kAz). (5.123)
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Obrazek 5.9: Casovy snimek postupné hustotni vlny, popsané Burgersovou rovnici (5.109), modelované
Laxovou metodou (rovnice (5.125)). Kfivka hustoty je na rozdil od explicitniho schématu stabilni, je
zde v8ak prilis velka tzv. numerickd difizivita, projevujici se znaénym rozmytim (rozostfenim) ptivodni
viny ostie schodovitého tvaru (srovnej s grafem 5.13 v odstavei 5.5.8), zpiisobena pridanim vyrazu,
odpovidajicimu druhé derivaci advekéniho ¢lenu, tj. kdy vyraz (fj+1+ f;j—1)/2 v rovnici (5.125) mizeme
chéapat jako f; + (fj+1 — 2f; + fj—1)/2.

Protoze |a + ib] = Va? + b2, bude druha mocnina rovnice (5.123) rovna vyrazu

€2 =14 (A g 2(kAx) (5.124)
= —— | sin x), .

Ax
kde prava strana zjevné bude témér vzdy vétsi nez 1 (vyjimecné se bude rovnat 1). Je tedy
zfejmé, ze v piipadé explicitniho numerického schématu musi vzdy platit, ze || > 1, toto
schéma je tedy vzdy nestabilni.

5.5.4 Laxova metoda

Numericka varianta explicitniho schématu, které podstatné stabilizuje, je pojmenovana podle
matematika Petera Davida Laxe. Zakladem je jednoducha zména ve struktuie ¢asového ¢lenu.
Clen fJ" v explicitnim TeSeni je zde nahrazen aritmetickym primérem sousednich hodnot,

1 ult

=5 (Fa+ ) - 5, (= fi), (5.125)

von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava

2
¢ = cos(kAx) — z%At sin(kAzx), atedy |£]? = cos®(kAx) + (uAAt> sin?(kAzx). (5.126)

T T

Schéma je zjevné stabilni, pokud pro tzv. Courant-Friedrichs-Lewyho ¢islo uAt/Az (zkracené
Courantovo ¢islo, cfl) plati

At
Z— <1 Couranttv teorém stability. (5.127)
x

Stejna rovnice (5.109), modelovana Laxovou metodou (5.125) je zobrazena v grafu 5.9.
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Obrazek 5.10: Casovy snimek postupné hustotni viny (5.109), modelované metodou implicitniho sché-
matu (rovnice (5.134)). Kfivka hustoty je stabilni a na rozdil od Laxova schématu neni zdaleka tak
rozsifend. Amplituda postupného klubka vlnové poruchy v levé ¢asti grafu se v Case snizuje, jeho rozsah
se neméni.

5.5.5 Metoda zpé&tného kroku (Upwind method)
Metoda zpétného kroku pouziva v prostorovém (advekénim) ¢lenu zpétnou diferenci,

fj i :fj _Tm(fj - j—l)v (5-128)

von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl = a):

£ =1—a+acos(kAz) —iasin(kAz), a tedy,
€12 = [1 — a + acos(kAz)]? + o sin?(kAx). (5.129)

Z pozadavku |¢|? < 1 vyplyva nerovnost
2a(1 — a)[1 — cos(kAz)] > 0. (5.130)

ProtoZze pokud a > 0 potom cos(kAx) < 1, schéma bude stabilni, pokud obdobné jako v od-
stavci 5.5.4 Courantovo ¢&islo o < 1.

5.5.6 Laxova-Wendroffova metoda

Dvoukrokova metoda, pojmenovana podle jiz zminéného Petera Laxe (viz odstavec 5.5.4) a
dalsiho matematika Burta Wendroffa, kombinuje vyhody Laxova a explicitnitho schématu na-
sledujicim zptisobem:

1. krok (Laxtiv) a 2. krok (explicitni):

1 uAt

n+ n n n n n-+1 n uAt n+3 n+3
(fj+1+fj)_§ﬂ(fj+l_fj)v 7 :fj_m<fj+§2_f' 2>-

5

D=

N

1
2
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von Neumannova analyza stability v tomto pripadé dava (cfl = a):

A A A
£=1-2asin <k2x> [a sin <k2$> + icos <k2$>] , a tedy, (5.132)
€]? = 1 — 40 sin® <m2:”> [1 — o’ sin® (k?l) — cos? <k§"”)] : (5.133)

7 pozadavku |¢]? < 1 opét vyplyva podminka stability a < 1.

5.5.7 Implicitni schéma

Princip tzv. implicitniho schématu je zaloZzen na tom, Ze hodnoty veli¢iny f v prostorovém
(advekénim) ¢lenu na pravé strané rovnice (5.118) jsou zadany v ¢ase "1, tedy de facto v bu-
doucnu, tj. po provedeni aktualniho vypoétu,

uAt

n+1 n n+1 n+1
=1y - o (= ) (5.134)

von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl = a):

1
1+ a?sin?(kAz)’

1 1 —dasin(kAx)

- = ted 2=
1 +iasin(kAz) 1+ a?sin?(kAz)’ a tedy [¢]

§

(5.135)

Z rovnice (5.135) je tedy zcela ziejmé, Ze implicitni schéma musi spliiovat podminku stability
|€| <1, je tedy vZdy numericky stabilni. Nevyhodou je komplikovanost vypoctu f;‘“ v kazdém
casovém kroku, kdy tuto pfedem neznamou hodnotu pocitadme pomoci tzv. tridiagondlni matice
(viz odstavee 5.1, 5.2.1.)

6] «
gl I g = (5136)

nékterou z metod nebo knihoven numerické linearni algebry (viz odstavec 5.1). Stejna rov-
nice (5.109), modelovana implicitni metodou (5.134)-(5.136) je zobrazena v grafu 5.10.

5.5.8 Priklad pokrocilejsiho numerického schématu

e V soucasnosti existuje cela fada modernégjsich, presnéjsich a stabilnéjsich numerickych
metod (viz napf. Thompson, 2006):

e Pouziti tzv. oddélengch siti (staggered mesh), umoziujici oddéleni toku rtznych veli¢in
(flux splitting), napiiklad vektorovych a skalarnich poli, atd.

e Postupné pfidavani jednotlivych ¢lenti pravych stran fyzikalnich rovnic, reprezentujicich
rizna silova pole (operator splitting):
(ff = f9)/At = Li(f°)

(f* = fh/At = Ly(f")
(5.137)

(fm=fm=h/At = Lpn(f™1),

kde L; predstavuje jednotlivé aproximace Clenti pravé strany rovnice pomoci principu
koneénych diferenci, m je celkovy pocet Cleni na pravé strané rovnice a horni indexy
udéavaji poradové ¢islo dil¢tho ¢asového kroku.



Kapitola 5. Praktické zdklady numerickgch vypocti

9 b int int b 9
9 b b int ... int b b 9
nk+5 g
nk+4 Lo k.ot Bl ot i ik i ol i g
ket DRGSR SRSRE b
nk+3 Lot Bl o Bl ok e o i ot i b
nk+3 1 1 1 1 1 1 b
| | | | | | .
nk+2 ol it ol it ol i o e o e ool Sl e B i Bl int
nk+2 ¢— ¢ —p——o——4——¢—+0 int
nk+1 RS RS R R e R R R
e e
nk SR RS RaRE RS
nk t t + + + t t
s LA
N ESES hshshshs ot aunld i
T T t t t t t T T n
S S B st s e et s el
3 T T T T T b
2 D S S RS b
2 T T T T T T b
1 bbb 161413 g
1 9
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Obrazek 5.11: Schéma usporadani tzv. oddélengch siti (staggered mesh). A-sit, uréend pro po&itani
vektort, je zobrazena Gerné, B-sit, uréena pro pocitani skalarnich veli¢in, je zobrazena ¢ervené. Tlustou
¢arou je ohranifena vnitini vypocetni doména (’int’), symbolem ’'b’ je oznacena zona pro pocitani
okrajovych podminek, symbolem ’g’ je oznacena tzv. ghost zone, coz je dalsi pfidana zéna pro okrajové
podminky, nutna pro pocitani diferencidlnich rovnic 2. fadu nebo v pripadé symetrickych podminek,
napiiklad viiéi ose sité (periodické okrajové podminky), stiedu sité, atd. Pfesné uspofadani zon pro
okrajové podminky se muZe v detailech lisit pravé podle typu okrajovych podminek (pevné, reflexni,
periodické, atd.).

e Princip oddélengjch siti (staggered mesh): na A-siti ,sedi“ vektorové veli¢iny, na B-siti
wsedi skalarni veli¢iny (viz obrazek (5.11).

e Piiklad dvoukrokové metody (tj. kdy vypocet nasledujiciho ¢asového kroku je rozdélen
na dva mezikroky: explicitné vypocitany tzv. prediktorovy krok, nasledovany implicitnim
tzv. korektorovym krokem) pro vypocet transportni rovnice (5.109) skalarni veli¢iny f:

fB— 'B1 B1_fB
T A L (5.138)
J Jj—1 j+1 J

kde A_, A jsou symboly pro zpé&tnou a dopfednou diferenci. Pro vypodéet prediktorového
kroku pouZzijeme napfiiklad tzv. van Leerovu derivaci (van Leer, 1982), definovanou jako:

(A A= 2BB A AL S0
0, it A_A, <0.

van Leerova derivace je tedy nenulova, pokud je funkce f monoténni a je nulova v téch
polich prostorové sité, kde funkce f prochazi extrémy. Dilezitou vlastnosti van Leerovy
derivace je, Ze zachovavid monoténnost derivaci a zabrafiuje vzniku lokélnich extrémii:
z rovnice (5.139) vyplyva, Ze pokud A_ ~ Ay ~ A, potom (A_Ay) =~ A a pokud
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Obrazek 5.12: Schématické vyobrazeni podminky monotonnosti van Leerovy derivace (rovnice (5.139))
je na obrazku 5.12a: sklon linearni distribuce veli¢iny f v prostfedni vypocetni buiice (¢arkovana ¢ara)
je diky van Leerové derivaci (plna ¢ara oznacené jako dEL) redukovan, takze hodnoty linearné interpolo-
vané, advektované skalarni veli¢iny f na rozhrani buniky musi po celé sifce této bunky ,,padnout” mezi
hodnoty této veli¢iny, zprimeérované pies objemy sousednich vypocetnich bunék. Obrazek 5.12b znazor-
nuje prediktorovy krok advekece skalarni veli¢iny f (rovnice (5.140)). Veli¢ina je linearné interpolovana
(plné Cervend Cara, oznadené dUBL, znézoriuje sklon van Leerovy derivace) a advektovana na rozhrani
buiiky v polovi¢nim ¢asovém kroku ¢ + At /2. Hranice buiiky, vyznacené plnou ¢arou, symbolizuji objem
latky, advektovany v Case, zatimco ,,¢arkovana‘ buiika je pevné fixovana v prostoru. Poloha linearniho
interpolantu I je oznacena IJA’ "te Nasledujici korektorovy krok (rovnice (5.141)) advektuje veli¢inu na
stfed B-sité v Case t + At.

A_ < Ay nebo A_ > A, potom (A_A) ~ min (A_,Ay). To zarucuje, Ze hodnoty
derivované funkce f na hranicich vypocetni buniky lokalné ,neprestieli“ stfedni hodnoty
funkce f v sousednich buiikich (viz obréazek 5.12).

e Vysledkem prediktorového kroku bude veli¢ina I (nazveme ji napiiklad interpolant), ktera
je béhem prediktorového kroku advektovina na rozhrani druhé sité, tj. z ptivodni B-sité
na A-sit a naopak. Prediktorovy krok bude mit v tomto pripadé tvar

ud AL

A, n+ B, B A B
L = 20 dyy | 2 —:vj_l—% , (5.140)

kde u je advekéni rychlost (srovnej rovnici (5.118)) a horni index n + a oznacuje diléi
posun v ramci ¢asového kroku n.

e Nasledujici korektorovy krok bude dén rovnici ve tvaru

B,n+1 _ (B,n At A,nta A, n+a A,n+a_ A, n+a

R e T (Ij+1 ubynte gty ) (5.141)
J+1 J

Po provedeni korektorového kroku se tedy skalarni veli¢ina f opét vraci na B-sit, tj.

uprostfed mezi polohy A(j+1), A(j). Rovnice (5.141) je zarovenn numerickou formou jed-

norozmérné divergence. Obdobné schéma ve dvoj a trojrozmérné verzi se nazyva metoda
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Obrazek 5.13: éasovy snimek postupné hustotni vlny, popsané Burgersovou rovnici (5.109), modelované
metodou prediktor-korektor (pomoci rovnic (5.140) a (5.141)). Kfivka hustoty je na rozdil od pfedchozich
schématti stabilni a ostra, maly sklon ¢ela viny je dan hustotou vypocetni sité (vzdalenosti sousednich
prostorovych bodi). Tvar viny lze korigovat pfidanim stiihové tzv. Navier-Stokesovy viskozity nebo
objemové, tj. v praktickych vypoctech pouZivané tzv. numerické viskozity (viz napiiklad, LeVeque,
2002, a dalsi).

konecnijch objemi (finite volume method - viz nap¥. LeVeque (2002)). Vicerozmérna po-
doba rovnice (5.141) (po¢itana v soufadnicovém sméru j, index k zde symbolizuje vSechny
ostatni soufadnicové sméry, v zavislosti na dimenzi vypocetni sité) by tedy vypadala:

B,n+1 _ (B,n At A, nta A, n+a A A, nta A, n+a oA
e Y <Ij+1,k Uik Sk~ L Wk Sjk)’ (5.142)
J.k

kde veli¢ina VJI?}C znamend objem jedné tzv. bunky vypocetni sité (grid cell), stfedovany na
siti B, veli¢ina Sﬁk znamend potom plochu této bunky (nachazejici se na siti A), pres niz
prochéazi tok veli¢iny f ve sméru j (viz odstavce 3.1.2, 3.2.2, 3.3.2, 3.7.2, popisujici vztahy
mezi témito veli¢inami v raznych soufadnicovych soustavach - viz také obrazek 5.12). Po-
kud bychom modelovali transportni rovnici (5.109) pro vektorovou veli¢inu, bude postup
zcela obdobny, pouze namisto ze sité B budeme vychézet ze sité A, prediktorovy krok
transportuje tuto veli¢inu na sit B a nasledny korektorovy krok opét na sit A.

e Stejna rovnice (5.118), modelovana uvedenou metodou prediktor-korektor je uvedena
na obrazku 5.13. Courantovo ¢&islo cfl = 0.5.

e Mimoradnou pozornost je t¥eba vénovat volbé a zépisu okrajovych podminek (viz prislugné
zony vypocetni sité na obrazku 5.11). Mezi jejich zékladni typy patii:

— fizni (vtokové) okrajové podminky, kdy hodnoty v b a g zoénach jsou zadany v po-
¢atefnich podminkach (pocate¢ni funkci) a dale se neméni.

— wvolné (vytokové) okrajové podminky, kdy hodnoty v b a g zénéach se v kazdém ¢aso-
vém kroku rovnaji hodnoté v prvni nejblizsi vypocetni zoné (zde je vhodné né&jakym
zpusobem pojistit, aby skalarni stavové veli¢iny zde byly vzdy nezédporné, pripadné
nenulové).
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— periodické okrajové podminky, kdy hodnoty v zéné 1 se v kazdém casovém kroku
rovnaji hodnotdm v z6né€ nj+ 1, hodnoty v z6né 2 hodnotam v zé6né nj + 2, hodnoty
v zoné 3 (na ¢ervené siti) hodnotdm v z6né nj 4+ 3 a naopak, hodnoty v zoné nj + 4
hodnotdm v z6né 4 a hodnoty v z6né nj + 5 hodnotam v zéné 5. Hodnoty v zénach
3 a nj+ 3 na Cerné siti se pocitaji zvlast z hydrodynamickych rovnic (totéz plati pro
dalsi sméry).

— reflezni (pevna zed ) okrajové podminky, kdy skalarni veli¢iny ¢ a slozky vektorovych
veli¢in, které jsou paralelni s danym okrajem, jsou pocitany jako ¢(1) = ¢q(4), ¢(2) =
q(3), ¢(nj+3) =q(nj+2) a qg(nj+4) = g(nj+1). Slozky vektorovych veli¢in, které
jsou kolmé k danému okraji jsou zde pocitany jako ¢(1) = —q(5), ¢(2) = —q(4),
q(3)=0,q(nj+3)=0,q(nj+4) = —q(nj+2), ¢(nj+5) = —q(nj +1). Totéz plati
pro dalsi sméry.

e Numerické schéma, uvedené v tomto odstavci, neni zdaleka jediné mozné, predstavuje
pouze ukazku tzv. po cdstech linedrni metody (Piecewise Linear Method), kdy numerické
diference jsou proklddany tseckami. Je mozné pouzit i pfesngjsi tzv. po ddstech parabolic-
kou metodu (Piecewise Parabolic Method - PPM, viz napt. Colella & Woodward (1984)),
nevyhodou je ovSem zcela zakonité vyssi vypocetni naro¢nost, tj. naroky na vykon po-
¢itacu, atd. Kromé toho existuje celd fada jinych metod, zaloZena na jinych principech
numerického derivovani, jinych typech prostorovych siti (napiiklad tzv. adaptioni sité,
které se v pribéhu ¢asu samy méni), nebo k vypocétim vibec prostorové sité nevyuzivaji
- napt. tzv. SPH metoda (Smooth Particle Hydrodynamics), atd.

5.5.9 Priklady modelovani realnych fyzikalnich procesi
Riemannova-Sodova razova trubice:

Zakladni testovaci tiloha pro véts§inu numerickych kodu se snadno ovéfitelnymi vysledky. Jedna
se 0 uzavienou trubici, respektive box, rozdéleny na dvé ¢asti pevnou prepazkou, nazyvanou téz
diafragma ( latinsky nazev pro brénici), kde obé oddéleni jsou naplnéné plynem s rozdilnymi
hustotami a tlaky. Nahle pfepazka zmizi coz vyvola pohyb plynu predchazeny rézovou vinou
§itici se kolmo k roviné ptivodni prepazky ve sméru ridsiho plynu. Obrazek 5.14 ukazuje snimek
prubéhu hustoty, kdy pocateéni stav plynu (kde index L oznacuje levou stranu trubice s vyssi
pocatecni hustotou a tlakem ,index R oznacuje pravou stranu trubice s nizs$i po¢ate¢ni hustotou
a tlakem) je zvolen nasledovné: pr, = 1.0, pr = 0.125, P, = 1.0, P = 0.1, v = 5/3 kde p je
hustota, P je tlak a - je adiabaticka konstanta. Obrazek 5.15 ukazuje obdobnou testovaci tilohu s
pocatecnimi pribéhy veli¢in proménnymi v obou smérech z, y, s nasledujicimi parametry: pr, =
e*yQ, pr = 0.125 e*y2, Pr = e*yQ, Pr=0.1 e*yQ, ~ = 5/3. Profily hustoty a tlaku v pfi¢ném
sméru y jsou tedy ,,Gaussovské”. V tomto modelu je jesté pridana ,,porucha‘, zptisobena malou
pocatecni slozkou rychlosti Vj, = 0.05.

Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Dalsim oblibenym testovacim problémem je modelovani Kelvinovy-Helmholtzovy nestability
(viz napt. Chandrasekhar, 1961, viz také obrazek 5.16). Pravouhla oblast (box) je naplnéna
plynem se dvéma opac¢né smérujicimi toky, oddélenymi linedrni pomyslnou diskontinuitou.
Okrajové podminky jsou periodické na &elnich okrajich toki, tj. v obrazku 5.16 na stranach
se soufadnicemi x = 0 a x = 1, zatimco na zbyvajicich dvou stranich jsou zvoleny opét jako
»pevné stény“. Pocateéni podminky k tloze jsou prevzaty z parametrd, uvedenych v instruk-
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Obrézek 5.14: Vysledek simulace hustoty p v Riemannové-Sodové razové trubici v pfipadé neviskézniho
toku v ¢ase t = 0.28 (v jednotkich odpovidajicich popisu v odstavci 5.5.9). Poatecni stav plynu je
staticky a je fixovan pevnou piepazkou (nazyvanou také diafragma), situovanou v 1/3 délky trubice.
Hodnoty hustoty p a tlaku P na levé strané prepazky jsou pr = 1.0, Pr, = 1.0, hodnoty na pravé strané
prepazky jsou pr = 0.125, P = 0.1. Celkova délka x $itka trubice (boxu) je 4.0 x 2.0 v libovolnych
jednotkach a je zde pouzita vypocetni sit s poctem 300 x 100 z6n, okrajové podminky jsou ,,pevné stény*.
T¥i charakteristické ,,schody” v hustoté jsou (zprava doleva) vlastni razova vlna (jejiz rychlost iFeni
mize az Gtyfikrat pfevySovat skutenou rychlost pohybujiciho se plynu), déle tzv. kontaktni nespojitost,
coZ je misto puvodni piepéazky, §ifici se vlastni rychlosti pohybujiciho se plynu a koneéné tzv. zfed ujici
vlna, $i¥ici se opa¢nym smérem (viz grafy stejné testovaci alohy naptiklad v Stone & Norman, 1992).

t=5.32
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0.4

0.2

Obrazek 5.15: Barevny graf prubéhu hustoty ve stejné Riemannové-Sodové razové trubici v ¢ase t = 5.32,
s pfidanou malou po¢atec¢ni y-ovou slozkou rychlosti, V;, = 0.05. Tato ,,porucha‘ zptisobi urc¢itou pfi¢nou
deformaci toku kde jsou rovnéz viditelné Kelvinovy-Helmholtzovy a Rayleigh-Taylorovy nestability.

cich ke kodu ATHENA (Stone et al., 2008; Springel, 2013): pro y > 0.5 je podélna rychlost
toku V1 = 0.3 a hustota plynu p; = 1, pro y < 0.5 je podélna rychlost toku Vo = —0.3
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t=18.0

X

Obrazek 5.16: Barevny graf prubéhu hustoty v Kelvinové-Helmholtzové nestabilité (viz odstavec 5.5.9).
Snimek ukazuje tok v pokrocilém ¢ase, kdy je nestabilita jiz zcela nelinearni, tj. s plné rozvinutymi
turbulencemi.

a hustota plynu ps = 2. Pocatecni tlak P = 1.0 v celé vypocetni oblasti a adiabaticky expo-
nent v = 5/3. Abychom se vyhnuli naprosto ostrému rozhrani mezi obéma toky, definujeme
prechodovou oblast ktera propoji oba toky, popsanou rovnicemi (Springel, 2013):

y—0.5

-1
p(x,y) = p1+ (p2 — p1) (1 + eT) ) (5.143)

ktera charakterizuje poc¢ateéni poruchu hustoty ve sméru y, podobné

0. -1
Va(2,y) = Vor + (Voo — Vo) (1 +e £5> , (5.144)

ktera charakterizuje poc¢ateéni poruchu z-ové slozky rychlostniho pole ve sméru y, kde stfedni
kvadratickd odchylka rychlosti o = 0.01. Do téchto pocatecnich podminek vlozime periodickou
poruchu y-ové slozky rychlosti ve tvaru

V, (z,y) = Acos(kx) e =05l (5.145)

s vlnovym ¢islem k = 2 x (27r/L) a amplitudou poruchy A = 0.05. Vyznam tohoto testu spo¢iva
také ve snadném ovéieni linearity narastu poruchy v rané fazi prubéhu tulohy, zatimco pozdéji je
prubéh vyvoje poruchy zjevné nelineérni, coz vyluc¢uje provedeni analytickych kvantitativnich
vypoctu. Navic, ,,ostrost” rozhrani mezi obéma protismérnymi toky muze slouzit jako indika-
tor tzv. numerické difuzivity (tj. stabilizace algoritmu advekéniho schématu pomoci druhych
derivaci toku) vypocetniho schématu (Stone et al., 2008).

5.6 Paralelizace vypocetnich algoritmii

Pro urychleni a ¢asto dokonce i pro samotné umoznéni vypoc¢tu velmi rozsahlych (jednoroz-
mérnych nebo vicerozmérnych) algoritmi (koda) je nezbytné tyto algoritmy paralelizovat, tj.
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rozdélit je na vice oddila (procesil) soubézné (paralelné) pocitatelnych na odpovidajicim poctu
strojovych procesoril. Principem paralelizace je tedy rozdélit celkovou prostorovou vypocetni
oblast (viz naptiklad obrazek 5.11) na mnozstvi separatnich vypocetnich oblasti, ranki (ranks).
Tyto ranky lze, v zavislosti na povaze problému, pocitat bud zcela samostatng, nebo, pokud
je nutna vzajemna ,komunikace“ na styku téchto ranku (napiiklad pfi hydrodynamickych vy-
poctech, kde je nutna névaznost na okrajové podminky na hranicich celé vypocetni oblasti,
jsou na hranicich ranki predavany informace o hodnotach vypocti v sousednim ranku). Tato
,mezirankova komunikace® pfitom neptisobi zadné zasadni zpomaleni vypoctu.

Existuje fada specializovanych knihoven pro tvorbu paralelnich algoritmi, asi nejrozsire-
néjsi z nich je knihovna MPI (Message-Passing Interface), véetné nékolika podtypi, vytvorena
skupinou vyzkumnych a vyvojovych pracovniku z akademické a primyslové sféry pro Siroké
vyuziti na paralelné fazenych pocitacich. Oficidlni zdroj knihovny v&etné programovacich ma-
nuald je na webové strance http://www.mpi-forum.org/, pro tvodni seznameni se s knihovnou
i s technikami paralelniho programovani doporu¢uji skripta Lisal (2007), pro podrobné&jsi stu-
dium manual Pacheco (1998). Knihovna je naprogramovana pro pfesun dat z jednoho procesu
do jiného procesu pomoci kooperativnich operaci v kazdém procesu (tzv. point-to-point komu-
nikace mezi dvéma procesy). Hlavnim smyslem pouzivani metod paralelniho programovani je
vyznamné urychleni vypocta jak v pripadé zcela samostatné pracujicich rank, tak v pripadech,
kdy je nutnd vzajemné hrani¢ni ,send and receive“ komunikace. Casto je vypocet na jednom
procesoru dokonce neproveditelny, v pripadé, ze binarni soubor indikuje netimérné rozsahly vy-
pocetni proces, nelze zdrojovy soubor viibec zkompilovat. Knihovna MPT je vyvinuté pro rizné
programovaci jazyky, jako jsou Fortran, C, C++4, Python a Java, mohou zde byt oviem velké
diléi rozdily v organizaci vypo¢tu (napiiklad rozdilné pofadi zahrnovani prostorovych bunék
pri dvourozmérném paralelnim vypoctu v pfipadé jazyka Fortran, kdy vypocet ,bézi“ v ramci
kazdého ranku nejprve ve ,vertikdlnim® sméru, zatimco v piipadé jazyka C vypocet ,,bézi“ vzdy
nejprve ,horizontalné*). Protoze se v soucasnosti jedna jiz o velmi rozsahlou a specializovanou
disciplinu, nebudeme zde detailnégji popisovat techniky paralelniho programovani.

V ramci pocitacovych volné vazanych seskupeni (pocitacovych clusteri), pracujicich v Ceské
republice, 1ze standardné docilit soucasné zapojeni az nékolik stovek procest. Dostupnymi a
vykonnymi pocitacovymi clustery napiiklad jsou:

e METACENTRUM, coz je virtudlni organizace, kterda ¥di a distribuuje vypocetni in-
frastrukturu spolupracujicich akademickych a univerzitnich center. Vypocetni a pamé-
tova zafizeni jsou spravovana v ramci projektu ,,Czech National Grid Infrastructure®,
ktery je soucésti projektu , Projects of Large Infrastructure for Research, Development,
and Innovations“ (LM2010005). Sou¢asti poc¢itacového clusteru METACENTRUM jsou:
vypocetni centrum Masarykovy univerzity v Brné (centrum CERIT-SC, Loschmidt Labo-
ratories - pracoviité Ustavu experimentalni biologie P¥F MU a NCBR - Narodni centrum
pro vyzkum biomolekul, PfF MU), vypocetni centrum Zapadoceské univerzity v Plzni
(KIV - Katedra informatiky a vypocetni techniky FAV ZCU, KMA a KKY - Katedra
matematiky a Katedra kybernetiky FAV ZCU), vypocetni centrum Jihoceské univerzity
v éesk}'/Ch Budgjovicich (Prirodovédecka fakulta JU), vypocetni centrum Akademie véd
CR, vypocetni centrum Katedry telekomunikaéni techniky FEL CVUT v Praze, atd., za-
stfeSujici organizaci je e-infrastruktura pro védu, vyzkum a vzdélavani CESNET z.s.p.o.
Celkové parametry a vykon clusteru prevysuji 10000 CPU poéitacovych jader (desitky
TB opera¢ni paméti RAM) a s pamétovou kapacitou cca 1 PB (1063 TB) pro opera¢ni
data a cca 19 PB (19000 TB) prostoru pro ukladani dat. Oficidlni webovou strankou je
http://metavo.metacentrum.cz/.


http://www.mpi-forum.org/
http://metavo.metacentrum.cz/

Kapitola 5. Praktické zdklady numerickyjch vypocti

e Pocitacovy cluster ANSELM (narodni superpocitacové centrum, VSB - Technicka uni-
verzita Ostrava), ktery sestava z celkem 3344 pocitacovych jader CPU (15 TB opera¢ni
paméti RAM). Oficialni webovou strankou je http://wuw.it4i.cz/

e V soucasnosti je jiz k dispozici uzivatelim novy pocitacovy cluster SALOMON (narodni
superpocitacové centrum, VSB - Technicka univerzita Ostrava), ktery je dle zebticku TOP
500 oficialng 40. nejvykonné&jsim superpodita¢em na svété! Souc¢asné parametry: 24 192 ja-
der CPU Intel Xeon (Haswell-EP), 129 TB opera¢ni paméti RAM, 52 704 jader akcelerac-
nich koprocesort Intel Xeon Phi s 13,8 TB RAM, 2 PFLOP /s maximalni vypocetni vykon,
2 PB diskové kapacity a 3 PB zalohovaci paskové kapacity. Oficidlni webovou strankou je
http://www.it4i.cz/.
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