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Základńı soubor – n r̊uzných rozlǐsitelných prvků

1. Variace k-té ťŕıdy z n prvk̊u
Vyb́ıráme k prvků, přihĺıž́ıme k pǒrad́ı

v(n, k) = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 2)(n− k + 1) =
n!

(n− k)!

2. Permutace n prvk̊u
Vyb́ıráme všechny prvky, přihĺıž́ıme k pǒrad́ı, tj. prvky uspǒrádáme

p(n) = v(n, n) = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 = n! (faktoriál)

3. Kombinace k-té ťŕıdy z n prvk̊u
Vyb́ıráme k prvků,k pǒrad́ı nepřihĺıž́ıme

c(n, k) =
v(n, k)

p(k)
=

n!

(n− k)! k!
=

(

n

k

)

(kombinačńı č́ıslo)
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Základńı soubor – prvky rozděleny do n druhů, v rámci druhu jsou nerozlǐsitelné

1. Variace k-té ťŕıdy z n prvk̊u s opakováńım
Prvků každého druhu je alespoň k. Vyb́ıráme k prvků, přihĺıž́ıme k pǒrad́ı

V (n, k) = n · n · · ·n = nk

2. Permutace s opakováńım v situaci (k1, k2, . . . , kn)
Počet prvků prvńıho druhu je k1, druhého druhu k2, atd. až n-tého druhu je kn

P (k1, k2, . . . , kn) =
p(k1 + k2 + · · ·+ kn)

p(k1)p(k2) · · · p(kn)
=

(k1 + k2 + · · ·+ kn)!

k1! k2! · · · kn!

3. Kombinace k-té ťŕıdy z n prvk̊u s opakováńım
Prvků každého druhu je alespoň k. Vyb́ıráme k prvků a k pǒrad́ı nepřihĺıž́ıme

C(n, k) = P (k, n− 1) =
(k + n− 1)!

k! (n− 1)!
=

(

k + n− 1
k

)

=

(

k + n− 1
n− 1

)
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a) ťŕıčlenné vedeńı?
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Spolek má 58 členů. Kolika způsoby si může vybrat
a) ťŕıčlenné vedeńı?

c(58, 3) =

(

58
3

)

=
58 · 57 · 56

3 · 2
= 29 · 19 · 56 = 30 856

b) předsedu, ḿıstopředsedu a tajemńıka?

v(58, 3) = 58 · 57 · 56 = 185 136
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V noclehárně je 50 l̊užek. Kolika způsoby je možné na ně uḿıstit 35 nocležńıků?

• Z pohledu provozovatele ubytovny:

c(50, 35) =

(
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= 2,250 829 575·1012
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V noclehárně je 50 l̊užek. Kolika způsoby je možné na ně uḿıstit 35 nocležńıků?

• Z pohledu provozovatele ubytovny:

c(50, 35) =

(

50
35

)

=

(

50
15

)

=

=
50 · 49 · 48 · 47 · 46 · 45 · 44 · 43 · 42 · 41 · 40 · 39 · 38 · 37 · 36

15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · ·6 · 5 · 4 · 3 · 2
= 2,250 829 575·1012

• Z hlediska ubytovaných:

v(50, 35) =
50!

15!
= 2,325 815 505 · 1052
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Kolik r̊uzných slov je možno vytvǒrit přeskládáńım všech ṕısmen ve slově lokomotiva?

P (1, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1) =
10!

1! 3! 1! 1! 1! 1! 1! 1!
= 604 800

• Tak, aby nebyla žádná dvě stejná ṕısmena vedle sebe?

Počet sěrazeńı ṕısmen a, i, k, l, m, t, v: p(7)
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Kolik r̊uzných slov je možno vytvǒrit přeskládáńım všech ṕısmen ve slově lokomotiva?

P (1, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1) =
10!

1! 3! 1! 1! 1! 1! 1! 1!
= 604 800

• Tak, aby nebyla žádná dvě stejná ṕısmena vedle sebe?

Počet sěrazeńı ṕısmen a, i, k, l, m, t, v: p(7)
Tři ṕısmena o lze uḿıstit na 8 pozic, tj. vyb́ıráme 3 pozice z 8: c(8, 3)

Celkem: p(7)c(8, 3) = 7!

(

8
3

)

= 7!
8!

5! 3!
= 7 · 6 · 5 · 4 · 8 · 7 · 6 = 282 240

• Tak, aby se pravidelně sťŕıdaly souhlásky a samohlásky?

Souhlásky: k, l, m, t, v, samohlásky: a, i, o, o, o

2 · p(5) · P (1, 1, 3) = 2 · 5! ·
5!

3!
=

(5!)2

3
= 4 800
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Kolika způsoby lze mezi čty̌ri děti rozdělit 50 kuliček?

P (3, 50) =
53!

3! 50!
=

53 · 52 · 51

3 · 2
= 23 426 = C(4, 50)

• Tak, aby každé dostalo aspoň 5 kuliček?
Každém d́ıtěti přiděĺıme 5 kuliček a rozdělujeme pouze zbývaj́ıćı:

P (50− 4 · 5, 3) = P (30, 3) =
33!

30! 3!
=

33 · 32 · 31

3 · 2
= 11 · 16 · 31 = 5 456
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po dvou r̊uzných pohlednićıch. Kolika způsoby to lze udělat?
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V
(

c(25, 2), 3
)
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V trafice je 25 druhů pohlednic, všechny v dostatečném množstv́ı. Třem přátel̊um pošleme
po dvou r̊uzných pohlednićıch. Kolika způsoby to lze udělat?

Dvojici r̊uzných pohlednic lze vybrat

c(25, 2) =

(

25
2

)

=
25 · 24

2
= 300

způsoby.

Libovolnou dvojici pohlednic lze poslat libovolné osobě, tj.

V
(

c(25, 2), 3
)

= c(25, 2)3 = 3003 = 27 000 000

způsoby.
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P (2, 3) · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 = P (2, 3) · 56 = 56
5!

2! 3!
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sudé cifry?
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5!
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5!
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4 · 55
5!

2! 3!
+ 56

5!

2! 3!
= (4 + 5)55

5!

2! 3!
= 9 · 55 ·

5 · 4
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= 2 · 32 · 56 = 281 250
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V pytĺıku je 10 r̊uzných kuliček, d́ıtěti se do hrsti vejde nejvýše 5 kuliček. Kolik existuje
takových hrst́ı?

Počet hrst́ı, obsahuj́ıćıch i kuliček: c(10, i) =

(

10
i

)

Celkem:
(

10
0

)

+

(

10
1

)

+

(

10
2

)

+

(

10
3

)

+

(

10
4

)

+

(

10
5

)

= 1+ 10 + 45 + 120 + 210 + 252 = 638
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10
∑

i=0

(

10
i

)

= 1024
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zakódujeme 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0
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Modifikace: V pytĺıku je 10 r̊uzných kuliček, stařśımu d́ıtěti se do hrsti vejde všech 10
kuliček. Kolik existuje možných hrst́ı?

10
∑

i=0

(

10
i

)

= 1024

Jiná úvaha:

Konkrétńı hrst ◦ • • • ◦ • ◦ ◦ • ◦
zakódujeme 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0

Počet hrst́ı: V (2, 10) = 210 = 1024

Závěr:
10
∑

i=0

(

10
i

)

= 210
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(

n

i
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= 2n
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Zobecněńı: Kolik existuje podmnožin n prvkové množiny?

n
∑

i=0

(

n

i

)

= 2n = (1 + 1)n
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BA

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

Př́ıklad: Rybá̌ri lovili v rybńıku, v němž žij́ı kapři a cejni. Každý z nich něco ulovil. Kapra
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|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

Př́ıklad: Rybá̌ri lovili v rybńıku, v němž žij́ı kapři a cejni. Každý z nich něco ulovil. Kapra
si odnášelo 8 rybá̌r̊u, cejna 5 rybá̌r̊u a oba druhy měli 3 rybá̌ri. Kolik je rybá̌r̊u?

|K| = 8, |C| = 5, |K ∩ C| = 3

|K ∪ C| = |K|+ |C| − |K ∩ C| = 8 + 5− 3 = 10
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BA

C

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|
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|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

Př́ıklad: Kolika způsoby je možno na šachovnici uḿıstit dvě figury, nikoliv na jedno pole,
tak, aby byly současně v jedné řadě, nebo v jednom sloupci, nebo na poli stejné barvy?

|R| = 8 · c(8, 2) = 8

(

8
2

)

= 8 ·
8 · 7

2
= 224, |S| = 224

|B| = 2 · c(32, 2) = 2

(

32
2

)

= 2 ·
32 · 31

2
= 992
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|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

Př́ıklad: Kolika způsoby je možno na šachovnici uḿıstit dvě figury, nikoliv na jedno pole,
tak, aby byly současně v jedné řadě, nebo v jednom sloupci, nebo na poli stejné barvy?

|R| = 8 · c(8, 2) = 8

(

8
2

)

= 8 ·
8 · 7

2
= 224, |S| = 224

|B| = 2 · c(32, 2) = 2

(

32
2

)

= 2 ·
32 · 31

2
= 992

|R∩S| = 0, |R∩B| = 8 · 2 · c(4, 2) = 8 · 2 ·
4 · 3

2
= 96, |S ∩B| = 96, |R∩S ∩B| = 0
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|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

Př́ıklad: Kolika způsoby je možno na šachovnici uḿıstit dvě figury, nikoliv na jedno pole,
tak, aby byly současně v jedné řadě, nebo v jednom sloupci, nebo na poli stejné barvy?

|R| = 8 · c(8, 2) = 8

(

8
2

)

= 8 ·
8 · 7

2
= 224, |S| = 224

|B| = 2 · c(32, 2) = 2

(

32
2

)

= 2 ·
32 · 31

2
= 992

|R∩S| = 0, |R∩B| = 8 · 2 · c(4, 2) = 8 · 2 ·
4 · 3

2
= 96, |S ∩B| = 96, |R∩S ∩B| = 0

|R ∪ S ∪B| = 224 + 224 + 992− 0− 96− 96 + 0 = 1 248
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Př́ıklad: Existuj́ı mezi obyvateli Brna dvě osoby, které maj́ı přesně stejný počet vlas̊u?

Počet obyvatel Brna: 369 299
Maximálńı možný počet vlas̊u na jedné hlavě: 150 000
Nejvýše existuje 150 001 hlav s r̊uzným počtem vlas̊u

Matematika zaručuje existenci nějakého objektu, přitom neexistuje efektivńı postup, jak ho
naj́ıt.

Princip: Necht’ k, n jsou přirozená č́ısla, k > n. Při jakémkoliv rozděleńı k předmět̊u do n

přihrádek existuje přihrádka, v ńıž jsou alespoň dva předměty.



Aplikace

Počet možných výběr̊u z předem daného souboru

Princip inkluze a exkluze

Přihrádkový princip

Aplikace

Počet prokaryotických chromozomů

Počet fylogenetických stromů
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Prokaryotický chromozom tvǒŕı uzav̌renou ǩrivku
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Počet prokaryotických chromozomů
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”
prvńı“):
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Počet genů: n
Gen má směr
Prokaryotický chromozom tvǒŕı uzav̌renou ǩrivku

Počet možných uspǒrádáńı n genů: n!

Počet možnost́ı
”
nasměrováńı“ genu: 2n

Spojeńı řetězce genů do uzav̌rené ǩrivky (nepoznáme, který gen je
”
prvńı“):

1

n

Nezálež́ı na orientaci celé uzav̌rené ǩrivky:
1

2

Celkem

2nn!

2n
= 2n−1(n− 1)!

Pro n = 4000 je výsledný počet 3,013 417 773 · 1013 873
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n taxonů

Stromy s kǒrenem

xn – počet stromů, vn – počet větv́ı

vn = vn−1 + 2, xn = xn−1(vn−1 + 1), x2 = 1, v2 = 2

vn = 2 + (n− 2) · 2 = 2n− 2, xn = xn−1(2n− 3)

x2 = 1
x3 = 3 · 1
x4 = 5 · 3 · 1
...

xn = (2n− 3)(2n− 5) · · · 3 · 1 =
(2n− 3)!

(2n− 4)(2n− 6) · · · 2
=

(2n− 3)!

2n−1(n− 2)!
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Stromy bez kǒrene

yn – počet stromů, wn – počet větv́ı

wn = wn−1 + 2, yn = yn−1wn−1, y2 = 1, w2 = 1

wn = 1 + (n− 2) · 2 = 2n− 3, yn = yn−1(2n− 5)
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n taxonů

Stromy bez kǒrene

yn – počet stromů, wn – počet větv́ı

wn = wn−1 + 2, yn = yn−1wn−1, y2 = 1, w2 = 1

wn = 1 + (n− 2) · 2 = 2n− 3, yn = yn−1(2n− 5)

y2 = 1
y3 = 1
y4 = 3 · 1
y5 = 5 · 3 · 1
...

nn = (2n− 5)(2n− 7) · · · 3 · 1 =
(2n− 5)!

(2n− 6)(2n− 8) · · · 2
=

(2n− 5)!

2n−3(n− 3)!
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