I | Urcete soulet geometrické posloupnosti S = 1 + ¢ + ¢* + - + ¢~ . Pomuze Vam k tomu

toto schéma:

1 +q +¢° 4+ +¢47 =,
g +4 +- +477 +4" =4S
2 Kladna ¢isla aI, d,, ..., d,, tvoli aritmetickou posloupnost. Dokazte, zZe plati:
n—1
>aa,  a 43 a, a, aa,

3 Dokazte, ze Cisla 49, 4489, 444889 atd., kde kazdé dalsi ¢islo vznikne vlozenim cislic 48 do-

prostied pfedchoziho Cisla, jsou ¢tverci (druhymi mocninami) celych ¢isel. (Bude se Vam hodit vyjadrit
Cisla 444...4 a 888...8 jako soucet geometrické posloupnosti.)

4 | Zapiste nasledujici polynomy jako soucin dvou kvadratickych nerozloZitelnych trojcleni:
x*+at;  2.xt 42X+ at.

(U toho prvniho zkuste pficist a odeéist 2a%x.)

s | Dokazte, ze pokud pro redlna isla 4, b, ¢ plati rovnost

a+ b+ =ab+ bc+ ca,

musibyta = b = c.
6 | Zkuste ukdzat, ze 4’ + b + ¢ = 3abc pravé tehdy, kdyzjebud a+b+c = o,neboa = b = .

(Mné se osvédcilo zadit rozepsanim (a + b + ¢).) Pak toho vyuzijte k dukazu, Ze

3/20—{— 14‘/?‘4—‘3/20— 14\/7 = 4.

7 | Naleznéte viechny realné hodnoty x a y, které vyhovi rovnici

x” + 4x cos(xy) + 4 = o.

8 | Reste rovnice:

L+ x2 =@ —x2 =V1—x; 2..\/x—|—\/?—\/x—~/7=%

O | Papiry formdtu Az (tedy Ao, Ar, A2 atd.) maji tyto dvé vlastnosti:

x + Jx'

1. Plocha papiru Az je 2" metru ¢tvere¢niho.

2. Pokud rozsttihneme papir formatu Az v poloviné delsi strany, dostaneme dva papiry formatu A(n+-1).
Spocitejte z téchto dvou vlastnosti délky stran papiru formatu Azn. (Nejdfiv zkuste pouzit druhou vlast-
nost a zjistit, jaky pomeér stran musi tyto papiry mit.)

IO | Dokazte, ze pro dvé kladna ¢isla x; a x, plati A-G nerovnost:

42> VX%,
Zvladli byste ukazat, ze pro kazdé n = 2F plati podobny vztah?

x+x,+-+x,
n

> X

n

II | Na fece mezi body 4 a B je proud tak slaby, Ze se da jeho rychlost zanedbat; dale mezi body

B a C uz je ale tok silny. Lodka se dostane z 4 do C (po proudu) za 6 hodin a zpatky z C do A4 (proti



proudu) za 7 hodin. Kdyby mezi 4 a B tekla feka stejné rychle jako mezi B a C, zabrala by cesta z 4 do
C jen 5,5 hodiny. Kolik ¢asu by v tom pripadé¢ bylo potreba na opacnou cestu z C do 4? Uvazujme, ze
proud mezi B a C je vsude stejné rychly a ze lodka ma motor, ktery téz vyviji konstantni rychlost.

12 | Vlese je a stromi. Kazdého roku se jejich pocet nejdiiv zvétsi na g-nasobek (¢ > 1) a potom

jich x vykacime. Jak moc mizeme kacet (tedy jak velké ma byt x), jestlize chceme, aby po 7 letech bylo
v lese k-krat vic stromi nez na zacatku?
13| Vjakési nadobé mame nality p-procentni roztok lihu. Vylijeme odtamtud roztok o objemu

a a naopak pridime stejné mnozstvi g-procentniho roztoku (¢ < p). Tuto proceduru zopakujeme jesté
k — 1-krat (tedy k-krat dohromady) a potom zjistime, Ze v nadobé je 7-procentni roztok. Jaky je objem
roztoku?

14 | Zjednoduste souciny:

L(xta) P +a)xt+at) - (F +ad® ) 2(P—axta)xt—aPPtat) - (F —a¥ K +a).
Oboji se snadno podda, kdyz to rozsirite néjakym Sikovnym cinitelem, aby Sel pouzit vztah pro rozdil
¢tvercu.)

I§ | Dokazte, Ze pokud pro redlnd 4y, by, p, q (pfi¢emz p # o, g # o) plati vztahy

G d et d =
b + b + -+ b, = ¢,
aIbI + azbz + ot anbn = P9,

pak musi platit a, = 2b,, 4, = 2,

16 | V této tloze Vam predstavim jeden stary algoritmus na

s P
> d, atd,aza, = 7b,.

odmocnovani, ktery si vystaci s papirem a tuzkou. Sledujte to tro-
chu na obrazku vpravo, kde odmocnuji ¢islo 150,4.

Odmocnované ¢islo rozdélim na skupiny po dvou cislicich
(pficemz jdu na obé strany od desetinné carky). TakZe v nasem
prikladé rozdélim cislo jako 1 50, 40. Za¢nu tim, Ze vezmu prvni
skupinu, najdu k ni nejblizsi nizsi nebo stejny ctverec celého ¢isla
n” a n pak zapiSu jako ¢islici do vysledku. (V naSem piipadé je to
jednoduché, protoze 1* = 1, a tak piSeme jednicku do vysledku.)
Ctverec pak ode¢teme (tedy nim zistane 1 — 1 = o).

Odted budeme provadet neékolik kroki stale dokolecka:

1. SepiSeme dalsi dvojcisli na konec pfedchoziho zbytku. (Méli jsme zbytek o, sepiSeme so, takze
mame porad so.) Vznikne ¢islo, které oznacime Z.

2. Pod to napiseme dvojnasobek dosavadniho vysledku (bez desetinné ¢arky), na jehoz konci necha-
me jesté misto na jednu ¢islici. To budeme nasobit jednou ¢islici, na kterou si téz nechame misto.
(Zatim mame vysledek 1, takZe piSeme soucin 2_x_, kde _ je volné misto.)

3. Na ob¢ volna mista v pfedchozim soucinu doplnime stejnou c¢islici. Musi byt co nejvétsi, ale ta-
kova, aby sou¢in jesté neprekrocil Z. (V nasem pripadé nechceme prekrocit so. 23x3 je uz moc, ale
22x2 = 44 je mensi nez so. Proto ta nase Cislice je 2.) Tuto Cislici napiSeme do vysledku.

4. Provedeme soucin s doplnénou Cislici (22x2 = 44) a odecteme to od Z. (so — 44 = 6.) Tim vznikne

dalsi zbytek.

Vase ukoly:
1. Vypoctete 3 na 8 platnych ¢islic (vSimnete si, Ze to trva asi tak pét minut, coZ neni nijak moc,
kdyz uvazite, Ze odmocniovani je velmi komplikovana operace a Vy ji délate jen s papirem a tuzkou).
2. Vysvétlete, proc to funguje. Dokazte, ze kazda cislice vysledku ziskaného touto metodou je spravna.
3. Pokud se citite drsné, zkuste navrhnout podobnou metodu i pro pocitani tfeti odmocniny (ta je ale
mnohem nechutnéjsi).



Odpovedi a feSeni

1—q"
1—q *

I | Vuvedeném schématu oba fadky odeteme, zustane 1 — ¢” = (1 — ¢)S. Odtud § =

2 | PiSme a;, = a + kd (to mizZeme, protoze je to aritmeticka posloupnost). Pak mame

I I Va+(k )d‘—\/a+k _Vat+(k+1)d —Vathkd
VA + \/a+(k—|—1)d +Va+kd \Ja+ (k+1)d —Va+ kd d

a obdobné
I B I ( I I ) R ( I I )
ApApyy Aty — A \ G Apyy d\a,
v/ 7 ’ o . v . ’ . —_ d (71_1>d o
Ad 1. Po poscitani zustanou jen dvé krajni odmocnin atnd —Jatd _ . Ad 2. Zas zu-
drPop zi jen dvé kraj y R g i d zi

stanou jen krajni (V:lenyé (ﬂi — di) = (Z:Z)d.

10" —1

3 Nejdfiv si vSimneme, ze ¢isla skladajici se z 7 jednicek (tedy 1, 11, 111 atd.) 1ze zapsat jako

9
Ta nase Cisla se vlastné daji zapsat jako 44 - 488 - 8 41, kde ctyrek a osmicek je stejné, feknéme 7, a tak
mame

44488 -8+ 1= (4-10”—|—8)+1—9102”—|—910 —|— .

2
107 — 1 4 2-10" +1
)
pricemz cislo uvnitf dvojmoci je urcité celé, protoze v Citateli je ¢islo, které obsahuje kromé nul jen
jednu dvojku a jednu jednicku. Ciferny soucet je tedy 3, a tak je Citatel podle znamého kritéria délitelny
tfemi beze zbytku.

4| Adrx*+a* =x* +2x’a" +a* —2x’a’ = (& + &) — (V2'xa)’ = (x* + V2xa + a*)-
- (x* —V2'xa + a®). Ad 2. Stejnd metoda, jen stadi pficist a odedist jedno a®x?, takze dostaneme hez¢i
(x* 4+ a*)* — (ax)* = (x* + ax + a°)(x* — ax + a°).

§ | Levou stranu zapiSu jako ;[(4* +b°) + (b* +¢*) +(c* +a*)]. Kdyz pravou stranu odectu, kazdy

s¢itanec krasné zapadne do jedné z téchto zavorek a dostanu
% (4 — 2ab + b?) + (b* — 2bc + &) + (" — 2ca + 7)) = ; [((a— b+ (b —cf +(c—a)P] =

Ale ctverec realného cisla je vzdy nezaporny. Proto je-li soucet nékolika ctverct realnych ¢isel roven
nule, musi se rovnat nule jeden kazdy zvlast, ¢imz uz dostavime a = b,b = cac = a.

6 | Muzu napsat

(a+b+cP=a+b+S+3(a’b+ b*a+ b*c+ b+ Pa+ a’c) + 6abe,

pficemz tu velkou zdvorku miZu napsat taky jako ab(a +b)+ bc(b +0)+ ca(c—l— a). Zkusme to dorovnat
tak, ze do prvni zavorky pricteme jesté ¢, do druhé jesté a4 a do treti jesté b — zkratka do kazdé to, co
tam chybi. Pochopitelné to budeme pak muset zase odecist. Dostaneme

(a+b+cl=a’+b++30abla+ b+ c)+ be(b+ ¢ + a) + calc + a + b) — 3abc] + 6abe =
=+ +S+3(a+ b+ c)ab+ be+ ca) — 3abc,

coz odectenim toho soucinu 3(a 4 b + ¢)(ab + bc + ca) uz snadno pfeorganisujeme na

(a+b+o)(at+b+c)—3(ab+bc+ca)] = (a+b+c)(a*+b*+*—ab—bc—ca) = a®+ b+ —3abc.



Vpravo je uz ptimo zadané a* + b + ¢ — 3abc, které se ma rovnat nule. Ale to se pak musi rovnat nule
ileva strana, a ta se rovnd nule bud pfia + b + ¢ = o, nebo pti a* + b*> + ¢* — ab — bc — ca = o, jenze
podle pfedchoziho cviceni to je ekvivalentni a4 = b = ¢. Dostavame tedy to, co jsme chtéli.

Pak statipolozita = {20 + 14v2",b =20 — 14v2" ac = —4.Pakmdm &’ +b°+¢* = 40—64 = —24
a zaroven 3abc = —12/400 — 2 - 196 = —24, coz znamena, zebuda + b + ¢ = o,neboa = b = c.
Druha z téchto moznosti je evidentni nesmysl, musi tedy platit ta prvni.
7 | Uvedomime si, Ze ten kosinus je nékde mezi —1 a 1. Pfitom polynom x* + 4ax + 4 ma

diskriminant 16(a* — 1), takZe pokud 4* < 1, redlny kofen muze mit jen v ptipadé, Ze 4 = 1, tj. musi
byt cos xy = +1a tedy xy = k. Pak se rovnice redukuje na tplny étverec (x + 2)* = o, tedy x = Fa.
Mame tedy dvé série feSeni: prvni je x = —2, pak musi byt cosxy = 1, tj. xy = 2kw ay = kz; druha je

x = 2, pak musi byt xy = (2k + 1)7abudey = 2k+17r.

8 | Ad1 Uvédomim si,ze 1 —x* = (1 —x)(1 4 x). x = 41 zjevné rovnici nespliuje, takze mazu

délit %/(1 — x)(1 + x) a dostanu rovnici

I+ X o lTx
V1—x VI—I—x_I'

v m 4 . v / ¥V V¥ 4 I:I: 4 4
Oznaéme 7/ I — y;pakmamu— L = 1,tj.4* —u—1 = 0, coZ ma feseni u = T‘/? Proto musi byt
W1+ x 1+ V5 1+ v5\"
T = —  1tx= (1 —x),
I—Xx 2 2
z ¢ehoz uz snadno dopocteme
=)
X =
I+/s
(5]

Ad 2. Rozsifim yx + Vx ', dostanu x + v — Vx> — x = x + vx (1 — vx — 1) = 2/x, tj.
Vx(Vx'— 3 —Jx—1) = o.

Takze bud musi byt x = o, coz je nesmysl, nebo vx'—vx — 1 = ;. Rozsifim souétem téch odmocnin;
tim dostanu druhou rovnici, takze nakonec mam

I
T2
VX' +Jx—1 =2.
Se¢tenim obdrzim 2vx" = 2, coZ znamend, Ze x = 2 je jediné fesen.

9 | Reknéme, ze vsechny papiry An maji pomér stran 1 : x, kde 1 < x < 2. Prelozim-li ho

prostred delsi strany, najednou je ta pfepulena strana kratsi a plat1 Ze x/2 : 1 musi byt taky v poméru
—n

i x, tj. x/2 = 1/x = x = J2. Reknéme tedy, Ze strany papiru jsou x,, a v2'x,; aby byla plocha 27",
musi byt zjevné v2'x; = 27", ¢&ili

n 1 n I
x, =2 > + adruhdstranaje Vax, =224

IO | Protoze ¢tverec kazdého realného éisla je nezaporny, jisté plati (%, — /x,)* > o. Po roze-

psani dostavame x; + x, — 2./x,'x, > 0, coZ po mirném prerovnani da zadany vztah.



Dal indukct: plati-li vztah pro zk_l, muZu napsat

x1+"'+xk—1 X]e 1+ +-tx k /C I |
xI +---—|—ka 2 2 _|_ I , Zk— + J k— I+I ooe 2

= 2>

2k 2
k—1 k—1 r_ k
2 \/2 ‘/xl lee—l 2 ‘/xzk—1_|_1 lee =2 xI lee .

II | Necht vzdalenost od 4 do B je p a vzdalenost od B do C je g. Dal rychlost motoru lodky

oznacme v a rychlost proudu w. Dostaneme tfi rovnice:

Py 1 _g P, 4 _, p+q:5+1

v v+w v o v—w 7 v+ w 2
To jsou tfi rovnice pro Ctyfi neznamé p, g, v, w. My ale nepotrebujeme zjistit vSechny tyto hodnoty;
staci ndm z;1st1t ‘Z Z, a na to ndm staci znat pomer YL — K.Jestlize ho totiz zjistime, sta¢i n4m s nim

= (s + DK

Ozna¢me w = Av a nasobme vsechny tfi rovnice v dostaneme

9

= 6v,
Ing p+q+ap=6v(1+4),
p+1_2=7v, —  p+qg—Ap=700-—1),
p+gq . p+qg=_0+)va+ ).
PHI_ (o4t
1+ 1 2

Sectu prvni dvé rovnice a odectu dvojnasobek treti; tim dostanu
6v(1 + )+ 7v(1 —A) —1v(1 + 1) = o,

1+2

ze které zlistane 7v(1 — 4) = sv(1 + A), tj. K = 5 = Pak uz dopocteme, Ze
v—w 2 2 s 10

takze by cesta trvala 7,7 hodiny.

I2 | Podivejme se na to takto: nejdriv je tam 4 stromd, po jednom roce je tam ag — x, po druhém

je tam (aq — x)q — x, po tietim [(ag — x)q — x]q — x atd. Snadno nahlédneme (pfipadné dokazeme
indukci), Ze po 7 letech tam bude

n
— 1

mz”—(lr+q+rf+-~+q”‘l>x=aq”—qq_I

stromul. Jestlize poZzadujeme, aby jich tam bylo pravé ka, dostaneme uz pro miru kaceni x snadno

X

q—k

x—a(q—1>

13 Oznac¢me P = p/100, Q = g/100, R = r/100, abychom se zbavili téch nesmyslnych procent,

a téz oznacme v = 4/V. Pak uvazujme: v nadob¢ o objemu V" bylo na zacatku PV lihu. Vylijeme od-
tamtud objem 4, coz znamena, Ze vylijeme Pa lihu, a pak dolijeme tyz objem g-procentniho roztoku,
takze Qa lihu zas pfibude. Po jednom kolecku tohoto procesu tedy bude v nadobé porad stejny objem
roztoku V', ale objem lihu v ném bude PV — Pa + Qa = P(V — a) + Qa. Délime celkovym objemem
V" a dostavame, Ze nova koncentrace je (1 — v)P 4+ v Q.



Po druhém opakovani bude koncentrace (1—v)[(1—v)P+v Ql+vQ, potietim (1—v)[(1—v)[(1—v)P +
+vQ]+ vQ] + vQ atd. Zase indukei nebo uhodnutim zjistime, Ze po 7 krocich bude koncentrace

R=(x=0)'Pt[1+ @ =0)+ @ —of ++ =0 ]oQ = (1—v)'P+ vQ—‘IZ(&‘_”Z; -

=@ =)' P+ —-(1—v)10 =0+ —-v)'P-0),
R—-Q

z ¢ehoz uz snadno spoditime (1 — v)” = =0 10 muzeme klidné rozsirit stem a dostaneme Gplné

stejné (1 —v)” = ;;_Z.Jelikoi v=a/V,platiV = a/v, a tedy

a9 '
TV
I4 | Ad1 Rozsirim x — 4. Tim dostanu
—— (=) A&+ &) = —— (0 — @)+ &)t at) o = (=)t at)

atd. Cinitel x — a vyluxuje viechny zavorky a zistane vysledek

n n
2 2
X —a

x—a
Ad 2. Podobna metoda, jen roz$ifim x* + ax + 4. Kdyz to ozkou$im na prvnim &lenu, vidim, Ze je
(x* —ax + &) (x* + ax + &) = (x> + a*)* — a°x* = x* + a’x* + a*,

takze jsme opravdu dostali zas trojclen ve stejném tvaru, jen s dvakrat vétsi mocninou. Lux tedy zafun-

guje uplneé stejné a dostaneme
n+1 n n n+1
2 42K 4
x* + ax + a*

I§| Vydélim prvni rovnici p*, druhou ¢* a tfeti pg. Obdrzim

(5 + (3 -+ (5 =
(3 - ) =

Sectu prvni dve rovnice a odectu dvojnasobek treti, ¢imz dostanu soucet Gplnych ctverci:

(-3 (3= 3) -+ 3-4) =

p 9 P q P q9) 7

Ale ¢tverec realného (isla je vzdy nezaporny, takze aby se soucet takovych ¢tverct rovnal nule, musi se
rovnat nule kazdy zvlast. Z toho uz dostavame zadané.

16 | Po politeénim kroku, kdy jsme prosté sepsali prvni skupinu a do vysledku jsme zapsali jeji

odmocninu, je ur¢ité ziskana cislice spravné. Dal mizeme pokracovat indukci: feknéme, Ze jsme zatim
odmocnili P a vysel vysledek A se zbytkem z. To znamena, ze P = 4” + z, pfi¢emz o < z < 24, ¢{imz
chceme fict, Ze 4” je nejbliz§i nizs{ uplny Ceverec k P. SepiSeme daldi skupinu R (coz je ¢islo od o do 99)
a tim utvofime 100P + R = 1004” + 100z + R. Z druhé strany chceme do vysledku pfidat tu sprivnou



Cislici 7. Jeji vlastnost je zas takova, Ze aZ to udélime, tak (104 + 7)” musi byt nejblizsi niZsi ¢tverec.
Takze musi byt

/ /
1004 + 100z + R = (104 + n)* + 2 = 1004*> + 204n+n’ + z,
/ . 7/ v/ /7 o Vv v .
kde 2’ je novy zbytek. 1004 se zrusi a to ostatni muzeme pfeorganisovat na
/
Z = 100% + R — (204 + n)n,

pricemz novy zbytek zas musi byt mezi nulou a 204 + 27n. Zvolime tedy nejvyssi n takové, aby byl
novy zbytek jesté kladny, a je to. Jisté si vSimnete, Ze 100z + R je stary zbytek, ke kterému jsme sepsali
dalsi skupinu R, a soucin (204 + n)n téz pfesné odpovida tomu hledani ¢islice, kterou dopliujeme do
soucinu.

Jesté drobnost: fekli jsme, Ze novy zbytek musi byt mezi nulou a 204 +-2n. Jak vime, ze kdyz zvolime
n tak, jak jsme to popsali (tj. co nejvetsi, ale tak, aby byl soucin (204 4-7)n mensi nebo roven 100z + R),
bude potid splnéna podminka o < 2z’ < 2(104 + n)? To, Ze 7 zvolime tak, aby zbytek byl kladny, jsme
uz fekli. Ale co ta druha hranice?

To dokézeme jednoduse. Reknéme, Ze to tak neni, tj. 2z = 100z + R — 204n — n* > 204 + 2n.
Po pfeposlani na druhou stranu by to ale dalo 100z + R > 204(n + 1) + #* + 2n. Protoze se jedné
o nerovnost mezi pfirozenymi ¢isly, znamena to, Ze 100z + R je vétsi nebo rovno Cislu o jednotku vétsi,
tedy 204(n + 1) + (n + 1)* = (204 + n + 1)(n + 1), a to znamen4, Ze jsme mohli zvolit o jednicku
vys$8i n, coz je spor s pfedpokladem, Ze 7 bylo zvoleno, jak nejvys to slo.



