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I | Ukazte, ze pro libovolnou (dost slusnou) funkei f plati . Pak dik
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tom Ctéte integraly: X dx : —3x2 ! dox; te o do; ex dx
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2 | Pomoci rozkladu v parcialni zlomky vy¢islete nasledujici integraly:

s —3 5
- z—ix—xz’ /dx 3"5/(x+1;1(fc—3)2; 4'!(96—1)(:162)@—3)'

3 | Zkuste spocitat nasledu]1c1 goniometrické integraly:

/2 /2 /2 /2
- 4 - 3 2 .S dx
. [ sin"xcosxdx; 2. | sinxcos"xdx; 3. [ sin’xdx; 4. —
sin x
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Neni potfeba v tom hledat slozitosti, vSechny ¢tyfi se daji vyresit substituci # = sin x nebo u = cos x
a vyuzitim goniometrické jednicky. V poslednim prikladé zkuste rozsifit sin x.

1+COS 2X 2 . I—COS2x
—=~=asin” x = — . Pak vypoctéte integraly:

4 Vzpomerite si, Ze plati cos® x =

/2 /2 /2

. 2 + 2
I / sin“xdx; 2. / costxdx; 3. / sin” x cos” x dx.
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§ | Pokud jsou v integrandu jen sudé mocniny sinu a kosinu, hodi se pouzit substituci tg x = u.

1. Vyjadrete sin” x a cos® x jen pomoci tgx.  2.Ukazte, Ze pfitg x = uplatidx = %
7f/2 7[/3 o
Cislete: . . . . ] Lde o 2
¢ ? a*sin® x + b2 cos? x” 4 costx’ 3 a—+ bcosx
© /6 o

6 | Integraly s odmocninami se asto daji pékné vyresit pomoci goniometrické substituce, protoze

V1 —sin® x = cosx (a podobné i pro sin x). Zkuste si to na téchto pfikladech:
I
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x* dx dx
L [ Vi—x?2dx; 2. | —; 3. f _
_‘[ ARG J Yx(1 —x)

7 Integrujte per partes:

/2 oo 1 1 o

I f xsinxdx; 2. / x’e “dx; 3. f Inxdx; 4. / xarctgxdx;  s. / e “sinxdx.
o o o o o

Pozor! V patém bodé integrujete e sin x. Po kazdém per partes se podivejte, jestli ndhodou ten inte-
gral, ktery z per partes vysel, neni taky z e sin x, jinak se zacyklite navéky.

8 | Pomoci integrace per partes dokazte nasledujici vztahy (n > 2 je pfirozené ¢islo):

/2 /2 /2
. n - I . - oV . . v / . /4 * 4
I f sin” x dx = " f sin”™* x dx. Zapiste explicitné vysledek f sin” x dzx pro 7 sudé a liché.
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pro n sudé a liché.

dx 22T g, /' dx
= + Opet zap1ste f
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I | Naleznéte plochu nasledujicich atvara:

1. kusu paraboly ax(b — x), ktery je nad osou x. Zapiste vysledek pomoci jeho ,,zakladny“ a ,,vysky*;
2. elipsy o poloosach a a b;
I

3. bramboroidu ohranic¢eného shora grafem funkce T2 Zestran pfimkamix = f1azdolaosouy = o.

2 | Vypoctéte objemy a povrchy nasledujicich téles:

a

1. katenoidu, ktery vznikne rotaci kfivky » = % (eZ/ @4 e “) pro —b < z < b;

2

2. paraboloidu, ktery vznikne rotaci paraboly z = a4 — 4b_r22 proo <r < b.
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3 | Cokdyz chceme spocitat plochu omezenou néjakou kiivkou zadanou v polarnich soufadni-

cich (tedy vzdalenosti od pocatku » a thlem @)? Podivejte se na obrazek nize. Jaka je plocha ¢ervené
vybarveného trojuhelnicka? Integraci pak sectéte vsechny tyto trojuhelnicky a dostanete plochu.

4 | Spoctéte plochu nasledujicich atvari:

1. Kardioidy zadané vztahem » = 4(1 + cos @). 2. Lemniskaty zadané vztahem 7> = 4” cos 2.
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§ | Méjme néjakou kfivku danou parametricky x = x(t), y = y(t). KdyZ posuneme parametr o dt,

o kolik se zméni x a y? Podle toho spocitejte délku kousku kfivky ds, ktery pri této zmeéné vykreslime.
Délku krivky pak zapiste jako integral z ds.
6 | Vypoctéte délku:

1. paraboly y = x* mezi body x = —1ax = +1;  2.fetézovkyy = ach 2 mezibodyx = oax = b.

7 | Cokdyz by ta kfivka byla zadand v polérnich soufadnicich? Tedy kdybychom misto x(t) ay(t)

méli zadano 7(¢) a p(t)? Prepiste element délky ds tak, aby v ném vystupovalo pouze r a ¢. (Ndpovéda:
Mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi plati vztah x = » cos @,y = sin @.)

8 | Vypoltéte délku: 1. logaritmické spirdly » = € od jejiho prosttedku v 7 = o az do bodu
S7Y =T,

2. kardioidy » = a(1 + cos @) (cel4 kiivka se opise, kdyz ¢ projde od o do 27).

——— ()00 —

o Reste pomoci separace proménnych:

1._)/' = 1+y* pfiy(o) = 1; z.xy'—l—y—yz =0; 3% lny—l—xy/ =opfiy(l) =€ 4. e_y(y/—l—l) =1
s.(1+e)y +efy=optiylo)=1;, 6.y tgx—y =1—2y.

IO | Budeme fesit rovnici y' = (6x + 2y + 3). Na to se bude hodit substituce z = 6x + 2y + 3,

kde z(x) bude nase nova neznama funkece.
. . e/ 1V / s !
1. Derivujte rovnost 2 = 6x + 2y + 3 a vyjadfete y pomoci z .

2. Dosadte do rovnice za y' podle predchoziho bodu a 6x + 2y + 3 vpravo zaménte za z.
3. Vyslednou rovnici reste. Ve vysledku zase zapiste z = 6x + 2y + 3 a vyjadrete y.



