Pocty s goniometrickymi funkcemi

I | Uzitim souctovych vzorcl a goniometrické jednicky dokazte nésledujici rovnosti:

P} 4, — I in? 2ac: -
Lsin®x + cos*x = 1 — ;sin" 205 2.sinx(1 + tg x) + cosx(1 + ctg x) = 5= + w575
. 2/
sin3x  cos3x I—1g Z_x) : 6 . 6 1. 2
3. — — =2; 4. — =sin2x;  §.cos’ x — sin” x = cos2x(1 — £ sin” 2x);
sinx  cosx 1+ tg*(3 + %) +
6. 4i . (7 . (7 . cosx +sinx .
. 4511’1618111(? — ﬂ) Sln(? + ﬂ) = Sin 3a; 7. m = tga2x + Cos 2%’
2 | Vyuzijte vzorce pro soucet ,sin + sin“a ,,cos + cos a dokazte nasledujici rovnosti:
I COs X + sinx = ,/Tcos(% — %), 2.COsx — sinx = ‘/Tsin(% — ;—C),
cosb + cosa ath o a=b sina +sinb _ tg ﬂjb
., ——————— =ctg=—cC .= . .
3 cosb — cosa 85 g5 sina —sinb tg =4 —b
2
3 Pomoci vzorcl pro polovicni thel dokazte nasledujici:
2sin x — sin 2x ) ) b
2 X 2 2 2 a4
Lt = — - s 2.(cosa+ cosb)” + (sina + sin b)” = 4 cos” =—
& 27 Jsinx + sin2x’ ( )b ( ) =4 202
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3.(cosa — cosb)* + (sina —sinb)* = 4sin” “57;  4.cos* g + cos* % 4 cos* 5 + cost o = 2.
4 | Naleznéte vsechna realna x, jez vyhovuji nasledujicim rovnicim:
1.2sin” x +7cosx = §3 z.sinx—l—cosx:‘/i?; 3.2s5inx = /3'tgx;  4.sinx+ /3 cosx = 2}
$. COS X + COS 2X + COS3xX = O3 6.tg3x—|—tg2x:tgx+1.
. (4 ’ o
Vlastnosti trojihelnikua
§ | V této tloze zjistime par zajimavych vztahu pro trojuhelniky. s = d+b+c je zde polovina
2 - V4 o oV /
obvodu. 1. Z kosinové véty odvodte, ze plati cos e = b Jr;bc a 2. Pomoci vzorcu pro polovic¢ni

thel ukaZte, Ze plati sin 3 6=0)e=q) (5 ) , COS % = chd atg s (5:(%;7)'.

3. Pro plochu plati § = %bc sin a. Rozeplste sina = sin(2 - £) pomoci vztahu pro dvojity thel, dosadte

podle predchoziho bodu a obdrzite Heroniw vzorec S = \/s(s — a)(s — b)(s — c) -
£

5 cos% pomoci vztahti z bodu 2 a po pouziti Heronova vzorce odvodte
2abc a 8 Y

~hye COs 3 COSs 5 cos 7.

6 | 1 Ukazte, Ze vy$ku na stranu ¢ lze spocitat takto: v, = bsina = asin 4. Napiste podobné

vyrazy pro v, a v,.

2. Z rovnosti pro v, odvodte, ze

e/ 1V Ve o
4. Vy]adrete soucin Cos 2 COS

nasledujici zbytecny, ale pékny vztah pro plochu trojuhelnika: § =

Snz = o ﬂ Z dalsi podobné rovnosti odvodte zbytek sinové véty.

C J—
sin 3 ab = sin

7 Pomoci kosinové véty odvodte tento vztah pro délku téZnice nastranuc: > = 4 —|— +¢*—ac cos .

b _ g5
atb ga+ﬁ

3. Z rovnosti pro v, odvodte, Ze a =

. Diky tomu dokazte tangentovou vétu “—;

Pomoci dalsi kosinové véty pro cely trojuhelnik se pak zbavte clenu s kosinem a zjistéte, ze plati ¢, =
= 2V2a? + 2b* — 2 atd.




Odpovédi k poctum

. Vev v . 2 .« 2 ’ ’
I | AdriKsin*x + costx pr1cteme a odeCteme 2 sin” x cos® x = 3 sin” 2x. Ad 2. Rozndsobi-

: : sm X
me. Vznikne sin x5 +-cos x4, UZitim goniometrické jednicky preplseme =0 Na o —COS X
v o. ’ sin 3X COS X—COS 3X sin x _ sin 2.x _
aobdobné¢idruhyzlomek. Ad 3.Se¢teme oba zlomky na Ty = daaoss = 2 Ad4.Zlo

mek vlevo rozsifme cos (% — x). Ve jmenovateli se objevi goniometricka jednicka, v Citateli bude
cos2(f —x) = sin2x. Ads. PfepiSeme na (cos® x — sin” x)(cos* x + cos” x sin” x + sin” x). Leva zavor-
ka je rovna cos 2x, pravou upravime podle téze logiky jako v prvnim bodé. Ad 6. Mame sin(% + a) =

= sin % cos asin a cos 3. Nasobenim dvou takovych vjrazi (jeden je s plusem a druhy s minusem) a po-

Ve s 71 Vv o Ve « 2 « 2 . 2
uzitim vztahu pro rozdil ¢tverc dostaneme soucin sin” 5 cos* @ — cos” 7 sin” a4 = 7[3 cos® a —sin” 4.
Nasobenim 4 sin 4 obdrzime 3 sin 4 cos* 2 — sin® 4. Pomoci souctovych vzorci snadno ovéfime, ze to je
skute¢né sin 3a4. Ad 7. Rozsifme zlomek cos x+sin x. Ve jmenovateli se utvori cos 2x, v ¢itateli vznikne

(cosx + sinx)* = 1 + sin 2x.

2 | Ad 1 Zapiseme napf. cos x jako sin(% — x) a pouzijeme vztah pro soucet sini. Ad 2. Stejna

metoda. Ad 3. Ad 4. Trivialni aplikace fecenych vzorcu.

3 | Ad1 Mime 18" 5 = TTcory- Stadi roziifit zZlomek 2sinx. Ad 2. Roznisobime Ctverce, po-

uZijeme goniometrické jednic¢ky a cosa cosb + sinasinb = cos(a — b). Vznikne 2 + 2 cos(a — b) =
= 4cos” “T_b Ad 3. Tyz pfistup, jen s minusem v poslednim vzorci. Ad 4.Nejdfivztoho,zecos(z — x) =
= — cos x, vydedukujeme, Ze ctvrty s¢itanec je stejny jako prvni a druhy stejny jako tfeti. Vycislujeme
tedy soucet 2 [cos* ¥ + cos* ¥ |. Pfi¢teme a odecteme 2 cos® § cos” 3, z &ehoZ pro soudet dostaneme

)
vyraz
37T T , 7 37T
2 [(cos2 — cos® — + 2.cos> — cos” —| .
8 8 8 8
Ted podle vzorct pro polovi¢ni thel dostaneme cos” % =5 + /5 acos % =z— 2 F’ coz po dosazeni

do vyrazu da zadané.

4 | Adu1 PiepiSeme pomoci goniometrické jednicky na 2 — 2 cos” x + 7cosx = s a zapiSeme

l = cos x, takzZe cos x je feSenim rovnice 2% — 7], + 3 = o. Ta mé koteny ) = =2 tedy bud 3, nebo
2. Kosinus redlného ¢isla nikdy nemuze byt roven tfem, takze zbyvé cosx = 3, a tedy x=4Z 7 T 2k

Ad 2. Uzijme vztah 1z druhé dlohy. Obdrzime cos(Z — %) = 1, cozdéva £ —% = +Z+2kz. Ad3.Bud
jesinx = oarovnost je splnéna triviélné (to nastava, je-li x celistV)'f nasobek 7), nebo je sin x nenulovy

a muzeme ho zkratit. Zistane = = coz je splnéno pri x = ;|: + 2k7. Ad 4. Délme rovnost

‘/? COSX’
e

dvéma, uvédomme si, ze cos 5 = ;asiny =

: Y2 Ve
sm(% + x) = F’ coz mé dvé série feSeni: x = —% + 2kwr ax = = + 2kz. Ad 5. Vyuzijeme toho,
Ze cosx + cos3x = 2cos2x cosx. Vytknuvse cos zx, obdrzime cos2x(1 + 2cosx) = o, z ¢ehoz je
ztejmé, Ze bud musi byt nulovy cos2x, nebo cosx = —3. To prvni nastane, je-li x rovno lichému
nasobku 7/4, to druhé pri x = j:ZT” + 2k7. Ad 6. Na levé strané vytknéme tg” x. Tim dostaneme tvar

a pouzijme souctovy vzorec pro sinus. Obdrzime

(tg” x — 1)(tg x4+ 1) = o. Tato rovnice je splnéna pfi tg x = +1, ¢ili v pfipadé, Ze x je lichym ndsobkem
/4.



