Tajemna funkce

Vymyslel jsem si tajemnou funkci P(x), do které se da stréit jakékoli redlné ¢islo a vysledkem
bude zas realné cislo. K této funkci Vam sdélim jen dvé pravidla:

L. P(1) = 2
2. Pro jakakoli realna Cisla a, b plati P(a)P(b) = P(a + b).

I | Vypoctéte P(2), P(3) a P(4).

2 | Dokazte, Ze P(x) nemiize byt pro zidné x nula. (Qkuste ditkaz sporem: 7eknéme, Ze pro néjaké

¢islo a plati P(a) = o. Jylddnete z toho pomoci druhého pravidla odvodit P(1) = o? To je totiz v rozporu
s prunim pravidlem, takZe P(a) = o nemiige platit nikdy.)
3 | Napsal jsem si na papirek dikaz, Ze P(x) musi byt vzdy kladné, ale zacatek dikazu mi sezral

pes. Dokazete ho spravné doplnit? Mam pocit, ze se tam muselo néjak chytfe pouzit to druhé pravidlo...

.. = P(3)* > o, nebot ¢tverec redlného Cisla je vidy nezdporny. Nula to neni, takge P(x) > o. B

Dokazte, ze P(0) = 1. (Qkuste pougit drubé pravidlo a to, Ze pro kagdé x plati o + x = x.)

Vymyslete, éemu se musi rovnat P(—1) a P(3).

Obecné: pokud znate P(x), jak z néj vypoctete P(—x)?
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Ukazte, Ze druhé pravidlo plati i pro vic ¢isel: P(a; + a, + -+ a,,) = P(a,)P(a,) - P(a,,). (Pro

dva scitance to plati. “Pro vic zkuste indukci a soucet rozeberte vidy na prvni s¢itanec a zbytek.)

8 | Zapiste pomoci néjakych pocetnich ukont s ¢islem P(x), ¢emu se rovnaji nasledujici vyrazy:

1. P(nx);  2.P(x/n);  3.P(kx/n).(Zde k a n jsou ptirozena Cisla.)
O | Reknéme, Ze mdme néjakou jesté jinou funkci g, o niz je zndmo jen to, Ze pro viechna realna

¢isla a, b, splnu]e g(a)g(b) = g(a + b) (tedy nase druhé pravidlo), ale prvm pravidlo splnovat nutné
nemusi. Ukazte ze musi platit g(x) = P(cx), kde ¢ je néjaka konstanta. Popiste, jakou podminku musi
¢ splnit, aby vztah platil.

V dalsim je Q(x) inversni funkeci k P(x). ]

10 | Vypoctéte Q(x) pro nasledujici ¢isla (tedy feknéte, z jakého ¢isla mam udélat P, aby mi vyslo
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II | Vysvétlete, jaka Cisla se sméji davat do Q(x), aby to viibec davalo smysl. Také feknéte, jestli

pravé tohle, nebo feknéte, Ze takové ¢islo viibec neexistuje): 1. 4; 2.

vysledkem Q(x) mohou byt vSechna mozna ¢isla, nebo jestli néktera nikdy vyjit nemohou.

12 | Dokazte nasledujici vztahy pro funkci Q:
LO() =05 2.0(a)+Q@,)t-+0(a,) = Qaa,~a,);  3Q(1/x) = —Q(x);  4.nQ(x) = Qx"
5. 3 Q(x) = Q). (n je pfirozené ¢islo.) (Tkuste na jiz ziskané vztahy pro P vhodné uplatiiovat Q.
Také je nékdy dobre v téchto vztazich misto x psdt radéji Q néjakého jiného cisla y.)

13| Vratme se k aloze 9. Tam jsme videli, Ze vechny funkce g, které spliiuji druhé pravidlo (ale

ne nutné prvni), jsou velmi pfimocate vaziny s P. MuZeme tedy o¢ekavat, ze g~ ' bude néjak pfimocate
vazano s Q. Najdéte, jaky vztah mezi nimi je.



