Odpovédi a reSeni k iloham na komplexni Cisla

I | Ud¢lame to, co se po nas chce, a vytkneme takto:
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(nevéfite-li, rozndsobte si zdvorku napravo). Podle Eulerovych vzorct plati 3 (e + e~ ™) = cos x a z4-
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vorka v nasem vyrazu ma presné ten tvar. Misto ni tedy miizeme napsat 2 cos a skutecné dostaneme
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egp—l—e”’k:ze 2 COS = 2COS cos 4+ tsin

Exponencialy vlevo také mizeme rozlozit na realnou a imaginarni ¢ast. Tak dostaneme
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cos @ + cosy + i(sin @ + siny) = 2 cos Cos

Musi se rovnat zvlast redlné a zvlast imaginarni ¢asti, takze dostavime
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cosgD—I—cos;k = 2COS

sin¢+sin¢ = 2.COS

2 | Podle Eulerovych vzorcli mizeme psat

ewe/z + e—ux/z e—ux/z o
cos — = = (e +1).
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Zapiseme tak vSechny tfi kosiny a dostaneme
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4 €O — COS é cosg = e atfty )/Z(e“" + I)(el‘g + 1)(e” + 1).
Mame (¢ + B + y)/2 = 7/2, a tak ta exponenciala pred zavorkou je prosté jen 1. Roznasobenim viech
tfi zavorek dostaneme

4 cos ; cos é cos g = zit [ei(‘xﬂg 1) 4 l0HE) | lBH) 4 l0Ha) 4 gl 4 ol 4 el 4 I] :

Pouzitim @ HE+7) = 1 &l@+h) — _e” atd. se monstrvyraz v zavorce ponékud zjednodusi:
a By _1 —iy  _—ie  _—if | e, 1B, iy ; , :
4cos;cos;cos; = ] [—1 —e /' —e —e +e " +ef +e’ + 1] = s1na¢—|—smﬂ—|—s1ny,
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rotoze podle Eulerovych vzorct plati X (e'* — e %) = sin « atd.
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3 | Stalisiuveédomit, Ze arctg s = arg(s + i) aarctg 535 = arg(239 — ). Proto musime spoéitat

(s + 1)*(239 — i) = (625 + sooi — 150 — 201 + 1)(239 — 1) = (476 + 480i)(239 — i).

Jestli ma byt argument tohoto ¢isla 7/4, jak se to fika v zadani, tak musi byt realna ¢ast tohoto soucinu
stejna jako imaginarni. To bud ovéfime snadno na kalkulacce, nebo se na to mizeme podivat takto:
realna je 476 - 239 + 480, imaginarni je 480 - 239 — 476. Odectu je od sebe a dostanu 4 - 239 — 956, a tady
se 1ze uz i z hlavy presvédcit, Ze rozdil je skute¢né nula a proto je Re = Im.



Udélame, co se po nas v zadani zada. Dosadime x = e'? a jeité to viechno pfenasobime e'”.
b

Tim obdrzime
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Ve zlomku vytknu v &itateli €”'?2, ve jmenovateli /2, a tim skuteéné ziskdm

' n—1 eni@/z _ e—ni¢>/z
xp [I (a + 2 ¢)] ' eiP2 _ o—iph2 ’

pricemz podle Eulerovych vzorct plati e — e = 2isinx. 2i se pokrati a zstane skutecné
in 22
el# 4 ollete) | cilatzp) 4 (ilat(n—1)p) _ exp [i (0& L : I¢)] 51.n ; .
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Pak uz staci vzit redlnou a imaginarni ¢ast a dostat

n—1 \sin ?
cos a + cos(a + @) + cos(a + 2p) + - + cos[a + (n — 1)@] = cos (“ + ¢) o
2 sin -
_ _ . , , n—1 \sin @
sina + sin(a + @) + sin(a + 2p) + - + sinfa + (n — 1)p] = sin (06 +— ¢) o
s >
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§ | ProtoZe e = cosx + isin x, je opravdu zjevné = tg x. No a protoZe mame

e ty) = cospcosY(1+itgp)1+itgy)=cospcosy [1—tgptgy +i(tgp +tgy)],

zjistime skutecné, ze

Sm el@""/) _ cospcosy(tgp +tgy)  tgpt+tgy
eilety)  cospcosy(1—tgptgy) 1—tgQtgy’

(e +¢)=
U tfi ahld bude podobné

@049 — cosacos b cos (1 + ttga)(1 +1itgb)(1 +1itge).

Co bude obsahovat realna ¢ast soucinu téch tfi zavorek? Ztejmé Cinitele, kde neni zadné i (ten je jen

jeden. 1-1-1),a pak ty, které obsahuji dvé i, takze se v sou¢inu Ob]CVl i = —1. Tyjsou tfi: tgatg b,tgbtgc
a tg ¢ tg a — vsechny souciny po dvou. Naopak 1mag1narn1 Cast obsahu]e vsechny souciny s ]ednlm i (ty
jsouzase tfi,atotg 4, tg batg c),apak ty stiemi i (ten je jeden: tg a tg b tg ¢,anavici* = —i). Podélenim
dostaneme

tga+tgb+tgc—tgatgbtgce
1—tgatgh—tgbtgc—tgctga

tgla+b+c) =

Uz je Vam asi jasné, podle jakého vzoru to bude pokracovat u vétsiho poctu uhla. V ¢itateli bude
imaginarni ¢ast, kterd bude obsahovat souéiny s lich}'fm poétem i, tedy soucet soucinii po jednom, minus

(1 = — 1) soucet soucinu po tfech, plus soucet soucinli po peti, a tak furt, zato ve ]menovateh bude realna
¢ast: 1 minus soucet soucini po dvou plus soucet soucint po ctyfech a tak furt. Dd se to zapsat tfeba néjak

takhle:
S =S8, +S8—S, + -
t = ’
g(x1+x2+ —I—xn) I_SZ_|_S4_56_|_,,,

kde S, je soucet vSech moznych soucint tangent po k a v Citateli i ve jmenovateli se objevuji dalsi a dalsi
¢leny se stfidavymi znamenimi az do S,,.




6 | Vektor z bodu ' do bodu e'?* mitzu zapsat jako P — ew, a podobné zapisu i vektor z e do

e'?2. Obé tato ¢isla budou v poldrnim tvaru vypadat jako 7,.e'“1, resp. ,e'** (pro néjaké ,2a;,) Takze
pokud chci rozdil ahli mezi témito vektory, musim je podélit a dostanu
P _ ¥ :
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Z toho vysledku mé zajima jen @, — &, v exponenciale, zatimco podil velikosti je mi uplné jedno. Proto
vezmeme argument, ktery nam prave ten uhel vytahne, a mam

&, — o, = arg —————.
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u V17 v 4 Ve . * + . . * + v/ v
No a ted udélam to, co uz tu bylo mockrat: v ¢itateli vytknu exp 1%2 ¢’ ve jmenovateli exp 1%2 ¢, ¢imz
dostanu oy oy
13 3 13 2_ _- 2_
el¢2 f— et¢ I( _ )/ eI 2 — e t 2
arg ————— = arg 7272 = ..
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Vyuzijeme toho, Ze argument soucinu je soucet argumentii:
P 2isin —%2_¢ PP sin —¢22_¢
.._——I—arg oY —I—argm.
2 2isin = 2 sin 2~

2 2

Ten podil sindl je uz ale realny, takze jeho argument miZe byt bud nula (pokud je ten podil kladny),
nebo 7 (pokud je zaporny). Na ni¢em kromeé znameni tohoto podilu uz nezalezi. Kdyz se to rozmysli,
je vidét, Ze to m se pFidit4, pokud je €' ,,mezi“ €'? a €' (v tom smyslu, Ze je mezi nimi na té strané,
kde je mezi témito dvéma body kratsi oblouk).



