O matematickém kyvadle a pro¢ potfebujeme rozvoje

Zatim jsme vlastné nevidéli zadny opravdu padny davod, pro¢ by nas
mel zajimat Taylorav rozvoj. Vsechno, co jsme zatim pocitali, jsme doka-
zali udélat ,,presné®, bez aproximaci. Ale brzo se dostaneme k integralim
a diferencialnim rovnicim a tam uz se ¢asto bez odhadu a sikovného zane-
dbavani neobejdeme. Chtél bych ukazat jeden celkem prosty priklad toho-
to jevu.

JMéjme matematické kyvadlo, tj. hmotny bod o hmotnosti 72 zavéseny
na nehmotné tycce délky L, ktera se miize volneé otacet kolem svého zavesu <
(viz obrézek). Vychylku kyvadla popisujme tthlem @. Reknéme, Ze kyvadlo
vychylime o ¢ .. a pak ho volné pustime. Nasim tkolem bude zodpovédét zdanlivé prostou otazku:
jakd bude perioda kmitii kyvadla?

Mozna si fikate: vzdyt takové kyvadlo je prece hrozné primitivni systém, to musi byt trivialni. Da-
me-li se ale do pocitani, rychle zjistime, Ze to tak viibec neni.

Vyjdéme ze zakona zachovani energie: kyvadlo opisuje oblouk kruznice o poloméru L, takze po-
kud se vychylka zmeéni o dp, kyvadlo projde drahu Ldp. Okamzita rychlost kyvadla je tedy v = Lo.
Z obrazku je také vidét, ze vyska kyvadla nad nejnizsim bodem bude » = L(1 — cos ¢). Proto, dame-
-li nulovou hladinu potencialni energie do nejnizsiho bodu, bude potencialni energie rovna mgh =

= mgL(I — cosQ) = zmgL sin” % Celkova energie kyvadla v obecném bodé¢ jeho drahy tedy bude

ds0dT

E = imL’¢p* + 2mgL sin® 5, a jelikoz se energie zachovava, musi tato velic¢ina byt porad stejna, ja-

ko byla na zacatku, kdyz jsme volné vypustili (v = o) kyvadlo z vychylky @_ ... Tehdy byla kineticka
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energie nulova a potencialni byla 2mgL sin @ Mame tedy rovnici
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%mLZQZZ + 2mgL sin” % = 2mgLsin

Pokréatime, co jde, a vyjadiime ¢*, ¢imzZ obdrzime

p* = (d_gb)z =% (sin2 %I:X sin” f) .
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Nyni mizeme odmocnit, coz da d—f = :I:z,/‘% \/ sin” ¢’;"“ — sin? % . Nasobme obé strany rovnice dt a dél-

me je tou velkou odmocninou. Tim pfepiSeme rovnici na tvar
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Tento tvar se vyznacuje tim, Ze uhel @ se vyskytuje jen vlevo a as ¢ zas pouze vpravo. Miizeme tedy obé
strany rovnice integrovat. Ze zakona zachovani energie vyplyva, ze kyvadlo bude symetricky kmitat
mezi dvéma krajnimi polohami +¢_ ... Proto cas, ktery je potfeba na to, aby kyvadlo z krajni polohy
dospélo doprostred, musi byt roven ¢tvrtiné periody, tj. T/4. Proc? Protoze cela perioda je tvofena timto
pohybem, pak dal$im pohybem ze stfedu na druhy kraj (ten je opacny, ale zabere stejny cas), a pak jesté
tim v$im zas pozpatku (to je jesté dvakrat tolik ¢asu navic).

Proto plati, Ze pokud vlevo integrujeme od krajni vychylky @, .. az do nuly (tj. stftedu), vpravo se
naintegruje T/4, kde T je hledana perioda. Meze pfi integraci thlu prohodime — kviili odmocnéni je
znameni nejednozna¢né (mame tam ,,+), ale perioda by zfejmé méla byt kladna. Proto musi byt
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To uz je vlastné feseni nasi lohy; zbyva vyjadrit T. Ale musime jesté spocitat ten integral. Proto v ném

polozime sin % = sin ¢ma"u kde u bude nova proménna integrace. Meze pak pijdou od o do 1 a pro



diferenciély bude platit 3 cos % dp = sin @ du. Odtud musime vyjadrit dg. Bohuzel bude téz nutné
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zapsat cos 5 ]ako sin” 5 = /1 —sin” ~5*u? , takze bude dp = . Dosadime to
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do integralu a kone¢né mame (Gpravy si zkuste kdyztak ovéfit sami:)
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No a problém je na svété. Ten integral vpravo je totiz nad nase sily — a nejen nad nase, ale i nad sily
kohokoli jiného, coz je vieobecné znamo. Tento problém matematici v XVIIL a XIX. stoleti vyresili
ysalomounsky“ — kdyz integral neumime spocitat, vymyslime pro néj novy nazev a oznaceni a po-
kusime se aspon prostudovat jeho vlastnosti, jak nejlépe to pijde. Tento konkrétni integral se jmenuje

max

uplny elipticky integrdl proniho drubu a oznacili bychom ho K (sin ££2). Kazdopadné na to, abychom
se studiem této funkce zabyvali, nemame prostfedky, a stejné: my chceme n¢jaké konkrétni ciselné
vysledky, ne abstraktni vzorce! Tak kde je sezeneme?

Na pomoc pfijde Taylorav rozvoj. Pfredpokladejme pro jednoduchost, ze vychylka ¢ . je celkem
mala, a zkusme se aspon podivat, co dokazeme fict pro takovy pripad. Uz zname rozvoj pro odmocninu:
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coz plati pro z v jistém okoli nuly, tedy pro z dosti malé. Proto bychom urcité mohli podle tohoto
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pravidla rozvinout i tu protivnou odmocninu 1/\/ 1 — sin” £32,2  Tim dostaneme
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Je-li vychylka rozumné mala, bude ten ctverec sinu opravdu titérny, a ctyfmoc tim spis. Proto bychom
vlastné mohli rict, Ze pfi malych vychylkach vlastné tu odmocninu mizZeme celkem presné nahradit
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jednickou. Pak nam zustane mnohem jednodussi integral f
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To asi znate ze stfedni Skoly. Je vidét, ze tady perioda viibec nezalezi na vychylce. Ale to neni divu, kdyz
jsme veskery vliv pocatecni vychylky zanedbali!

Co kdyby vychylka byla o néco vétsi? Pak uz by tahle primitivni aproximace tak dobfe nefungovala.
Ale mizeme si pomoci: prost¢ vezmeme dalsi clen rozvoje, takze dostaneme
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Vidime, Ze levy integral v hranaté zavorce je zas ten stejny jako predtim a zas dostaneme 7/2. Opét tedy

du
Vi—u?”
jednoduchy vysledek pro malé vychylky:

mame feSeni 27,/L/g , ale k tomu se pricte jakasi oprava ve formé druhého integralu. Ten je mirne, ale
ne o moc slozit¢jsi nez ten prvni a vyjde z/4. Proto dostaneme zpfesnény vysledek:

T~ \/? (27f + z sin” ¢max).
g 2 2




A co kdyby ani tahle pfesnost nestacila? Zas mizeme pridat dalsi ¢len rozvoje a do hranaté zavorky
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ptibude jesté 2 sin* Pomax S %' Integral je zas o néco protivnéjsi nez ten predchozi a vyjde 37/16.
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Diky tomu muzZeme vysledek jesté vic zpresnit na

T~ & (zz+zsin2@+%sin4w)
g 2 2 64 2 )’

a tak bychom mohli klidné pokracovat i dal a doplnit si tolik ¢lend, kolik bychom jen chtéli.
Abychom meéli lepsi predstavu o tom, co jsme to vlastné spocitali, pfilozim par grafi. Nejdfiv ukaz-
me, jak vypada aplné presné reseni s eliptickym integralem, tedy T = 4,/L/g K(sin @), pokud dame

pro jednoduchost zavés o délce 1 metr. Obdrzime takovouto zavislost:

Piesna perioda kyvadla o délce 1 metr
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perioda [sec]

pocatecni vychylka
Také si muzeme pro porovnani vygrafovat tuto funkci spolu s nasimi tfemi postupnymi aproxima-
cemi. Levy graf ukazuje pfimo presné a priblizné vypoctené periody, v pravém je vidét, jaké chyby se
nasi aproximaci dopoustime. Opét vidime, jak kazdy dalsi ¢len nasi aproximaci silné¢ zlepsuje.

Pfesna a priblizna perioda kyvadla o délce 1 metr
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