Reseni druhé pisemky
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Rozepiseme In nazln(x — 1) — In(x* 4+ x + 1) a derivujeme. Obdrzime
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Prvni dva zlomky dame na spolecného jmenovatele a uzijeme pravidlo
(a — b)(a® + ab + b*) = 4*> — b’. Tim se ve jmenovateli objevi x* — 1. Vpravo sesikuje-
me odmocniny a ziskame

12% —|—2x—|—z—(x2—x—1)+2 I _1x+t 2
f_ x3 —1 3 +(ZX+I)2 203 —1 34+4x2+4x+1

V pravém zlomku jmenovatel pfepiSeme na 4x* + 4x + 4, dvojku zkratime a obdrzime 3 .

Podle pravidla 0 4> — b> muZeme rozsifit x — 1 a ziskdme
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Druha Gloha

2 | Aproximujte do prvniho fadu nasledujici vyrazy, povazujeme-li ¢ za velmi malé oproti

jedné:
I —ﬂ—'_:c_e [% bodu];

.I—

2, arc tg

I I
Py = 32_36)[1/4bodu:|.

Dale naleznéte rovnici tecny ke grafu funkce: [% bodu kazda]

3 fw) = 2 e vbodé x = o 4.g<x>=arctg(h L |vbodex =t

Budeme tu ¢asto potfebovat, ze do prvniho fadu plati (1 4 €)* ~ 1 + «e.

Ad 1. Podle tohoto pravidla prepiSeme /3 + ¢ na 3(1 + %e)l/ * ~ /3(1 + ge). Pak uz mame
obdobné - ~ 1 + ¢ a nakonec téz

fx+e~fx)+f(x)e = e ~e®+ee=1+ec
Proto je e” © &~ 1 — €. Dame to dohromady a mame do prvniho fidu
I
\/?(I+g€)(1+€)l(1—€) ~ﬁ+ﬁ

Ad 2. Nejdfiv do prvniho fadu upravime vnitrek arkustangenty. Obdrzime

—1/3 —1/3
271 l(l | %e) — (I — ze) ] = 2_1/3(1 —Je—1—3¢6) = —2 Ve,

2



sine
cos €

Zaroven mame do prvniho fddusine = eacose = 1.Protojetéztge =
Ze je téz € = arc tg e. Proto je vysledek

= ¢,aztoho vidime,

arctg(—2 ") = —2 e

Ad 3. Chceme-li rovnici tecny, potrebujeme zjistit chovani funkce okolo bodu x = o. Ale to
uz zname z prvniho bodu. PoloZme prosté ¢ = —2x a obdrzime

f(x)w\/?—ﬁ.

Toto plati jen v malém okoli bodu x = o, ale tim presné dostavame kousek asecky, ktery se grafu
funkce v tom bodé¢ dotyka. Proto y = /3" — x/y3 je uz pfimo rovnice té zadané tecny.

Ad 4. To je zas stejnd Gvaha. Potfebujeme chovini kolem bodu x = 3, takZe dosadime
x = 3 + 9, kde 9 bude velmi malé. Tim vznikne arctg [(1 +1420)B—G—1— 23)_1/3].
Zase muzeme vyuzit vysledek bodu ¢islo 2, jen kdyz dosadime 3¢ = 20. Proto vznikne

g(x) ~ —2713. 30.

Stadi si uvédomit, ze & = x — 3, abychom dostali zidanou rovnici te¢ny

_ 22/3 (x I
J ; 2/



Tteti Gloha

3 | Pfiplavbé lodi jste zjistili, ze kazdy den plavby rychlosti v stoji 2 + bv? zlatdka (a a b

jsou zde kladné konstanty). Chcete uplout néjakou predem danou vzdilenost L. Jakou konstantni
rychlosti v musite plout, aby byly celkové vydaje za celou plavbu co nejnizsi? [1 bod]

Plujeme-li konstantni rychlosti v, pak vzdalenost L uplujeme za L/v dni. Za kazdy z téchto dni
musime platit 2 + bv? zlatek, takze celkem zaplatime

L a
—(a+b®)=L (bv2 + —) :
v v
Derivujme a polozme rovno nule. Obdrzime rovnici 20b — a/v* = o, jejimz feSenim je

a
v=3l—.

2b

Pfitom jak pfi v — o, tak pfi v — oo rostou nase vydaje do nekonec¢na (v tom prvnim pfipadé
proto, ze poplujeme nekonecné dlouho). Proto je nalezeny extrém skute¢né globalnim minimem.

Ctvrta Gloha
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4 | Houpaci kieslo mé liziny ve tvaru funkce f(x) = €* +€™* —2 — x* na intervalu (—1; 1).

Reknéme, ze v ném sedite vzpiimené a bez hnutia houpete se bez tieni a jinych odporovych sil. Pti
houpani se postupné dostavaji do kontaktu se zemi jednotlivé body liziny. Reknéme, Ze se lizina
v néjakém okamziku dotyka zemé bodem [x; f(x)].

1. Pod jakym thlem od svislice jste v tom okamziku naklonéni? [1 bod]

2. V jaké vysce bude v tomto okamziku Vase hlava, kdyz bez houpani (tedy v okamziku, kdy se
lizina dotykala zemé bodem [o; o]) byla ve vysce h? [1 bod]
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Ad 1. Pohledem na obrazek vidime, ze kdyz se lizina odvali do n¢kterého bodu, sklopi se kol-

mice pfesné o ten thel «, ktery je mezi zemi a tenou k liziné pravé v tom bod¢, na kterém lizina

.o/ v/ .o . v o . v . . / — .
stoji. Proto stadi zjistit smérnici te¢ny: derivujeme, dostaneme f* = " —e™ " —2x, a to je tangens

thlu 2, takze musi byt

—X

a = arctg(e’ —e " — 2x).

Ad 2. Vyska nasi hlavy nad zemi je — jak zas vidime z obrazku — vzdalenost tecky (tedy vlastné
bodu [0; h]) od té te¢ny v prislusném bodeé. Vime, Ze vzdalenost bodu [X; Y] od pfimky ax + by +-¢
c X+bY+ v/ 2.8 S .
jed = %774 Stadi tedy napsat rovnici teény: ¥ — f(x) = f(x)(X — x) a dosadit:

g P =)+ xf (o)
Vit ()




Pata aloha

§ | Uvazme kubicky polynom P(x) = x° + px + g, kde p, ¢ jsou nenulové reilna ¢isla.

1. Zjistéte, kde je rostouct, kde klesajici, kde ma extrémy a jakych v nich nabyva hodnot. [1 bod]
2. Kazdy takovy polynom ma bud jeden, nebo tfi realné kofeny (v¢etné nasobnosti). Najdéte zpt-
sob, jak pro kazdou moznou hodnotu p a q urcit, ktery z téchto dvou pripadii nastava. [1 bod]

= A <o
Ad 1. Derivace je P'(x) = 3x°+p. Tady mohou nastat dva ptipady: bud je p kladné, pak je 30 +p
také vzdy kladné a P(x) je vSude rostouci; extrém pak vibec nema. Nebo je naopak p zaporné; pak

maé rovnice 3x”+p = o dvakofeny,ato j;\/ —% , pricemz se lehko presvéd¢ime, ze nalevo od obou

téchto kofent P(x) roste, mezi nimi klesa a napravo od obou zase roste. Dosadime-li x = + 2

3
do P(x), zjistime, ze hodnoty v extrémech jsou

(o))

Zde jesté mizeme druhy ¢len vynasobit a vydélit F3. Tim nakonec dostaneme

O e R

Ad 2. Uz jsme zjistili, ze pokud jep > o, tak je P(x) vSude rostouci. Pfitom roste postupne
z —oo az do oo, takze nulou musi projit prave ]ednou Naopak pfi p < o vznikne ,,Vlnka mezi
obéma extrémy: je-li hodnota P(x) v jednom extrému kladna a v druhém zaporna, protne P(x)
nulu celkem trikrat, naopak pokud maji obé hodnoty stejné znameni, je vinka cela pod (nebo
nad) nulou a zas bude jen jeden kofen.

v v /4 3/2 */ sV 4 /4 Ve v
Takze pokud dvé hodnoty vextrémech g +2 (—‘?) maji rozlicna znament, budou tfi koreny,
jinak bude jeden. To mizeme zapsat i jinak: rozlicna znameni budou mit prave tehdy, kdyz soucin
obou téch hodnot bude zaporny (kladné krat zaporné ¢islo je vzdy zaporné). Naopak pokud soucin
bude kladny, ukazuje to na souhlasna znameni (kladné krat kladné i zaporné krat zaporné je porad
kladné). Proto se musime kouknout na veli¢inu

el Ol ol R e e

Navic nas zajima jen to, jestli je to kladné ¢i zaporné. Kdyz tedy celou tuhle veli¢inu vydélime
¢tyfmi, znameni se nezmeéni a prichazime k tomu, Ze je pro nas dulezity tzv. diskriminant kubické

rovnice ; :
p=(2)+ (Y.
3 2
Jestlize je D > o (do toho mimochodem spadaji i vSechny pripady p > o, které jsme vyfadili uz
pfedtim), znamena to, Ze P(x) ma jen jeden redlny kofen. Pfi D < o jsou naopak tfi. Tato veli¢ina
tedy plni Gplné stejnou Glohu jako diskriminant u kvadratické rovnice — i tam jsme podle néj
poznali, jestli jsou dva koreny, nebo zadny.



Sest4 tiloha

6 | Mame rotacné symetrickou nddobu. To znamena, ze kazdy vodorovny fez ve vysce h ma

tvar kruhu o jistém poloméru, ktery nazveme 7(h). Nadobu naplnime vodou o objemu V" a necha-
me ji vytékat otvorem ve dné, ktery ma plochu §.

1. Pomoci diferencialu zapiste vztah mezi zménou objemu vody dV” a vyskou hladiny dh. [%2 bo-
du]

2. Pak podobné zapiste zménu objemu vody dV” za cas dt, vite-li, Ze je-li vyska hladiny b, vytéka
voda ze dna rychlosti/2gh . [V4 bodu]

3. Jak ma vypadat tvar nadoby 7(h), aby hladina vody klesala konstantni rychlosti w = — db / dr?
[1 bod]

Ad 1.Jestlize se hladina zvedne o dh, znamena to, ze jsme vlastné na vrsek veskeré vody, ktera uz
vnadobé byla, pridali jesté dalsi malinkou vrstvicku prave o vysce dh. Diky rotacni symetrii nadoby
ma tato vrstvicka tvar hodné tenounkého valce s kruhovou podstavou a polomér této podstavy je
pravé 7(h). Takze se tim objem zvysi prave o objem valce s témito rozméry. Proto dostaneme

dv = zr(h)* db.

Ad 2. Je-li ve dné otvor o plose S, vytece za ¢as dt vlastné ,,valecek“ vody o podstavé S a délce
vdt. Jelikoz je v = |/2gh , dostaneme dV" = —,/2gh S dt.
Ad 3. Vydélime obé¢ predchozi rovnice mezi sebou. Tim se obdrzi

dv zr(h)* dh
—=1=— —.
dr /Zgh g dt
Je-li i—]Z = —w = const., muzeme to prost¢ do této rovnice dosadit a ziskat rovnost

mr’whi2gh S = 1. Z té uz muzeme snadno vyjadfit 7:

r= VFiS hY4,
Tw

Takze aby hladina klesala konstantni rychlosti, musi byt polomér dmérny ¢tvrté odmocniné vys-
ky (coz je sice prapodivny, ale spravny vysledek!)



